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•  *  1    f    .... 


^errti  Dr.  ^iegmunb  ©üntl^er, 

otb.  $tof.  an  ber  Sed^nifd^en  ^od^fd^ule  in  Wind^tn, 


hm  l^od^öerbienten  ©d^riftftetter  auf  matl^emattfd^em  ®ebiet 

unb 
bcm  tJcrbicnfttJoKcn  görbcrcr  bcr  mat^cmatifd^cn  aBiffcnfd^aftcn, 

in  au^gejeid^neter  SSerel^rung 
dan^  ergebenfi 

gctoibmct 

tjom  aScrfaffcr. 


X 

y  .  CD 


aSorJDort. 


S)cr  bcfanntc  aWctl^obilcr  unb  aWatl^cmatifcr  Staxi  Stoppt 
jagt  in  bcr  SBorrcbc  ju  feiner  ^^Äritl^metif  unb  Älftcbra 
für  ben  ©d^ul«  unb  ©elbftunterrid^t"  u.  a.  folgenbei^: 
„SBäl^renb  in  ber  ©eometrie  ber  Snl^att  ber  Sel^rfäfee  öer^ 
möge  feiner  9(nfd^QuIid^teit  t)on  ben  @d^ülem  mit  großer 
Seid^tigteit  erfaßt  mxh,  unb  fo  atö  alleinige  9(ufga6e  baS 
rid^tige  SBerftänbnii^  be2  SSeweife«  üBrig  bleibt,  bietet  in  bcr 
Slritl^metif  bcr  abftralte  Snl^alt  ber  ©äfee  unb  bie  fjorm 
ber  Seweigfül^rung  in  allgemeinen  8^^^^  ^^^  5!lns 
fänger  eine  jweifad^e  ©d^wierigleit  bar." 

SJiefer  Äußerung  &oppt^  bürfte  toofjli  jieber  Seigrer  ber 
allgemeinen  Äritl^metil  unbebingt  juftimmen. 

Um  bie  ©rtemung  ber  ßa^Icnle^re  für  bie  ©d^üler  ju 
erleid^terU;  ift  t)on  bebeutfamer  @eite  ber  äSorfd^Iag  gemalt 
tporben,  bie  weit  anfd^aulid^ere  ©eomctrie  ber  abftralten 
3lritl^metif  im  ©d^ulunterrid^t  öoraufgel^en  ju  laffen,*) 
Slnbere  9(utoren  t)on  gutem  Klange  tt)oQen  wegen  ber  Sd^wierig- 
leiten,  weld^e  bie  ßal^Ienlel^re  infolge  i^reä  abftralten  S^aralteri^ 
bem  Semenben  barbietet,  bie  t^eoretifd^en  SSelel^rungen 
auf  ein  „möglid^ft  geringe^  SRa^  befd^ränlen".  @o  ^06) 
au(S)  ber  formale  unb  })raftifd^e  SBert  ber  Änwenbungen  ber 
aritl^metifd^en  Seigren,  alfo  ba«  Sted^nen,  ju  fd^äfeen  ift,  fo 
erfd^eint  bod^  anbererfeiti^  eine  ju  ftar!e  SSefd^ränfung  bcr 
Zl^eorie  ber  ^Iritl^metit  burd^auS  bebenflid^.    9{amentlid^  l^ält 

*)  ,;8cttfd^rift  für  mat%  u.  tiatur».  Untcttid^t"  öon  3.  ©.  ».  $off^ 
mann,  XI.  Sal^tgang;  @ette  343. 


VI  »ortoort. 

bcr  aScrfaffcr  an  bcr  gorbcrung  fcft,  ba§  bcr  ©d^ülcr  eine 
flare  ©infid^t  in  ben  f^ftematifd^en  ?lufbau  ber  ßal^Ien^ 
leiste  öon  bcr  natürlid^en  Qafjii  an  Bis  jur  allgemeinen  Iom= 
piejcn  Sß^Ifomt  gewinnen  niu§.  2)enn  1)  bietet  gerabe  bie 
tl^eoretifd^e  Seite  ber  allgemeinen  ?lritl^meti!  einen 
geeigneten  Stoff,  \a,  eine  ttjal^re  gunbgrube  jur  for- 
malen ©eifteSbilbung;*)  2)  ein  mit  tüd^tigen  t^eoreti- 
fd^en  Senntniffen  auägerfifteter  ©d^üler  wirb  fid^  auf 
bem  SSoben  ber  5ßrajig  weit  fidlerer  unb  mit  größerem 
@rfoIg  bewegen  als  ein  folc^er,  weld^er  nur  über  ein 
geringes  tl^eoretifd^eS  Äönnen  verfügt.**)  S)er  Unter- 
rid^t  in  ber  SSud^ftabenred^nung  l^at  alfo  aud^  bie  t^eoretifd^e 
Seite  biefer  SBiffenfd^aft  wol^l  ju  pflegen. 

©OH  aber  eine  grünbtid^e,  erfolgreid^e  3)urd^arbeitung  beS 
tl^eoretifd^en  ©toffeS  bei  burd^auS  bittigen  Slnforberungen 
an  bie  gaffungSfraft  be*  Sernenben  gelingen,  fo  mu|  bie 
metl^obijd^e  Darbietung  beS  ©toffeS  baS  biSl^er  nod^  öielfad^ 
befolgte   wiffenfd^aftlid^e  SBerfa^ren  ber  3)ebuftion   in   be== 

*)  „SBaS  ben  SBert  bet  tnbuütöen  SWet^obe  betrifft,  fo  gebe  i^ 
benfelben  für  aUe  lateinlofen  @d^ulen  unb  für  @cl^ület  mit  geringer  aTL- 
gemeiner  Begabung  unb  langfamem  SDen!en  unbebingt  unb  in  boUem 
Umfange  ju.  2)ocl^  ift  aud^  für  l^umaniftifd^e  ^nftdten  bie  äl^etl^obe, 
bon  ben  belannten  S^atfad^en  beiS  3^^tenred^neni^  auskugelten, 
unb  bie  ^ejie^ungen  ber  9led^enregeln  jur  Geometrie  ^ur  S^er- 
anfd^aulid^ung  biefer  Siegeln  ^u  benu^en,  ganj  ^meifeUoi»  ^u 
em|)fe^Ien.  Um  fo  me^r,  ba  bie  aUgemetne  i^Iage  über  hm  abftralten 
@^]^aralter  ber  ^uti^ftabenred^nung  unb  bie  barauS  für  bie  @d^u(e  ent« 
ftel^enbe  Sd^n^ierigfeit  unb  Ungeniegbarleit  biefeS  Unterrid^ted  btelfad^ 
ha^u  gefül^rt  i^at,  ben  t^eoretifd^en  %til  be^felben  bem  :|)ra!tifd^en 
gegenüber  ju  bernad^Iäffigen,  toomit  man  ein  gan^  mefentlid^eS, 
ber@d^ftrfung  bed  ^erftanbed  bienenbei^  93ilbungdmittel  über 
»orb  »irft."  »ütor  ©d^Iegel.  —  ,,a)ie  X^eorie  ift  frud^tloS  ol^ne 
bie  ^rajiS,  bie  $roji8  ift  geiftloS  ol^ne  grünbUd^e  Xl^eorie." 

**)  „SJieljäl^rige  ©rfol^rung  l^at  mid^  geleiert,  bag  ©d^üler,  bie  in  ber 
^ritl^metif  too^l  unterrid^tet  »arcn,  bei  ber  Sluflöfung  ber  Sluf« 
gaben  burd^  ©leid^ungen  fel^r  toenige  ©d^toierigleiten  gefunben 
l^aben;  baS  ©egenteil  aber  im  entgcgcngefe^ten  galle."  Oof. 
S3edfiba,  $rof.  ber  ^Jlatl^ematil  am  ^olQted^nifd^en  Snftitut  in  SBien, 
„©Icic^ungen",  Seite  263.) 


»ortoort.  VII 

fd^ränltcrem  Umfange  anwcnbcn  unb  in  anbete,   geeignetere 
Salinen  einlenfen.*) 

Um  nun  bai^  Ungenießbare  bcr  allgemeinen  Slritl^metif 
au^  bem  Unterrid^t  f ernjul^aften ,  üielmel^r  gerabe  biefe  ab- 
ftrafte  äöiffenjci^aft  bem  Sernenbcn  begehrenswert  erfd^einen  ju 
laffen,  ift  in  biefer  ©d^rift  bem  allgemein  anerlannten  ®runb- 
fa|  t3on  ber  Slnfd^aulid^leit  be2  Unterrid^tÄ  auf  jttjeifad^e 
SBeife  JRed^nung  getragen  worben,  nämlid^: 

I)  ^urd^  S3enu|ung  ber  fogenannten  inbuttiüeit 
aßetl^obe.  S)ie  @rlernung  ber  aQgemeinen  arit^metifd^en 
SBal^rl^eiten  ge^t  ftetg  öom  Sinjelnen,  öom  Seifpiele  aui^. 
S)ie  allgemeine  ?lrit^metif  ift  burd^gängig  an  bie  bem 
Sernenben  befannte  befonbere  ^Iritl^metif  angefd^Ioffen,  lefeterc 
erfc^eint  fomit  ali^  SluSgangiS^  unb  Übergangi^ftufe  jum 
allgemeinen  unb  abftraften  S3ud^ftabenred^nen.  ^ai^ 
gesperrt  üorgebrudEte  SBort  ;,S5eifpieIe"  foQ  bie  Äufmerffam- 
feit  beg  Sernenben  auf  einen  ju  entwidfeinben  aritl^metifd^en 
SBcgriff  ober  eine  SBal^rl^eit  l^inrid^ten.  Sefetere  wirb  au8 
beftimmten  ß^^I^^^^fi^irf^n  auf  inbuftiöem  ääege  abgeleitet. 
Sin  ©teile  ber  bcftimmten  Qai^Unwxtt  tritt  jd^Iiepc^  bie 
S)arfteIIung  beg  Sel^rfafeeÄ  in  ber  anal^tifd^en  Qd6)tn\)fvai^e, 
b.  f).  bie  allgemeine  gormeL  S)ie  au2  ben  öorl^ergel^enben 
aScifjnelen  gewonnene  aritl^metifc^e  SBa^rl^eit  ift  ftet^  in  gorm 
eine^  8e]|tfa^e8  au^gef))rod^en.  SReiftenS  ift  ber  SSewei^  in 
allgemeinen  ^cxä)tn  ber  SBoHftänbigleit  wegen  l^injugefügt.  Sn 
welchem  Umfange  bie  allgemeine  (bebuftiöe)  SSeweigfül^rung  im 
Unterrid^t  benu^t  werben  fann,  ba2  muß  bem  Srmeffen  be^ 
Sel^rerg  überlaffen  bleiben. 

®iefer  enge  Slnfd^Iufe  ber  allgemeinen  Slritl^metil  an  bai^ 


*)  /,@3  folgt  batauS  unb  ift  burd^  öiclfältiöe  (Srfa^rung  beftdtigt, 
hai  bei  Erfolg  bed  mat^ematifd^en  Unterrid^td  toefentltt^  t)on  ber  Sel^r- 
metl^obe  abfängt.  S3ei  fd^Ied^tet  äRetl^obe  l^ilft  ber  grögte  3eit« 
aufwanb  nid^tiS,  toftl^renb  eine  rid^tige  Se^rweife  in  toenigen 
aSBod^enftitttben  öiel  ju  leiften  öermag."  ($rof.  Dr.  Sotl^ar 
SKeijer  in  Tübingen,  in  bcr  „Seitfd^rift  für  mot^ematifd^en  Unterridjt", 
XXn.  Sal^rgang,  @cite  139.) 


VIII  «Ottoott. 

Stcd^ncn  mit  bcftimmtcn  Qa\)Un  gewährt  unftrcitig  im  ®6)ViU 
untcrrid^t  grofec  SSorjügc  öor  bcr  Dcbuftion,  bei  totlä^cx 
bcm  ©d^ülcr  bic  aritl^metifd^cn  SScgriffc,  I^coricn  unb  Sc]^rjä|c 
üon  öornl^ercin  in  „größter  SlDgcmcinl^cit  unb  Strenge"  bar« 
geboten  werben. 

2)q^  burd^  ba^  miffenfd^aftlid^e;  bebuftiüe  ikf^x^ 
üerfal^ren  ber  fd^on  an  ftd^  abftralte  Stoff  ber  oBgemeinen 
Äritl^metif  bem  ©d^üler  gerabeju  „ungenießbar"  gemad^t  wirb 
unb  il^m  öielleid^t  bie  83ud^ftaben  gar  al«  ein  ,,in^altleere§ 
Seid^enjpiel"  erfd^einen,  bar  über  brandet  mj/(i  fid^  gewiß 
nid^t  ju  öerwunbern.  S5ei  lonfequenter  Befolgung  ber  in^^ 
bultiüen  ST^et^obe  bagegen  t)oIIjiel^t  fid^  ber  Übergang  üon 
ber  befonbem  Ärit^metil  jur  allgemeinen  naturgemäß  unb 
leidet;  leitete  erfd^eint  bem  fiemenben  nid^t  a\^  eine  neue, 
frembe,  fd^wicrige  SBiflen jc^aft ,  fonbem  ate  SSerall« 
gemeinerung  unb  (Srtoeiterung  ber  im  Ket^enunterrii^t 
bereits  erworbenen  Äenntniffe  unb  gertigfeiten. 

SBä^renb  nun  feit  langer  Qtit  für  bie  unterric^tlid^en 
9)ele^rungen  in  SSoIIäfd^uIen  unb  Se^rerfeminaren  bie  inbultit)e 
Sel^rweife  al^  aQein  rid^tig  anerfannt  unb  eingefd^Iagen  worben 
ift,  ^aben  fid^  in  neuefter  Qtit  naml^afte  ©d^ulmänner  beö 
l^öl^eren  üel^rfad^ei^  aud^  für  bie  S5enu|ung  biefer  SKetl^obe  an 
l^öl^eren  ©deuten  (bejw.  aWittelfd^uIen  im  fübbeutfd^en  ©inne) 
au2gef})rod^en.  93efonber2  3.  ®.  SS.  §  off  mann  ift  in  feiner 
3eitfd^rift  beS  öftern  mannl^aft  für  bie  SSefoIgung  ber  inbuf* 
tiöen  Sel^rwetfe   an   ben  genannten  Slnftalten   eingetreten.*) 

*)  3n  bcm  ^tuffa^c:  ,,  Determinanten  obet  nid^t?  (gine  ©efal^t?" 
(XI.  S^^l^^d^^ng)  fotbett  ^offmann  ^n  toiebetl^olten  Maltn  bie  ^enugung 
ber  Snbultion.  @eite  346:  „^\x  muffen  fd^on  l^iet  Bemer!en,  baß  bie 
angebeutete  äl'tet^obe  (}ut  (Sinfü^rung  in  bie  Detetminantenlel^re)  ein 
audgejeid^neteiS  S3eifpiel  liefett  füt  ben  bibaftifd^en  ©tunbfa^:  $om 
(Sinfad^en  }um  B^f^^ntmengefe^ten  obet  oom  93efonbetn  jum 
flUgemeinen;  unb  baß  butd^  bie  entgegengefe^te  SRetl^obe  thtn  fo 
glänsenb  ittuftriett  toitb  bet  bibaftifd^e  %t^Ux,  toeld^et  bon  benen 
begangen  toirb,  bie  oom  allgemeinen  jum  SBefonbetn  l^etab- 
ft eigen."  (Btiit  366:  „3ft  aud^  nut  einet  untet  i^nen,  bet  fic^  ganj 
oon  bem  «ottturfe  frei  toüßte,  et  i)ahe  mt^x  obet  toeniget  gegen  bie  füt 
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Unb  mit  SRed^t!  2)enn  bie  t)on  tnand^er  @ette  mi^ad^tete, 
nid^töbeftotuemger  für  @d^ule  unb  SBiffenfd^aft*)  gang 
unentbe^rlid^e  Snbuttion  finbet  gerobe  in  ber  SRatl^entatit, 
fpejicH  in  bcr  allgemeinen  äritl^metil,  fcl^r  gfinftige 
®runb(agen.  S3eftimmte  ßal^Ienfpiele  ^^fönnen  nnr  uni^  in 
beliebig  groger  Slnjal^I  unmittelbar  in  ber  inneren  9(nfd^auung 
t)ergegentt)ärtigen'';  um  bie  SHIgemeingüItigteit  ber  an  ein- 
zelnen SSeifpielen  erlannten  Sßal^rl^eiten  eingufel^en.  3ft  ein 
arit^metifd^er  Sel^rfa^  einmal  auf  inbuttiüem  9Bege  abgeleitet^ 


ben  Stnfänger  immet  angumenbenbe  bibaftifd^e  9legel:  ,;9om 
Sinfad^en  gum  Sufammengefe^ten,  bom  SBefonberen  gum  ^dl» 
gemeinen''  gefel^U?  Unb  toonn  liegt  benn  bad  Unnatürlich  biefer 
£el^rwei{e?  Wlan  erilaxt  jubörberft  einen  b5flig  neuen  ^l^oxit^mui,  bon 
beffen  S^^^  ^^^  ^menbung  ber  @d^üler  nod^  feine  3bee  ^at  unb  für 
ben  fein  gntereffe  nid^t  gemecft  ift.  ^efe  Stnmenbung  mirb  bon  betn 
©d^üler  nid^t  —  tote  man  tt)ünfd^en  mug  —  gefuc^t,  fie  mirb  i^m  tiitU 
me^r  aufgebrungen/'  @eite  367:  „(&9  iß  gemig  tttoai^  8d^öne3  unb 
^erxUc^ei^  um  hit  ;,gr56te  Strenge  unb  flUgemeinl^eit'',  mit  ber 
ein  (^au^  unb  (Saud^Q  in  il^ren  6d^riften  ober  bom  l^atl^eber  l^erab  ben 
5u  il^ren  Sügen  fi^enben  Süngem  ber  äBiffenfd^aft  il^re  Xl^eorien  bor- 
tragen;  toenn  aber  bie  „dii  miDomm  gentium**  ber  eblen  <B\ppt  ber 
xnagiBiri  matbeseos,  biefem  SSerfa^ren  me^r  nad^ftffenb  afö  nad^eifemb, 
fold^e  ai^etl^obe  in  bie  @d^ulftube  t>txp^anittn  moKen,  bann  mug  ber 
b5fe  @amen  einen  $oben  finben,  too  er  atö  Unfraut  aufgebt,  unb  auf 
fold^er  Unmetl^obe  fann  nur  ber  ^tud^  bed  iHücffd^rittd  rul^en/'  SJlan 
jel^e  ferner  XXII.  Sa^rg.  Seite  93  unb  bie  ©eite  VI  mitgeteilte  «nftd^t 
bon  6d^(egeL  ^ergleid^e  aud^  SBai^,  ^gemeine  ^ftbagogil  @.  410 
unb  411^  femer  ^robifd^,  Sogif,  Seite  166  unb  167. 

*)  (Sin  ))äbagogifd^er  Sd^riftfieUer  äugert  fid^  über  ben  fßtxt  ber 
Snbultion  folgenbermagen:  „Wit  toiffenfd^aftlid^en  :Be:§rfä^e  ge^en  aud 
ber  3ufammenfaffung  bed  ^efonbern  ^um  Mgemeinen,  alfo  an^  inbul- 
tibem  3)cnfen  l^erbor.  (Sin  „reine*"  2)en!en,  eine  toiffenfd^aftlid^e 
6pe!uIation  o^ne  empirifd^en  Snl^alt,  eine  ®rlenntnid  ol^ne  ®rfa:§rung 
giebt  ed  nic^t.  (Srft  oenn  auf  inbuf tibem  äBege  allgemeine  Urteile 
gewonnen  finb,  !5nnen  aus  benfetben  anbere  (Srienntniffe  abgeleitet  (be- 
bujiert)  totxhta/'  Über  bie  93ebeutung  ber  Snbultion  für  6d^ule  unb 
SBiffenfd^aft  üerglcid^e  man  ferner  hk  „^f^d^ologie"  bon  Dr.  SBil^. 
(gffer,  ^rof.  ber  ^^ofop^ie  ju  SWünfter,  Seite  806 ff.;  ,,$anbbud^ 
ber  (Srjiel^ung  unb  beS  Unterricht*"  bon  ßel^rein^ßeller,  §  67; 
Dr.  Sd^umann,  „Scl^rbud^  ber  $ftbagogiI",  Seite  143  unb  164. 
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fo  bftrftc  bic  ©d^toicriglcit  bcr  Sctocigfül^rung  in  attgcmcincn 
ßcid^cn  »cfctttlid^  beseitigt  fein. 

II)  Um  bcm  abftraltcn  ©toffc  bcr  attgcmeincn  ÄritJ^mcKf 
eine  anfd^aulicl^e,  lonirete  Untertage  ju  fc^affen,  bie 
aritl^ntetifcl^en  Qayiitx6)tn  in  ein  finnfättigeS  (Setoanb  ju  Heiben, 
finb  in  tiortiegenbem  Sandte  jeiil^nerifil^e  SarfteDungen,  befon- 
berS  geontetrifd^e  Äonftruftionen,  red^t  jal^lreid^  benu|t 
toorben.  Überaß  ba,  too  eiJ  angelet,  fpielt  bie  geometrifd^e 
SSerfinnlic^ung  bei  ber  ©ntoidEelung  ber  Qoijlitgti^t, 
Sl^eorien,  Sel^rfä^e  unb  Dperationöbegriffe  bie  ^anptroüe,  bie 
befannteften  unb  einfac^ften  StauntgebUbe  bilben  ben  Slüggang^s 
unb  SRittelpunft  ber  tl^eoretifd^en  aritl^metifd^en  Selel^rungen. 
S)er  bibaltifc^e  SSSert,  toeld^en  bie  Senu^ung  geometrifd^er  S9e- 
jiel^ungen  in  ber  Slritl^ntetif  unb  Sllgebra  getoäl^rt,  ift  fo  flar 
unb  einleud^tenb,  ba§  eS  eigentlid^  überpffig  ift,  bie§  nod^ 
befonberg  l^eröorjul^eben.  (Sg  fd^eint  inbeS,  ba§  biefeg  toid^- 
tigfte  aJiittel,  ben  abftralten  Snl^alt  ber  Slritl^metil  ju  öer^ 
finnlid^en,  noc^  gar  nic^t  jur  üerbienten  ©eftung  gelangt  ift. 
gür  bie  Senu^ung  geometrijd^er  S)arftettungen  beim  Unterrid^t 
in  ber  Slritl^metif  l^at  fid^  befonberg  ®.  ^audE  in  ber  ^off- 
mann'fd^en  ßri^fd^nft*)  auSgefprod^en.  S)iefer  SKatl^ematiler 
l^ält  bie  geometrifc^e  SSerfinnUd^ung  im  aritl^metifd^en 
Unterrid^t  für  fo  felbftüerftänblid^,  ba§  er  feinem  ©rftaunen 
über  bag  Verlangen  nad^  (Sinfül^rung  biefeS  ©egenftanbeiJ  in 
folgenben  SBorten  Slu^brudE  giebt:  „3(^  für  meine  ^erfon  l^abe 
ben  ©inn  jenes  SSeriangenS  nie  rec^t  begreifen  lönnen,  toeil 
id^  t)on  ber  SSorauSfe^ung  auggel^e,  ba|  ber  matl^ematifc^e 
Unterrid^t  in  ber  ©d^ule  in  ber  rid^tigen  einl^eitlid^en, 
bie  einjelnen  SÜSgipIinen  enge  miteinanber  öer^ 
Inü^jfenben  SBeife  erteilt  toerbe.  3d^  fe^e  öorauS,  ba^ 
im  Unterrid^t  in  ber  Slritl^metif  bie  (Geometrie  beftänbig 
l^erbeigejogen  werbe,  —  nid^t  ettoa,  um  aritl^metifd^e  Dpera= 
tionen  mit  i^rer  ^ilfe  praltifd^  augjufül^ren,  tool^I  aber,  um 

*)  tf'^CL^  Qrctpl^ifd^e  SRed^nen,  feine  (Snttoidelung  feit  @^ulmann 
unb  fein  »crl^ättnis  jur  Schule"  üon  $rof.  @l.  $au(f.  (XII.  Sol^rg., 
©cite  361.) 
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fte  ju  t)eranf^aulicl^en.  9ltd^t  6to^  für  bie  l^öl^ere  äßatl^e- 
matil,  fonbem  aud^  für  bic  tiicbcrc  Äritl^mctil  bilbct  bic  gco- 
mctrifd^c  SSerfttinltd^ung  ctnciJ  bcr  päbagogifd^  wcrtüottftcn 
unb  toirifamftcn  (SrtäuterungSinittct,  infofcm  eben  bic 
©cometric  bag  cinjigc  ©cbict  ift,  totl6)t^  mrfKd^c  Dbjcltc 
batbictct,  bic  burd^ttjeg  bcn  näntüd^cn  JBerhiü|)fungen  unter- 
»orfen  ttjcrben  lötmcit  toie  bie  abftraften  3^^^^^,  alfo  bai^jcnigc 
®cbtet,  tDcId^eS  für  jcbc  fold^e  JBerfnüpfung  ol^ne  Äug^ 
nal^tne  eine  SSeranfd^auUcl^ung  ju  Hefern  imftanbe 
ifL"*)  S)ic  SluSfül^ungcn  ^audg  toaren  bie  SScranlaffung, 
bQ§  bcr  SSerfaffer  biefer  ©d^rift  bie  üon  il^m  feit  Salären  im 
oritl^metifci^cn  Unterrid^t  befolgte  SKetl^obc  unter  bem  Il^cma: 
„SSerfnü^jfung  cinfad^cr?Raumgcbitbe  mit  bcmaUcd^ncn", 
gum  ©egenftanbe  eineiJ  SonfcrenäöortrageS  mad^tc.  S)erfelbc 
erfd^ien  f^Jäter  im  S)rudEe  unb  fanb  an  autoritativer  ©teile 
tool^toottenbe  Sead^tung.  3)ie  jal^Ireid^en  Slnerlennungen  unb 
bie  mel^rfad^  in  ßufd^riften  geäußerten  SBünfc^e,  ben  ©egen^ 
ftanb  auSfül^rlid^  ju  bearbeiten,  reiften  im  Unter jeid^neten  ben 
Sntfd^tuß,  bie  Srod^üre  ju  öortiegenbem  Sel^rbud^  ju  erweitern. 

*)  S)en  9löitäcnbftcn  SBctociS  für  ben  ßtoftcn  S'hi^cn,  bcr  aus  bcr 
'SSerbinbung  bcr  bcibcn  3^^tQC  bcr  9)>lat^cmatil,  Algebra  unb  @cos 
mctrie,  ]^crt)orgcH  liefert  bic  Oefi^iitte  bcr  ^aif^emaixt  ße^tcrc  Icl^rt, 
ha^  bic  toid^tigftcn  Sfort((^ritte  in  bcr  gal^tcnlcl^rc  ftctS  ba  ju  ücrjeid^ncn 
ftnb,  too  man  bicjclbc  mit  bcr  ©comctric  öcrlnü^jftc.  3«  einer 
^ef^rcc^ung  bcS  ©(^riftd^cnS:  ..^crlnüpfung  einfacher  9laumgcbilbc  mit 
bcm  a^lcd^ncn",  fagt  ©üntl^cr:  „3)aft  bicfcr  SBcg,  bic  üblid^c  gormcl- 
auflöfung  fo  ju  fagcn  üon  @(^ritt  ju  ©d^ritt  jcid^ncnb  ju  fontrollicrcn; 
ein  |)äbagogifd^  cm|)fc]^Icndtocrtcr  ift;  bad  mag  fd^on  aud  bcm 
Umftanbc  crl^cEcn,  bag  bic  alten  $lrabcr  (SRo'^ammcb  bcn  äJlufa)  in  ftl^n- 
lieber  äBcifc  bei  jicbcr  ^Icid^ung  jmcitcn  @rabed  ücrful^rcn.  ^ad  l^ifto^ 
rifd^c  Serben  einer  @ad^e  bietet  aber  aud^  ftetd  einen  bibaf- 
tifd^cn  Sfingcrjcig/'  ^uf  bie  ^eranfd^aulid^ung  bcr  ^ritl^mctif  burd^ 
Sflaumgebilbc  legt  ^erbart  üiel  @ctoid§t.  ^ad  ganjc  „^^^  bcr  ^n^ 
fd^auung"  ift  ouS  biefer  (grlenntniS  ertood^fen.  3n  bicfcr  ©d^rift  l^ci^t 
cg:  „S)ic  Strenge  bcr  5BctDcifc  ift  nid^t  für  Änobcn;  —  befto  mcl^r  ift 
für  fie  bie  mannigfaltige  SScrfinnlid^ung  üon  So^teU;  5Brüd§en, 
8fled^nungcn,  ju  benen  bic  ^reiedte  beftänbig  üeranlaffen.  ^iefe  @c- 
legcnl^cit,  bcr  Äritl^mctil  mcl^r  3)eutUd^fcit  ju  Uerfd^affen,  muft, 
fotDcit  es  nur  möglid^  ift,  benufet  »erben." 
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3n  bctnfclbctt  ift  bcr  SScrfud^  burd^gcfü^rt ,  bcr  bibaftijd^ 
burd^auiJ  bercd^ttgtcn  gorbcrung:  SScnu^c  geometrifd^c 
S)arfteItuTtgen  möglid^ft  aui^giebig  int  aritl^metifd^en 
Untertid^t,  Sled^nung  ju  tragen. 

3)cr  JBcrfaffcr  l^at  ftd^  bcftrcbt,  nid^t  bIo|  bic  für  bic 
©d^ülcr  bcfonbcrg  fd^wicrigc  Il^coric  bcr  algcbraifd^cn,  ima- 
ginären unb  fontplcjcn  Qaf^Un  gcontctrijd^  iu  öcrfinnlid^cn, 
fonbern  auc^  bai^  9ted^nen  mit  benfelben  burd^  SBenu^nng 
ber  Geometrie  anfd^anlic^  nnb  leidet  ju  geftatten.  9lud^  glanbt 
er,  bic  Selber  ber  Ärit^mctil  nnb  ätgcbra  befonberg  auf  bic 
Auflösung  eingefleibeter  (Sleid^ungSauf gaben  mit  §ilfe 
geometrischer  SBerfinnlic^ung  (§§  92,  94  unb  112)  aU 
eine  für  bie  ©c^ule  jel^r  empfel^IenStoerte  SKetl^obe  aufmerlfam 
ma^en  ju  foQen. 

III)  (Sine  weitere  (Sigentümlid^Ieit  biejer  ©d^rift  befte^t 
barin,  ba|  bai^  ^ef^i^tliil^e  eine  jiemlic^  ]^ert)orragenbe  SSerüd^ 
fid^tigung  erfal^ren  l^at.  Sei  biefen  l^iftorifc^en  Semerfungen 
finb  SR.  SantorS  „Sorlefungen  über  (Sefc^id^te  ber  äRatl^cs 
matil",  S^ aSieg',  „®efc^ic^te  ber  ©eometrie",  bie  ©d^riften 
©untrer«  unb  ÄlügelS  „SRatl^ematifd^e«  SSSörterbuc^"  benu^t 
toorben.  Auf  ben  SSSert  beg  ©efd^id^tlid^en  beim  mat^e- 
matifd^en  Unterrid^t  näl^er  einjugel^en,  l^alten  toir  nid^t  für 
nötig,  jumal  ba  ©üntl^er  in  ber  ß^itf^^ft  ,/®^mnafium" 
fid^  über  biefen  ©egenftanb  auSgef^jrod^en  l^at.*)  denjenigen 
Seigrem,  welche  in  i^rem  Untenid^t  gcfd^id^tlid^e  83emerfungen 
benufeen,  toirb  eS  l^offentlid^  angenel^m  fein,  l^ier  für  bie  ©d^ule 
brau^bare  ajiitteilungen  pfammengeftettt  ju  finben. 

*)  3«  ^cr  Äbl^onblung:  „Über  bcn  55ilbungdtocrt  ber  matl^cs 
matijd^-naturtoiffenfd^aftUd^ett  gfäd^cr"  u.  f.  f.  ^SDie  Slatur", 
fflx.  44  unb  46)  öu|ert  fic^  (Slüntl^er  fotgenbemta^en:  ;;^ie  gefd^id^tUc^e 
^nttoidelung  jeigt  und  beffer,  toie  jebe  metl^obologifd^e  Überlegung,  toeld^e 
$fobe  —  mitunter  aud^  3hn:tocge  —  ber  ntenfd^Hd^e  Oeift  feit  3^^^- 
l^unberten  bei  ber  ^rlunbung  ber  äBal^rl^eit  gegangen  ift,  unb  ber  l^dd^fte 
SBunfd^  bed  2t^xtx^  mü^te  t§  bei  t)ielen  Sl^eorien  fein,  bad  jugenbUd^e 
(Srfenntnidt)ermögen  in  nuce  biefelben  (Snttoidelungdprojeffe  burd^mad^en 
}U  laffen,  toeld^e  bie  fDlenfc^l^eit  al9  fold^e  in  langen  geiträumen  burd^- 
gemad^t  ^at/' 
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S5ci  bcr  SBcarbeitung  tiefet  ©d^rift  l^atte  ber  SSerfaffer 
in  erfter  fiinie  bag  Sel^rerfeminat  unb  biejenigen  ©d^üler  be8= 
felben  im  Sluge,  toeld^e  nad^  ber  jtoeiten  Prüfung  auf  auto^ 
bibaftifd^em  SSSege  il^re  matl^ematifd^en  Äenntniffe  erweitern 
unb  vertiefen  wotten.  Äu^  biejein  ©runbe  bürfte  bie  SBreite 
unb  gro^e  SluSfül^rüd^Ieit  ber  S)arfteBung  nid^t  bIo§  ent^ 
fd^ulbbar,  fonbem  gerabeju  gered^tfertigt  erfd^einen.  S)aruni 
i[t  u.  a.  bie  ^roportionSlel^re  benu^t  worben,  um  bie  im 
tRed^enunterrid^t  bel^anbelten  bfirgerlid^en  Sled^nungÄarten  nod^- 
mafe  ju  betrad^ten,  bie  betreff enben  ®efe^e  unb  Sted^enregeln 
iiefer  ju  erfaffen  unb  il^re  Stid^tigfeit  allgemein  ju  bemeifen. 

S)ie  Seigre  öon  ben  imaginären  unb  fomplejen  Qa^tn 
gehört  in  bem  gebotenen  Umfange  burd^auS  nid^t  in^  Sel^rer^ 
jeminar,  öielmel^r  ift  eS  auSreic^enb,  toenn  an  bie  Sluflöfung 
ier  quabratifd^en  ©leid^ungen  bag  SSSefentUd^e  über  bie  Söe- 
griffe  biefer  neuen  ß^^^arten  auf  ©runblage  il^rer  geometrifd^en 
^arftellungen  angefd^Ioffen  toirb.  @in  tiefere«  (Sinbringen  in 
t)en  im  fiebenten  Slbfd^nitt  bel^anbelten  ©egenftanb  mu§  bem 
f^jäteren  ^riüatftei^e  ber  3öglinge  überlaffen  bleiben. 

3um  ©d^Iuffe  fü^It  ber  SBerfaffer  fid^  üerpftid^tet,  ber 
t)ere]^rUd^en  SSerlagSl^anblung  für  bie  fd^öne  ÄuSftattung  ber 
©d^rift  feinen  aufrid^tigen  S)anl  abjuftatten. 

Sop^jarb  a.  31^.,  im  3uni  1891. 


SSomort  jur  ^weiten  5tuögabe. 

3n  ber  SBorrebe  jur  erften  Sluggabe  finb  folgenbe  ?ßunfte 
afe  (Sigentümlid^Ieiten  öorüegenben  Sel^rbud^eg  l^erüorgel^oben 
unb  auSfül^rlid^  begrünbet  werben: 

1)  3)er  ftreng  f^ftematifd^e  toiffenfd^aftlid^e  Slufbau  ber 
ßal^Ienlel^re  t)on  ber  natürlid^en  QOif)i  an  bis  jur  allgemeinen 
fom^jlejen  3^^^;  2)  bie  fonfequente  S3efotgung  ber  inbuftiüen 
Sel^rtoeife;  3)  bie  beftänbige  S3enu^ung  eine«  ber  bibaftifd^ 
tDertt)oIIften    unb    toirffamften    ©rtäuterungSmittel,    nämlid^ 
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ber  geontctrifd^en  SBcrfinnüd^ung;  4)  bic  [tctc  fRüdftc^tnal^ntc 
auf  bag  ©efd^id^tlici^e,  auf  ba^  l^iftorifd^e  SSSerbeu  ber 
Ätitl^ntetif.  @8  geteid^t  bem  SScrfaffcr  uub  ber  SSerIagg= 
l^aubluug  jur  befoubern  ©enugtl^uuug,  ba§  in  jal^Ireid^en 
Beurteilungen,  weld^e  beut  SBud^e  juteil  getoorben  finb,  ben 
genannten  (Sefid^tS^junften  ber  üottfte  unb  wärntfte  Söeifall 
gejottt  tt)orben  ift*).  Überl^au^jt  l^at  ba^  SSSerl  fel^r  günftige 
Sef^jred^ungen  feiten^  l^erüorragenber  SKatl^entatiler  unb  ©d^ut 
ntänner  erfal^ren**).  Sogar  jenfeit  beg  DjeanS  l^at  ba^  S3ud^ 
bie  Slufmerffamleit  auf  fid^  l^ingelenlt:  eg  tourbe  in  ntel^reren 


// 


*)  1)  „8eitf(^tiftfütmot]§.Unterrtd^t"üon$offmonn(i.$cft ©.39,1894): 
SBad  bie  @a(^e  felbft  Betrifft,  fo  etfettne  id^  meiiterfeitd  nid^t  allein  an, 
ha^  Sd)üUex  hen  logifd^en  Aufbau  bed  aritl^metifd^en  ^ebäubed  in 
mufterl^aft  tildenlofer  Sßeife  audgefül^rt  l^at,  fonbetn  aud),  ba|  biefer 
©egenjtonb  im  Unterrid^t  mel^r  ofö  feitl^er  betont  tocrben  foHtc."  —  „2iU 
gattj  befonbetd  tool^Igelungen  etfd^eittt  mit  \>xt  @nttDid(eluttg  bed  ga^I- 
begrip  üon  bet  natürlid^en  h\2  ^ux  lompte^en  3^^^*''  SRealfd^ul-Obets 
leistet  @icüet8  in  gfraitfcnbetg  i/@.  —  2)  geitfd^rift  „©^mnafium" 
1.  ^eft  1892:  „%xt  SSorteile  ber  inbultiöen  aJletl^obe,  nomentttd^  beim 
©elbftunterrid^l,  femer  für  $lnfänger  unb  @(^üler  mit  geringer  enttüidSeltem 
2)enlbermögen  finb  gonj  unbeftreitbar."  —  „S^tfd^rift  für  bog  ©^mnafiol- 
»efen",  7/8.  $eft  1892:  „3)a6  fo  e^er  Ätarl^eit  unb  fidlere«  SSerftdnbni» 
erreid^t  toerben  !ann  atö  auf  bebuftioem  SBege,  ift  too^I  leine  Sfrage/' 
$rof.  Dr.  ftaUiug  in  ©erlin.  —  3)  „geüfd^rift  für  bie  öfterrcid^ifd^en 
^^mnofien",  7.  $eft  1893:  „^ie  geometrifd^en  (Erörterungen  beS  SSerfafferS 
finb  fel^r  gelungen  unb  öon  großem  inftruftiöen  SBert."  —  ^er 
„©d^ulfreunb"  l.  §eft  1892:  „@g  ift  ein  unbeftreitbore«  SSerbienft  be^ 
SSerfafferS,  biefe  fjorberung  nid^t  nur  toieber  aufgegriffen,  fonbem  aud^ 
mit  &t\6)id  unb  ßtarl^eit,  ja  fagen  bnr  ed  gleid^,  mit  SReifterfd^aft  burd^^: 
gefül^rt  ju  l^aben."  —  4)  „S)ie  ftete  »erüdfid^tigung  beg  ^iftorifd^en 
Elementes  /  toeld^e  toir  in  t^orliegenbem  SBud^e  finben,  toirb,  toie  oon  ben 
Srad^genoffen  allgemein  anerlannt  toirb,  t)on  hen  ©d^ülern  jeberjeit  mit 
Sntereffe  unb  gfreube  begrült."  $rof.  SBaUentin  in  SBien.  —  „9fHd^t 
minber  toertt^oU  finb  bie  reid^Ud^en  ^gef d^id^tlid^en  ^u^hlide,  bie  im  Ileinen 
eine  ®ntb)idtelung9gefd^id^te  ber  ^ritl^metil  bilben.''  dleaUel^rer  S3e]^ringer 
in  SJ^annl^eim. 

**)  „SBIätter  für  ha§^  ba^erifd^e  ©^mnafialfd^ultoefen":  „S)a8  gan^e 
SdVL6)  mug  atö  ein  im  ooUften  9Rage  feinem  3^^<^^  entfpred^enbed  be- 
^eid^net  toerben.''    $rof.  @onbermaier  in  9Ründ^en. 


SSortoott.  XV 

amerilamjci^ett  ©d^uljeitungen  \tf)i  beifällig  befprod^en*)  unb 
man  l^at  anci)  briefüd^  bem  SScrfaffer  gegenüber  bie  üottfte  Qn^ 
ftimmnng  ju  ber  Slrbeit  befunbet.  9lnr  bie  Sogaritl^men  wntben 
Don  einigen  Slejenfenten  üermi^t,  we^l^alb  biefer  Sluggabe  im 
Slnl^ang  bie  Seigre  t)on  ben  Sogaritl^men  beigegeben  worben  i[t. 
%vi6)  ^oi)t  ©d^nlbel^ötben  unb  ©d^ulbeamte  l^aben  bem 
SSud^e  il^r  SBol^tooIIen  gefd^enft  unb  in  befonberen  SSetfügungen 
bie  ©d^rift  jum  ©tubium  empfol^Ien.  @o  l^at  bag  Aonigliil^e 
^tnHingiaUSil^ttlfoDegittm  gu  (loMen)  burd^  befonbere  Stunb- 
t)erfügung  öom  9.  Sanuar  1892  —  S.C.  19  011  —  an  atte 
Sel^terfeminare  ber  SfH^einproüinj,  bie  S)ireftoren  auf  baS  95ud^ 
aufmerffam  gemad^t.  SBon  ben  Aottigli^eu  ftegierungen  5U 
Ätt^eu**),  tloMenj  unb  Stier  finb  an  bie  ©^uünfpeltoren 
il^rer  Sejirle  eigene  SSerfügungen  ergangen,  in  »eld^en  t)or= 
üegenbe^  SSSerl  jur  Slnfd^affung  für  Sel^rer^  unb  Ärei^bibliotl^elen 
unb  namentlid^  jur  SBorbeteitung  für  bie  SRittelfd^uKel^rer« 
^Prüfung  (in  SWatl^ematil)  empfol^Ien  worben  ift.  S)er  ®to|5 
]|etjogIiil^e  Oüetfil^ttltat  in  AatlStulie  erflärt  in  einer  3^fc^^ft 
(üom  18.  april  1895  SWr.  7315)  an  ben  SSerfaffer,  ba§  er  mit 

*)  „Michigan  School  Moderator",  21.  Slprit  1892;  ,,@inSBcrl 
t)on  fold^er  ^ottrefflid^feit  ift  eine  @l^re  für  ben  ganzen  Sel^rerftanb  unb 
ein  loftbarer  g^toad^^  für  bie  ^ibliotl^e!  eined  ieben,  ber  baS  ©tubium 
ber  matl^cmatifd^en  gdd^er  ergriffen  l^at."  $rof.  Dr.  Smith  on  ber 
©taatö=$RormaIf(^ute  in  gpftlanti  (SDWd^ißan).  —  äferuer  bie  ©d^ulaeitung 
„The  Normal  News",  Stummer  öom  28.  Dftober  1892,  ©cite  28. 

**)  Ä^öniglid^e  a^egierung  Slod^en,  SO.  Sluöuft  1892. 

in  Slod^en.    ü,  4000. 

„^to.  äBo^tgeBoren  mad^en  toir  auf  baS  in  ßei^gig  hti 
5B.  @.  3:eubner  erfd^ienene  Sßerf:  ©d^üUer,  „Slritl^mettf  unb 
Algebra''  l^iermit  aufmer!fam.  2)adfelbe  eignet  ftd^  jur  ^n- 
fd^offung  für  Seigrer*  unb  ftreiSbibUotl^efen  unb  ift  inSbefonberc 
and)  benjienigen  Sel^rern  ju  emt)fe^len,  toeld^e  fid^  in  SRatl^ematif 
für  bie  SJ'Httelfd^unel^rer-^^fung  borbereiten  tooHen." 

ßönigtid^e  9legierung, 

Abteilung  für  ^rd^en^  unb  ©d^uln^efen 

(©ej.)  SeH)oIbt. 

ä]^nlid^  lauten  bie  Be^ügtid^en  Serfügungen  ber  ^5niglid^en  fRegie- 
rungen  p  Soblens  unb  Srier. 


XVI  »ortoort. 

iBcfriebigung  öon  bcm  vorgelegten  ßel^rbud^e  Äenntnii^  ge- 
nommen l^abe  nnb  gern  bereit  fei,  bei  ©elegenl^eit  anf  bagfelbe 
l^injun^eifen.  9e1|eimet  OlersftegientngStiit  8tanbi  im 
ipirett|ifi|nt  AtiltttSminiflerittiit^  SJ^atl^ematiter  t)on  f^ad^, 
l^at  fid^  in  einem  ©einreiben  an  ben  SSerfaffer  üorteill^aft  über 
baÄ  S5nd^  geäußert*).  3)er  belannte  ©d^nlmann  nnb  pöba- 
gogifd^e  @d^riftfteQer  9it%ittnn%U®ifyuhat  Dr.  9anfen  erfreute 
ben  SSerfaffer  ebenfalls  burd^  eine  anerlennenbe  B^^f^^ift**)- 

Sro^  ber  neuen  Beigabe,  bie  Seigre  t)on  ben  Sogaritl^men***) 
entl^altenb,  l^at  bie  üerel^rüd^e  SSerlagSl^anblung  ben  5ßreig  beÄ 
SBud^eg  auf  2,6o  9JH.  erniebrigt,  um  ben  Semenben  bie  An- 
jd^affung  beSfelben  ju  erleid^tem.  S)er  SSerfaffer  ffil^It  ba^ 
SBebürfnig,  ber  SSerlagiJl^anblung  für  biefe  Dpfertt)ittigleit  öffent= 
üä)  feinen  toärmften  S)anl  augjufpred^en. 

©0  geben  benn  SSerleger  unb  SSerfaffer  ber  Hoffnung  ÄuÄ- 
brudt,  ba§  bie  neue  ?lu8gabe.bei  ©d^ulbel^örben  unb  in  ^^d^freifen 
tool^ItooBenbe  Slufnol^me  unb  weite  SSerbreitung  finben  »erbe. 

a5o<)porb  a.W).,  15.  gebruar  1897. 


*)  //3^tc  mix  jugcfanbte  ,,Slritl^mctif  unb  Sllgcbro"  l^at  mtd^ 
berartig  interefftert/  bag  id)  atöbalb  an  ha^  ^urd^Iefen  berfelben  gegangen 
bin.  Ol^ne  bad  ^ud^  ganj  burd^geatbeitet  ^u  l^aben,  barf  16)  fd^on  ie^t 
fagen,  ha^  e^  mir  fel^r  gef&IIt  unb  bag  mir  ber  toiffenfd^aftUd^e  Son 
unb  bie  fad^Iid^e  ©prad^e  befonber^  f^mpatl^ifd^  fmb.  3d^  trage  lein 
SBebenleU;  bad  ^ud§  toarm  ju  entpfel^Ien,  too  id^  nur  (Slelegen^eit  boju 
ftnbe  unb  lann  nur  toünfd^en^  ha^  eS  üon  red^t  üielen  Seigrem  eifrig  be» 
nu^t  tüirb.''    (9)^t  auSbrüdttid^er  (Slenel^migung  5um  ^bbrudS  gebrad^t.) 

**)  //Stt  3^rem  nun  öoUcnbcten  SBcrfc  ^oben  ©ic  ^f^xtn  ©ebanfcn 
mit  ^tarl^eit  unb  gfolgerid^tigleit  burd^gefül^rt.  3)ie  @tunben,  toeld^e 
id^  ber  Arbeit  nad^  Sl^rem  SBud^e  getoibmet  l^abe,  ftnb  mir  nid^t  verloren 
getoefen;  neben  nad^l^altiger  geiftiger  Anregung  l^abe  id^  in  bemfetben  üiet 
l^raltifd^  SSertoertbareS  gefunben.  <Slan5  abgefel^en  üon  bem  ©ebraud^e 
für  ©eminare  unb  l^öl^ere  ©deuten  l^ot  3^r  SBud^  baburd^  einen  SBcrt 
für  boiS  eigene  ©tubium  gewonnen,  ber  i^m  öielfad^e  Slnerfennung 
fidlem  mug." 

***)  SBer  bie  erfte  SluSgabe  befi^t,  erl^ölt  bie  Sogarit^men  öon  ber 
SSerlagd^anblung  für  30  ^  nad^geliefert. 


V. 


<Eim$e  ißetttteilttn^en  tiorlie$tnben  £t\^x1m^ts. 

I.  Seitf^rift  fftr  )iic  dffenei«.  0l|«tittfIeii  1898,  TU.  (^cft: 

3n  biefem  htm  ,,t)erbtenfit)oIIen  gffitberer  ber  matl^etnatifd^en  SBiffetu 
fd^aftcn"  $rof.  Dr.  ©icgmunb  ^lüntficr  gcioibmcten  ©uc^e  90t  ftd^  ber 
$erf.  befttebt;  betn  ©deutet  eine  Üate  (Sinftd^t  in  ben  f^ftentatifdlen  Aufbau 
ber  3<^^^^nle^te  üon  bet  natürlid^en  S^^^  <^n  ^i^  5^^  allgemeinen  Iom< 
ptejen  ä^l^Ifonn  ju  üerfd^offen.  SHefeS  8^^^  ttrnrbe  butd^  bie  ©enufeung 
bei  inbuftiüen  SJcet^obe  einetfeitö  unb  anbetfeitd  burd^  bie  geometrijd^e 
SSerfmnlid^ung  ber  D^jerationen  ber  Slritl^metif  erreicht.  3«  wfter  8c- 
jiel^ung  nmrbe  t)om  ^eifpiele  ausgegangen  unb  an  badjelbe  baS  aQ- 
gemeine  83ud^(tobenrcd^nen  gereil^t.  3n  ben  meiften  SdHen,  bod^  nid^t  in 
aüeu/  tDurbe  ber  ^etoeiiS  eineS  Xl^eoremed  in  allgemeinen  S^^^^  hin- 
zugefügt. Wtit  9led^t  betont  ber  $erf.,  bag  bet  bem  ©ebraud^e  ber 
tnbuftiüen  äRet^obe  bie  allgemeine  ^ritbmeti!  bem  £ernenben  nic^t 
afö  eine  neue  frembartige  SBiffenfd^aft,  fonbem  aU  SSerallgemeinerung 
unb  (Srtoeiterung  ber  im  9led^enunterrid^te  bereite  ertoorbenen  i^enntniffe 
unb  gr^rttgleiten  erfd^eint.  gfür  ben  ©ebraud^  ber  inbuftit^en  Wtetf^ohe  im 
aritl^etif^en  Unterridl^te  l^aben  t)iele  gfad^männer  getoid^tige  äBorte  ge^ 
f))rod^en;  aud^  brängt  M  biefelbe  untoiEfürlid^  bem  Seigrer  felbjt  auf, 
toenn  er  feinen  Unterrid^t  öon  ©rfolg  begleitet  feigen  toill.  5)ie  ^eran« 
jtel^un^  ber  Geometrie  ^ur  (Erläuterung  aritl^meiifd^er  Vor- 
gänge tft  t)on  berartiger,  allgemein  anerlannter  Vebeutung, 
ha^  bcrfeiben  nid^t  toeiter  gebod^t  ju  toerben  brandet.  —  ^ie  ftete  SBe* 
rüdSfic^tigung  beS  l^ijtorifc&en  Elementes,  toeld^e  toir  in  bem 
dortiegenben  SBud^e  finben,  toiro,  toie  \)on  ben  gfad^genoffen  allgemein 
anerfannt  toirb,  üon  ben  ©d^ülem  iebergeit  mit  Sntereffe  nnh  §reube 
begrübt;  gerabe  bie  l^ijtorifd^e  ^arftettung  beS  ^egenftanbeS  bietet  bem 
2^xn  äelegenl^eit,  auf  hxt  SQSege,  toeld^e  ber  menfd^Üd^e  @eift  jur  (Sr^ 
grünbung  einer  äBal^r^eit  burd^mad^en  mu^te,  ben  @d^üler  aufmerffam  ^u 
mad^en  unb  bemfelben  jenes  ©elbftoertrauen  eituufIdBen,  baS  ip  toeiter^tn 
crmutigenb  unb  förbemb  begleiten  fott.  S)aS  Söud^  ift  in  erjter  Sinie  für 
bie  ^Oej^rerfeminarien  t)erfagt.  SSSir  toünfd^eU/  ha^  bort  aUentl^alben 
ber  in  ber  oorliegenben  @d^rift  aui$gebrüd(te  metl^obtfdbe 
SSoroang  eingefd^lagen  merbe,  um  Seigrer  ju  erzielen,  toeld^e 
mit  ^erjtdnbniS  il^ren  ^egenftanb  bel^errfc^en  unb  fällig  finb, 
il^ren  ©d^ülern  bereinft  benlenbe  f^ül^rer  ju  fein,  ^ie  Einlage 
bed  VudpeS  geftattet  aber  gleid^tool^l  bie  SSertoenbung  beSfelben  für  Seigrer 
ber  SRttteffd^uIen,  tt^eld^e  aus  bemfelben  mand^e  toertt^oHe  ^n^ 
regung  empfangen  merben. 

3)ic  geometrifd^en  (Erörterungen  beS  SSerf.  finb  febr  ge« 
Jungen  unb  oon  großem,  inftruftiücn  SBerte;  bieS  tritt  befonberS 
in  ben  Sebrfäfeen  über  ^otenjierung  öon  ©ummen  unb  ^ifferenjcn  bcutlid^ 
jutage.  ^e  SSorbereitung,  toeld^e  \)om  SSerf.  angeftettt  toirb,  um  ben 
®ang  beS  duabrat^  unb  ^bÜtourjelauSjiel^enS  hem  ©d^üler  Ilar  ju 
mad^en,  ift  nid^t  minber  nod^al^menStoert.  —  SBo^I  am  ouSgebe^ntcften 
finb  in  bem  SBud^e  bie  ^leid^ungen  bebanbelt;  ber  ©tubterenbe  erföl^rt  in 
biefem   Äbfd^nitte   mand^c   toertoolle  Slnregungen.     ©efonbereS  ©etoid^t 
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tDUtbe  auf  bie  üerftanbedgemdge  ^uflöfung  ber  eingefleibeten  (SHeid^ungS- 
aufgobcn  gelegt,  toobei  mit  a^lec^t  em^fol^len  toirb,  neben  ber  algebraifd^en 
^el^anblung  aucJ^  bie  arit]^meti((^e  unb  bie  £dfung  mittels  geometri{(|er 
aSerfinnlic^una  burd^pfül^ren.  Slud^  ber  9led^nung  beS  cinfa^en  unb  be8 
boppelten  falfd^en  $ln{a(ed  tourbe  in  mebreren  detf|)ielen  gebadet,  ^ei 
ber  Erörterung  ber  Gleichungen  beS  erften  ^rabed  mit  mel^reren  Unbe!annten 
tourben  bie  ©runbäüge  ber  3)eterminontenlc]6re  üorgefü^rt.  —  9led^t  Ilar 
finb  bie  Sl^eoreme  bon  ben  irrationalen  unb  imagtn&ren 
Sal^len  bargelegt.  —  3)ie  ©eifpiele  finb  burd^toeg  inftrultib 
unb  berart  getoäl^lt,  bag  fie  bem  ^toede,  bie  ^l^eorie  0U  er- 
läutern, üollfommen  entfi^red^en. 

3)ie  „(grgdnjungen  unb  Slnmerfungen  jur  Slritl^metil  unb  Sllgebra" 
entl^alten  mertüoue  fad^lid^e  unb  l^iftorifd^e  Semerlungen.  @omit  fei  bai^ 
^nq  aUen  jenen  tmp^of^lm,  toel^e  fid^  mit  ber  9)>^etl^obiI  beS  alge^ 
braifd^en  Unterri^teS  vertraut  mad^en  tooEen. 

äBien.  $rof.  3.  0.  SBtffentiii. 


IL  3eitfi|rift  ,,0l|«tttt{iiiiit''  1892,  9tt.  1. 

SHefelbe  S^enbenj  einer  fj^ftematifd^en  ^arftellung  beS  ße^r- 
ftoff  eS  öerfolgt  auä^  baS  öorliegenbc  SBerl,  aber  mit  bem  d^arafterijtifd^en 
Unterfd^iebe,  hai^  eS  bie  inbultiüe  2Steti^oht  als  @runb|)rin5i:p  in 
ben  SSorbergrunb  ftellt  unb  bie  bem  ©d^üler  jugänglit^en  |)ilfs  = 
mittel  ber  Seranfd^auUd^ung,  namentlid^  fon^eit  fie  t)on  ber  &eo' 
metrie  geliefert  toerben,  in  einem  Umfange  üertoenbet,  toie  tool^l  lein 
anbereS  ]^ebrbud^.  ^ie  ungemein  forgfälttge^  umfid^tige  unb  :|)öbagogif(^ 
tDdf)l  burd^bac^te  ^urd^arbeitung  beS  @toffeS  jeigt  rec^t  beutlid^  ben  ^or- 
f))rung;  toeld^en  gerabe  auf  biefem  elementaren  Gebiete  ber  für  feinen 
fpeäietten  Sel^rberuf  tl^eoretifd^  unb  ^iraftifc^  öorgebilbete  ©eminarle^rer 
dor  uns  anberen  $lutoren  l^at,  bie  erjt  burd^  eine  an  Bel^rgelb  nid^t  billige 
@d^ulprajriS  bal^inter  ^u  !ommen  p^tQtn,  mie  eS  im  ^oi^fe  beS  Anfängers 
ouSfiel^t.  —  3)ie  SSorteilc  ber  inbuftiüen  SWetl^obe,  namentlid^  beim  ©elbfts 
untemd^t,  ferner  für  tttnfdnger  unb  ©d^üler  mit  geringer  enttoideltem 
2)enlt)ermögen,  toie  fie  naturgemäß  überaE,  üorjügli^  aber  an  ben  nid^t- 
lateinifd^en  ©d^ulen  öorlommen,  finb  ganj  unbeftreitbar.  Unb  ber  lang* 
famere  Sortfd^ritt,  ber  mit  biefer  9Jlet|obe  üerbunben  ift,  toirb  burd^  bie 
beffere  Söefeftigung  beS  Gelernten  toett  gemad^t.  Übrigens  jeigt  ber  Slbs 
fd^nitt  über  2)eterminanten,  toeld^en  9cu(en  aud^  bie  bem  (Slementar- 
Unterrtd^te  femliegenben  Gebiete  auS  ber  inbuftiüen  3Ret^obe  gießen  Idnnen. 

SHUe  ber  Serfaffer  übrigens  aEeS  getl^an  l^at,  um  baS  3[nteref(e  an  bem 
Gegenftanb  ju  beleben,  fo  ift  l^ierfür  aud^  burd^  gal^lreid^e  ^iftorifd^e 
^emerfungen  geforgt,  toeld^e  bermöge  ber  breiten  Anlage  beS  ^erfeS 
ftd^  nirgenbs  l^erüorbrängen.  (Sntfpred^enb  ber  nä^ftliegenben  SBeftimmung 
beS  SBud^eS  für  @eminare  finb  Logarithmen,  IReil^en  unb  anbere  Gegen^ 
Mnbe  beS  !ßrima|)enfumS  l^öl^erer  @d^ulen  nid^t  aufgenommen,  ^ie 
^e^anblungStoeife  ber  übrigen  Gegenftänbe  ift  aber  an  fid^  fdbon  intern: 
effant  unb  teiltoeife  neu  genug,  um  ourfi  ben  Sebrem  biefer  le|teren 
@(i^ulen baS ^ud^  an gelegentlid^ft gu  em))f eitlen,  ^er tßreis  beS äBerleS 
ift  im  SBergleidJ  mit  Umfang  unb  SluSftottung  au|erorbentlid^  niebrig  geftettt. 

$agen  in  SBeftfoIen. 

$rof.  Dr.  fß.  e^Iegel^ 

3Rat]^emati!er  an  ber  ^gl.  ^rob.-Getoerbefd^ule. 
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ni. ,,  (Scittrtl'Drs  tu  fir  tit  3tttereffctt  M  ft  etlf^nltoef  ruft'',  1892, 6.  f^eft* 

,,^te  geometrifd^e  Betftnnlid^ung  aritl^metifd^et  D:|)erationen  ift  xtä^t 
f^ftematifd^  burdbaefül^rt/  unb  üerleil^t  bem  2t^xhu(!^e  einen 
unbejtreitbaren  ^orjug  t)or  mand^  anberem  audfül^rlid^en 
£el^tbu(^e  ber  ^ritl^metil.  Sine  xtqt  pbfd^e  SSetmenbung  finbet 
bie  geometrifd&e  SSctfinnlid^un^  5.  83.  bei  ber  Äuflöfung  eingelleibeter  Sluf= 
gaben  burd^  ^letd^unoen.  She  ^leid^ungen  erften  ©rabed  mit  gtoei  Un- 
belannten  geben  bem  %er{affer  Beranlaffung,  bie  ©leid^ung  einer  ©eraben 
begrifftid^  p  erllören  unb  in  ben  $au|)tformen  geometrifd^  5U  beuten, 
^ie  Sleid^ung  ber  ^eiSlinie  in  ber  einfad^ften  Sform  ift  bidlutiert,  unb 
bie  ©Icid^ungcn  für  (£lli^|e,  $orabel  unb  ^t^ptthti  finb  angegeben.  — 
(Sine  britte  (Sigentümti^feit  bed  ßel^rbuc^ed  beftel^t  barin,  bag  bad  (Bt- 
fd^id^tlid^e  eine  ^iemlid^  l^erüorragenbe  BerüdSfid^tigung  erfal^ren  l^at. 

@inb  nun  aud^  in  btefer  @(|rift  nid^t  fo  burd^aud  neue  (Sleftd^ti?» 
tiunftt  oufgeftettt,  fo  lann  ber  ^erfoffer  bod^  baS  SSerbienft  für  ftd^  in 
fin^pind)  nel^men,  biefelben  möglid^ft  ftreng  unb  üollftönbig  burd^- 
geführt  5U  j^aben.  Überatt  jeigt  fid^  eine  groge  Sorgfalt  üerbunben 
mit  einer  getoiffen  ©d^ajfcniSfreuoigfeit,  toetd^e  auf  ben  Sejer  jurüdtmirlen. 
Sin  ©eminaren  unb  beim  ©elbftunterrid^t  toirb  bie  ©d^nft  gute  ^ienfte 
leiften." 

Bertin.  $rof.  ff.  Wüi^tU 


IT*  #ftlll0ciiteittc  ^entf^e  ee(irer}cittttt0'%  1892,  9tt.  1. 

„^m  allgemeinen  ift  jum  Sobe  bed  äBerIed  J^erborjul^ebeU;  ba^  ber 
Berfaffer  miffenfd^aftlid^e  tonblid^Ieit  mit  bibaftifd^er  ©etoanbti^eit  %u 
t)erbtuben  üerftel^t.  Sm  einzelnen  toirb  bie^  eneic^t  burd^  brei  ^ilfd« 
mittel :  1)  burd^  Benu^ung  ber  inbuftü)en  äJletl^obe,  2)  burd^  ^eranjiel^en 
ber  Geometrie  5U  grapl^if^en  ^arfteUungen  (54  f^guren),  3)  burd^  aus- 
giebige Bertoertung  gefd^id^tUd^en  SJ^ateriafö.  $ie  ^mei  erften  $unlte 
crfütten  bie  gorberung  ber  Slnfd^aulic^feit  im  Unterrid^t,  ber  britte 
bient  }ur  Erregung  beS  Sntereffed.  ^er  mati^ematifd^e  ^ang  ber 
@d^ft  5eigt  un^  bie  (Srtoeiterung  bed  3<t^^begriffd;  immer  ableitenb  auS 
ben  befannten  geometrifd^en  ^arfteEungen.  %abei  ift  ju  bead^ten,  toie 
gefd^idft  bie  einzelne  Sigur  bie  folgenben  borbereitet,  äobenb  gu  ertoöl^nen 
tft  nod^  bad  auSfül^rlid^e  Snl^altdt^er^eid^nid,  ber  fnappt,  aber  überfid^tlid^e 
WtMblid,  bad  SSertoeifen  ber  (Srgdnjungen  in  einen  befonbern  ^n^ng, 
fomie  bad  alpl^abetifd^e  (Bat!^-  unb  ^lamenSüer^eid^nid.  iSlngefid^tS  ber 
bielen  Borjüge  beS  ^nd^t^  fd^eint  ed  Heintid^;  auf  einzelne  $un!te  unter- 
georbneter  Art,  in  htntn  9lef.  anbercr  Slnfid^t  ift  afö  ber  Berfaffer,  auSs 
füj^rlid^  einjugel^en.  @onad^  fann  bie  ©d^rift  fotoo^I  Aum  ©elb^ftubium 
toie  atö  £e]§rbud^  unb  gur  S(ufna^me  in  ©d^ülerbtbliotl^efen  beftend 
entpfol^len  toerben/' 

Bresben.  @eminar::0berle]^rer  ^.  ^rcfiler. 
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1)  Segriff  ttitb  CHnteilttitg  bet  Slat^eittat».  2)ie  äRat^e^ 
matil  ift  bicjicmgc  SQäiffcnfd^aft,  tocld^c  ftd^  mit  bcn  ©röfecti  unb 
jtoar  mit  bcn  Sigcnfd^aftcn  unb  bcr  SScrglcid^ung  bcrfclbcn 
bejd^äftigt  ®cr  ÄuSbrud  ,,®rö6c"  bcäcid^nct  urf^jrünglid^  bic 
®igenfci^aft  cincS  ©ingcg,  öcrmögc  toü6)tx  ba^fclbc  öcrmc^rt 
ober  öcrmittbcrt  tt)crbcn  fann.  ffletrad^tct  man  nur  bicfc 
Sigcnfd^aft  eincg  ©ingcg,  fo  nennt  man  aud^  ba^  ®ing 
felbft  eine  ©röfee. 

SlHe  ©röfeen  l^aben  bie  Sigcnfd^aft,  bafe  fie  au8  Seilen 
bcftel^en.  Rängen  Ic|tere  ununtcrbrod^en  mit  einanber  iufammcn, 
fo  bafe  fie  ein  einjigeg  ©anjeg  bilben,  fo  nennt  man  bie  ®rö&e 
eine  ftetige,  j.  83.  bie  Qtii,  bie  2inie,  bie  %llxö)t,  ber  Äörper. 
S)ie  Seit  fd^reitet  lüdenlog  fort  unb  ba^  @nbe  eineg  ß^itt^i^^^^^ 
fann  aU  Slnfang  beg  folgenben  aufgefaßt  njerben.  ©bcnfo  fann 
man  fid^  j|ebe  ßinie  aug  fteinen  Xeitd^en  jufammengefefet  öor* 
fteHen,  \o  ba^  ber  ©nbpunft  beg  einen  jugleid^  ber  Änfangg- 
punft  beg  folgenben  Seitd^enS  ift.  Slud^  bie  fleinften  Xeitd^en 
ftetigcr  ®rö&en  tragen  ben  9iamen  beg  ©anjen.  —  @inb  bie 
Steile,  aug  benen  eine  ®rö^e  befielt,  getrennt,  fo  ba^  jeber  Seit 
für  fid^  ein  ®anjeg  ift,  fo  l^eifet  bie  ®rö^e  eine  getrennte 
(unftetige).  3^  festeren  gehören  j.  83.  ein  2)u|enb  Äpfel,  ein 
viertel  @ier,  fünf  Srbteile.  —  ÄHe  ©röfeen  ^aben  bie  Sigen^^ 
fd^aft,  ba^  fie  gemeffen  njerben  fönnen.  ßum  SReffen  ift  ein 
2Ra§  erforberlid^,  ba§  aU  äßa^ein^eit  anjufel^en  ift.  Sllg  ®runb= 
gefe|  gilt:  Sine  ®rö§e  fann  nur  mit  einer  il^r  gleid^* 
artigen  öerglid^en  unb  gemeffen  »erben.  @o  fann  man 
j.  83.  Sinien  nur  burd^  2inien  (2ängenma&)  meffen.    Site  ^Ra^^ 

B^ülUx,  «rit^meür.  \ 


2  Sinlettung. 

cin^eit  junt  aRcffcn  eincg  ^örpcrg  bicnt  ein  ^örpcrmaB  (SSJürfcI), 
uttb  bag  SBittfetmafe  mu&  ein  SSSinfel  fein.  —  2)cr  ©intctiung 
bcr  ©röfecn  in  ftctigc  unb  getrennte  entfpred^enb  jerfäßt  bie 
2Ratt)ematiI  ober  ©rö^enle^re  in  jttjei  §auptteile,  nämüd^  in 
bie  SRanmgrö^enlelire  ober  ©eometrie  unb  in  bie  3^^^^^^- 
te^re  ober  Slrittimetif. 

2)  Segriff  ber  Krit^metil.  3^^^^^!^^^^  ^^^6  ^^^  ^^^  ^^^^^ 
&xk6)tn  jene  tl^eoretifd^e  SSSiffenf d^af t ,  beren  ©egenftanb  bie 
3a^I  an  unb  für  fid^,  j.  S3.  bie  ©inteilung  ber  3^^^^^  ^^^ 
ifyctn  befonbern  ©igenfcl^aften  unb  ©igentümUd^Ieiten  njar,  im 
©egenfafe  jur  Äogiftif,  worunter  man  bie  praltifd^e  SRed^en^ 
fünft  ober  bie  Slnleitung  baju  öerftanb.  ®ie  Slrit^metif  ber 
©ried^en  bitbet  bie  ©runblage  ber  l^eutigen  ,,  3^^^^^*^^^^^^  "^ 
einer  2)igciplin,  njeld^e  ber  neueften  3^^*  angel^ört.  2)ie  alten 
Slraber  bejeid^neten  bie  Slrit^metif  ber  ®ried^en  mit  bem  Flamen 
„fpelulatiüe  Slritl^metif",  wäl^renb  fie  bie  eigenttid^e  SRed^enlunft, 
bie  Sogiftü,  „praftifd^e  Slritl^metif"  nannten.  Se^t  öerftel^t  man 
unter  ^[ritl^metil  gettjö^nttd^  ba§  SRed^nen  fonjof)!  mit  beftimmten 
als  mit  allgemeinen  3^^^^^/  ^^^  Sud^ftabenred^nung.  2)ie 
3at)lenle]^re  |at  bie  Slufgabe,  ben  3ö^ti^griff  Mar  unb  beutlid^ 
ju  bitben  unb  bie  ©efe^e  ju  lehren,  nad^  n^eld^en  bie  3^^!^^ 
mit  einanber  öerfnüpft  werben  muffen. 

3)  Segriff  ber  naturli^en  ga^l.  Seben  einjelnen  ©egen- 
ftanb  einer  bestimmten  Slrt  nennen  wir  eine  ©inl^eit.  ®en 
JBegriff  ber  @inl|eit,  bag  einmalige  9SorI|anbenfein  einer  ©röfee, 
bejeid^nen  wir  mit  bem  SSSorte  ,,eing".  ®ie  ©inS  bilbet  bie 
©runblage  ber  3^^^^^  ^^^  fi^  ift  f^^ft  ^i^  ^^ft^  ^^^^  urfprüng^ 
lid^e  aus  ber  unmittelbaren  Slnfd^auung  hervorgegangene  3^^^  *) 
2)en  ©egenfafe  jur  ©in^eit  bilbet  bie  äJJe^rl^eit,  bie  SSietl^eit.. 
3Ban  öerfte^t  barunter  eine  äßenge  gleid^artiger  2)inge,  b.  % 
ben  Snbegriff  öon  getrennten  ©rö^en,  beren  Sßerfd^iebenl^eiten 
jebod^  nid^t  inbetrad^t  lommen.  2)urd^  SSergleid^ung  ber  Siel- 
l^eiten  mit  ber  ®in8  entftel^en  bie  übrigen  natürlid^en  3^^!^^- 

♦)  Sei  ben  Slltcn  l^ot  fid^  mcl^rere  Sal^r^unbertc  bcr  @a^  überliefert, 
ha^  bie  (Sind  Urf^rung  unb  Anfang  aller  gal^Ien  aber  nic^t 
felbft  8a^I  fei. 


(Einleitung.  3 

©obatb  toir  eine  SSiet^eit  —  biefelbe  tft  an  unb  für  fid^  feine 
3al|t  —  burd^  bie  Sing  meffen,  bie  SBiell^eit  aU  SBieber^oIung 
ber  Sing  beftimmt  auffaffen,  gel^t  erftere  in  ben  ©l^arafter  ber 
ßal^t  über.  2)ie  3^^^^  f^nn  bal^er  furj  aU  eine  beftimmte 
-SBiell^eit  befiniert  werben.  S)ie  SSergleid^ung  ber  SSiel^eiten 
mit  ber  Qaf)i  ein^,  bie  9SerftanbeStf)ätigfeit  ber  SSSieber^oIung 
öon  gleid^artigen  ©in^eiten,  bei  totl6)tx  nnr  ba^  getrennte 
SSorfianbenfein  öon  fingen  begrifflid^  erfaßt  unb  fprad^Iid^ 
bejeid^net  njirb,  Iiei^t  3ä^Ien.*)  Wlan  lann  bal^er  aud^  jagen: 
aug  ber  urjprüngüd^en  3ö^t  ein^  bitben  wir  burd^  wieber^olteg 
^injufügen  ber  ®inS  unb  ^Bereinigung  biefer  erl^altenen  6in= 
l^eiten  jpt  einem  Segriffe  bie  übrigen  3^^^^^^  ^^^  natürlid^en 
3a^Ienrei^e.  Sediere  befielet  alfo  aug  ber  3(i^I  ^itig  unb  SSiel- 
fad^en.  berfelben.  ©iejeg  3^^^^^  toeld^eg  im  S3er!nüpfen  öon 
©in^eiten  befielet,  l^ei^t  Slufroärt^jälilen.  2)en  ©egenfafe  ju 
Ie|terem  bübet  ba§  2lbn)ärt§jäf)Ien,  weld^eg  afe  eine  Trennung 
üerbunbener  ©inl^eiten  aufjufajfen  ift. 

4)  Qaijiltoititt.  2)ie  Flamen  für  bie  Sing  unb  bie  burd^ 
3ä]^Ien  gebilbeten  neuen  3^^^^^  nennen  wir  Qaf){tüöxUx, 
SEBürbe  man  beim  ^mitn  öon  Singen  jebeg  @tüdE  burd^  „einS" 
bejeid^nen,  fo  entftänben  bie  natürlid^en  Qo^lxo'ixttx:  einS;  ein^- 
einS;  ein§-ein§=einS,  u.  f.  w.  Statt  biefer  SSejeid^nungen  I|at 
bie  ©prad^e  öiel  lürjere  Flamen  gefd^affen,  ftatt  ein^-ein^  fagt 
man  furj  jwei  u.  f.  f.  6g  genügt  nid^t,  ba|  ber  SRed^ner  bie 
SRamen  für  bie  3(it)Ien  fennt,  fonbern  er  mu^  mit  ben  3^^^== 
Wörtern  bie  richtige  SSorfteöung  afö  Summe  ber  entfpred^enben 
©inl^eiten  öerbinben  unb  il^re  natürüd^e  ^Reihenfolge  angeben 
lönnen.  @o  ^at  j.  S.  bie  Hare  Äuffaffung  ber  Qai)l  je^n  bie 
gewonnenen  Segriffe  ber  öor^ergel^enben  3^^^^^  h^^  9Soraug:= 
fe|ung. 

5)  Einteilung  ber  8^^^n.  SWan  unterfd^eibet  fonirete, 
benannte  unb  abftralte,  unbenannte  3^^^^^^  i^  nad^bem  fie  mit 

*)  %a^  S^W^  uur  ald  ha^  betougte  S^f^i^^enfaffen  beftimmtet 
(Sin^eltoefen  aufgefaßt,  bilbet,  mie  jd^atffinnig  l^ert^orgel^oben  n)Otben  ift, 
leine  menf^Uc^e  (Sigentümlic^Ieit;  and)  %xtxt  jöl^Ien  il^re  jungen. 

($an!el,  (Kantor.) 
1* 


4  (Einleitung. 

ober  ol^nc  fflcttcnnung  erfd^eincn.  25  SWarf,  6  3a^rc,  30  SRcter 
finb  fonfrcte,  1,  5,  9  finb  abftrafte  Qa\)Un.  Sine  3^^^  ^^^^ 
entocbcr  aU  eine  bcftimmte  ober  alg  3^^^  überl^aupt 
gebadet.  3m  crften  gaHe  fönnen  toir  ung  bie  burd^  bie  QafjH 
bcjei^netcn  Sin^eiten  öorfteHen,  im  anbem  gaße  fommt  bie 
SRenge  ber  Sinl^eiten  nid^t  inbetrad^t.  Sebe  Qa^,  t)on  beren 
äWeitge  il^rer  @inl|eiten  man  abfiel|t,  jonbem  bie  nur  aU  Qai/l 
über^au^Jt  aufgefaßt  unb  gebadet  tnirb,  l^ei^t  eine  allgemeine 
3a]^I.  ßefetere  fann,  ba  bie  äJJenge  ber  ©in^eiten  nid^t  beftimmt 
ift/  V^^  3ö^i  bejeid^nen. 

6)  Sa^lUitlifynnni^  S^^litii^tn.  Sßenn  man  gleid^artige 
Singe,  j.  83.  ©täbd^en,  Äugeln,  Säume  jä^It  unb  für  jebeS 
abgejä^Ite  @tüdE  einen  ©trid^  ober  5ßunlt  mad^t,  fo  entfte^en 
natürüd^e  3ö^lenbilber,  j.  83. 

*)  •   :   '.*   : :   :•:  i  ii  m  im 

b)     I 1         I 1 1        I 1 1 1  • 

12  3 

©teilen  tt)ir  (fie^e  unter  b)  bie  3^^^  ^^^^  i>^^^  ^^^ 
beftimmte  ©tredfe  (Sängenein^eit)  bar,  fo  öerfinnlid^t  bie  bop|)eIt 
fo  grofee  ©tredfe  bie  3^^!  itoei,  bie  breifac^e  2änge  bie  ^a^^l 
brei  u.  f.  tt).*)  2)iefe  natürlid^en  3ö^liili>^^  fteßen  fämttid^e 
©in^eiten  ber  burd^  fie  bejeid^neten  3^^!  finnUd^  bar  unb  ^aben 


*)  3)te  S'icigung  jur  geometrtf^en  SSerlinnlid^ung  ber  ob« 
fttalten  gai^len  unb  beren  ^erbtnbungen  n^ar  eine  @igentümUd^!ett 

ber  alten  ^rted^en.  ^aä)  bem  Seugnif[e  ^l^eon^bon 
©m^rna,  ber  im  2.  gal^rl^unbert  n.  ©l^r.  lebte,  l^aben 
bie  $Qt]^agoräer  bie  natürlid^e  3ci^tenrei:^e  burd^  fünfte 
öeranic^auUd^t,  bie  in  gleid^en  Äbftänben  teil^cntoei|e 

untereinanber  gefegt  tourben.     2)a   biefe   natürlichen 

3<^^^enbilber  bie  gform   eines  2)reie(fg   bilbeten,   fo 

nannte   man   bie   @umttle    ber   aufeinanberfolgenben 
nati^rlic^en  Saluten  Don  1  bis  ^u  einem  beliebig  getoäl^Iten  ©ubgliebe,  alfo 

1  +  2  +  3  +  4  +  6+..  .  +  t.-  ^(?  +  ^)^ 

^reiedSjal^l. 


^ 


(Einleitung.  5 

atfo  einen  anjd^autid^en  Sn^alt.  Unfere  gebräud^Ud^en  Qa\)U 
geid^en  finb  bie  3iffern  0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9.  ®iefe 
ftnb  toiniürlid^e  3^^^^  fö^  ^^^  ä^^^^^\  ^^^  fönnte  jebe 
3al^t  ftatt  burd^  S^ifitxn  aud^  mittete  anbetet  3^^^^^  i>öt* 
[teilen.  ®ie  öetfd^iebenen  ÄuItutööHet  auS  öetjd^iebenen  3citctt 
Ratten  oud^  öetfd^iebene  3öt)Iäeid^en.  Unfete  mobetnen  3iff^^tt 
finb  an^  ben  3^^^^  ^^^  SBeftatabet  unb  jttjat  ben  jogenannten 
©ubats  obet  ©taubjiffetn  tiettjotgegangen,  beten  ©tfinbung  ben 
Snbetn  jugefd^tieben  tt)itb.  Die  SluH  ift  baS  Qd6)m  füt  bag 
9lid^tt)0t{)anbenfein  einet  Sinl^eit  nnb  bejeid^net  ballet  feine 
natütlid^e  Qa^.  Site  3(i^tj^^cn  tt^itb  bie  JRnU  injofetn  mit 
SRed^t  aufgefaßt,  ate  fie  jut  2)atfteQnng  ber  3^^^^^  ^i^^  ^^t- 
betirt  toetben  lann,  j.  35.  in  10,  108,  200  u.  f.  xo.  2)ie  inbifd^* 
arabijd^en  3iff^^tt  bienen  jnt  S3ejeid&nnng  beftimmtet  Qai)Un. 
Site  bie  Sltittimetif  fid^  öetöolHommnete,  fteDte  fid^  baS 
aSebürfttiS  jnt  ©infül^tung  nenet  3öl|tieid^en  ein.  Seit  bem 
SSotgange  be^Sotbanng  JRemotatiug  (im  IS.Sa^t^.)  bebient  man 
fid^  and^  bet  SSnd^ftaben  ate  3öt|tjeid^en.  2)ie  ©infül^tung  bet 
Snd^ftaben  ate  3ö^läcid^cn  ettt)ieg  fid^  fd^on  an§  bem  ®tunbe 
als  jmedfmä^ig,  weil  fie  beteitS  befannte  3^^^^^  toaten.  3ö^len 
im  allgemeinen  ober  atigemeine  3^^^^^  toetben  butd^  bie  fleinen 
unb  bie  gtofeen  SSud^ftaben  beS  lateinifd^en  Sllpliabetg  bejeid^net. 
3eber  Sud^ftabe  lann  jebe  beftimmte  3(i^l  batfteHen,  bie  SSud^- 
ftaben  l^ei^en  beS^alb  allgemeine  3ö^^ä^^^^-  ®i^  S33a^l 
bet  Sud^ftaben  ift  jttjat  gleid^giltig,  bod^  befielt  bet  ßJebtaud^, 
belannte  Qaf^Un  butd^  bie  SlnfangSbud^ftaben  a,  6,  c  n.  f.  xo., 
unbelannte  obet  gefud^te  ®rö^en  mit  btn  legten  Sud^ftaben 
^/  Vf  ^  i^  bejeid^nen.  SSetfd^iebene  fflud^ftaben  bejeid^nen  im 
allgemeinen  öerfd^iebene  3^^^^^/  f^^  fönnen  jebod^  aud^  biefelbe 
3a]^t  auSbrüdfen.  Dagegen  öettritt  ein  Sud^ftabe  in  einem  unb 
bemfelben  SRed^enbeifpiele  ftetS  nur  einen  beftimmten  3^^^^^' 
toert.  3n  ber  Slufgabe  a?  +  4  =  10  üetttitt  ba§  Qtxä)tn  x 
bie  3a^t  6;  in  bem  a3eif|)iele  a;  —  12  =  8  ben  SBett  20, 
obgleid^  eg  übet]^au|)t  jebe  3^^!  bejeid^nen  fann.  SBitb  ein 
aSud^ftabe  tt)iebert|olt  gefegt,  fo  bejeic^net  er  ftetS  biefelbe  Qa% 
j.  85.  in  ber  Slufgabe  a?  +  a;  +  a;  +  6  =  30  btttdft  baS  3a^t 
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icid^en  x  jcbcSmal  bic  3öt|I  8  au8.  —  2)cr  Äürje  falber  nennt 
man  bie  beftintmtcn  unb  aUgcntcincn  öo^tjcid^en  aud^  n'^^\xxi*\ 
man  fprid^t  jd^lcd^tttjcg  öon  ber  3^^!  ^/  cxnftatt  ju  fagcn:  „bie 
3a^I,  tt)cld^c  burd^  jenen  Snd^ftaben  bejeid^net  »erben  foll." 

7)  2)elabifd|e9  ga^Ienf^flem.  @o  \m  jur  S)arfteIIung 
ber  3ö^t^^  ^i^^  ^i^  ^^^^^^  f^  ^ätte  man  aud^  jnr  Seieic^nung 
nod^  öieler  anberer  3^^^^^  bejonbere  3^^^^^  erfinben  lönnen. 
Slßein  eg  liegt  auf  ber  §anb,  bafe  e^  aud^  bie  j|d^ö|)ferifd^fte 
menfd^Iid^e  Sinbilbunggfraft  unb  ba8  öorjüglid^fte  ©ebfid^tnig 
überfteigt,  für  jcbe  3^t)I  ein  befonbereg  3^i^^^  ä^  erfinnen 
unb  biefe  unjä^Iigen  3^^^^^  aufsufaffen  unb  feft  ju  galten. 
2)ie  ^öd^ft  finnreic^e  unb  großartige  Srfinbung,  mit  jel^n  ein^ 
fad^en  3^^^^  oHe  3^^^^^  barjufteDen,  ttjirb  öon  ben  Arabern 
ben  ®ete^rten  Snbieng  jugefd^rieben.*)  3ebeg  ber  jel^n  3^^^^- 
jeid^en  beutet  an  unb  für  fid^  eine  beftimmte  Änja^t  ©inl^eiten 
an,  bieg  ift  ber  9ienntt)crt  ber  3iff^^-  ®^i  8^^^=  ^^^  ^^^^* 
ftettigen  3^^^^^  unterfd^eibet  man  „Drbnungen".  2)ie  niebrigfte 
Drbnung  ber  ,,@iner"  fann  1  big  9  ©inl^eiten  entl^alten.  3^^« 
(Siner  faßt  man  alg  eine  neue  ©inlieit  auf  unb  nennt  fie  jur 
Unterfd^eibung  öon  ben  ©inern  einen  3^^^^^-  SBeiter  n^erben 
10  Sin'^eiten  biejer  (jtüeitcn)  Drbnung  als  ©in^eit  einer  l^öl^eren 
Drbnung  unter  bem  Flamen  „ein  §unberter"  juf ammengefaßt. 
S)urd^  3iifömmenfaffen  öon  10  ©in'^eiten  ber  Drbnung  „§un- 
berter"  in  eine  neue  ©inl^eit  bilbet  man  bie  SRangorbnung  ber 


*)  3)ie  ©xfinbung  ber  ^ofitionS  *  ^Ixitl^metif  gel^ört  ju  ben  gtoj' 
artigften  Seiftungen  bc8  menfd^Ud^en  %z\^tl,  %\t  größten  SDi^änner,  tote 
Seibnij,  SRetoton  unb  Sa  ?ß(oce;  l^aben  il^xer  SSertounbexung  über  baS 
befabifc^e  gal^lenf^ftem  ?lu3bru(f  gegeben.  @o  fagt  Sa  Poce:  ,,3)ex 
^eban!e,  alle  Quantitäten  burd^  jel^n  geid^en  au^^ubrücfen,  inbent  ntan 
il^nen  juglcid^  einen  abfoluten  unb  einen  ©teflentoert  giebt,  ift  jo  einfa^, 
\i(k^  man  eben  beSl^alb  nid^t  genug  anextennt,  föelc^e  iBetounberung  er 
Derbient.  ^ber  eben  biefe  (Sinfad^l^eit  unb  bie  Set^tigleit,  tnel^e  bie 
SKetl^obc  bem  iRed^ner  getoäl^rt,  ergeben  \i<yl  oriti^metijc^e  ©Aftern  ber 
Snbier  in  ben  9fiang  ber  nü^Iid^ften  ©rfinbungen.  SBic  fc^toer  e3  ober 
mar,  eine  fold^e  SJletl^obe  aufjuftnben,  !ann  man  barauS  entnel^men,  bag 
fie  bem  ©enie  be^  ^rd^imebei^  unb  bed  ^{)olIoniud  Don  $ergae,  ^n^ei  ber 
größten  ©eifter  beg  Slltertl^umS,  entgangen  toar." 
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„Xaujenber".  Überhaupt  fa^t  man  burd^gättgig  10  Sittl^citcn 
irgenb  einet  Drbnung  ote  Sin^eit  einer  näd^ft  polieren  äujantmen. 
2cbe  Drbnung  lann  1  big  9  ©inl^eiten  entl^alten.  2)ie  8iang* 
orbnungen  »erben  nun  mit  §ilfe  ber  je^n  ßiffern  bargeftcüt, 
inbem  man  bem  Sa^Ijeid^en,  meld^eg  bie  ©inl^eiten  einer  Drbnung 
angiebt,  eine  bem  8iang  ber  Drbnung  entfpred^enbe  Slnjal^I  SRuHcn 
anfängt.  2)ie  ®int)eiten  ber  jttjeiten  Drbnung  fteHt  man  burc^ 
Slnl^ängung  einer  9iuII  bar,  bie  Drbnung  ber  §unberter  bc^^ 
jeid^net  man  burcfi  5!ln]^ängung  öon  jtoei  JRuHen  u.  f.  ro.  2)a 
baS  fRangjeid^en  9iutt  felbft  feinen  SBert  \)at,  fonbern  nur  bcn 
boraufgel^enben  3iff^^^  S^^^Ö  öerlei^t,  bagegen  auf  bie  folgenben 
3iffem  leinen  ©influfe  ausübt,  fo  lann  man  bereu  ^la^  mit 
onbern  @int)eiten  bebedEen.  Sfinf  3^^^^^  ^^^  ^^t  ®i^^^  fönnen 
bal^er  ftatt  50  +  8  furj  burd^  58  be^eid^net  »erben,  günf 
Xaufenber,  fünf  ^unberter,  fünf  S>e:\)ntx  unb  fünf  Siner  lann 
man  ftatt  5000  +  500  +  50  +  5  furj  5555  f^reiben.  2)er 
Slang  ber  ß^ff^^^  ft^iflt  ^Ifo  öon  red^tg  nad^  linfg,  ber  SBert 
berfelben  ift  öon  il)rer  ©tetlung  abl^ängig.  3ebe  3iff^^  ^^t 
au§er  il^rem  JRennnjcrt  aud^  einen  fogenannten  ©tctlen^^  ober 
^ßofition^njert,  unb  jnjar  befi|t  jebe  ©inlieit  einer  auf 
einer  beftimmten  ©teile  fte^enben  3iffc^  einen  äel|n= 
mal  fo  großen  SBert  at^  bie  ©in^eit  ber  red^tg  [teilen* 
ben  3iff^^-  2)iefe§  @efe|  nennt  man  bag  jeljuteilige  (befa= 
bifd^e)  3^'^I^tif5ftem  (3cf)ner:=  ober  2)eäimalf5ftem),  bie  Qai)l  10 
l^et^t  bie®runbäa]^I  begfelben.  Stuf  il|m  berul^t  bie  ©d^reibung 
aller  natürüd^en  3^^!^^- 

8)  Sefonbete  unb  attgemeiite  Kufgaliem  3e  nad^bem  in 
einer  ?[ufgabe  befonbere  (befttmmte)  ober  allgemeine  Qa\jHitxä)tn 
öorfommen,  unterfd^eibet  man  befonbere  unb  allgemeine 
Sluf gaben.  Sine  befonbere  Slufgabe  ift  folgenbe:  @§  foU  einerlei 
fein,  ob  man  eine  Qa^\  lOmal  nimmt  ober  10  ju  berfelben 
abbiert  SBie  l^ei^t  bie  2a\)U  —  ©e^t  man  an  ©teile  ber 
3iffer  10  bag  attgemeine  3^^^^^^^^  <^,  fo  W  w^^  folgenbe 
allgemeine  Slufgabe:  @g  foU  einerlei  fein,  ob  man  eine  3^^! 
mit  a  multipliziert  ober  a  ju  berfelben  abbiert.  SBeld^e^  ift 
bie  3a^I? 


8  Umleitung. 

9)  8rf0nbere  unb  aVgmeine  flrit|wetif.  S)te  arit^metif; 
totid)t  nur  beftimmte  3^f|(en  betrad^tet  unb  mit  einanber  t>tt^ 
fnüpft,  fiei^t  bcfonberc  ober  gemeine  Äritl^metit  ®a§  (6t^ 
gebnid  ber  9fiec^nung  unb  Unterfuc^ung  in  ber  getoö^nlic^it 
9fieci^enfunft  ift  ein  befonbere^,  ba^  nur  für  ben  ii^orliegenben 
gaö  giltig  ift.  2)ie  gemeine  Ärit^metil  ^at  nur  befonbere 
aufgaben  jum  ©egenftanbe  unb  alle  Stec^enoperotionen  lönncn 
^ier  auggcfülirt  werben.  —  ®ag  9led)nen  mit  beftimmten  unb 
allgemeinen  Qaf)titi(S)tn  ift  (Segenftanb  ber  allgemeinen  Ärit^- 
meti!  ober  SSud^ftabenred^nung.  ^ier  n)erben  ben  Stufgaben 
unb  Unterjuc^ungen  in  oielen  gäHen  allgemeine  Qa^luni^tn 
jugrunbe  gelegt,  unb  baS  ®rgebnig  ift  ein  allgemeine^,  toelc^cä 
auf  aUe  gäHe  berfelben  Art  antoenbbar  ift.  3n  ber  Sud^^ 
ftabenred^nung  fönnen  jeboc^  bie  8ied^enoperationen  meiftenä 
nid^t  njirflid^  öoDjogen,  foubem  nur  angebeutet  toerben.  S)ie 
genjötinlid&e  SRed^enlunft  unb  bie  allgemeine  Ärit^metil  ftimmen 
^infid^tlid^  il^rer  ßef)ren  unb  ®eje^e  überein. 

10)  Sebeutung  ber  fBui^fiaitn  aU  3a^l)eid|en.  2)ie 
S3enufeung  ber  Su^ftaben  afö  allgemeine  Qaiiiiitxä)tn  ^at  öor 
bem  ßJebrauc^  ber  3iff^^  njcfentlid^e  SSorteile.  äKittelg  all* 
gemeiner  3^^^^^^^  fönnen  toir  alle  Se^rfäfee  ber  Slritl^metil 
fo  furj  unb  fd^arf  barfteUen,  toie  eg  burd^  bie  SSSortfprad^e 
nic^t  möglich  ift.*)  ©o  j.  S9.  fagt  bie  ß^^^^öerbinbung 
a  =  a:  Sebe  ®rö^e  ift  fid^  felbft  gleid^.  Soft  man  ein  SSei^^ 
fpiet  mit  beftimmten  B^^J^^i^/  f^  erhält  man  bag  SrgebniS  nur 
für  biejen  bejonbern  gaU,  toäl^renb  fid^  burd^  bie  SRcc^nung 
mit  aUgemeinen  Sö^Ijeid^en  bie  Sluflöfung  für  aße  Aufgaben 
einer  Slrt  ergiebt.  3Kan  ^at  bann  in  jebem  einjelnen  gaHe 
nur  an  ©teile  ber  SSud^ftaben  bie  gegebenen  beftimmten  3^^^^^^ 
ju  fe^en.  2)ie  ffletoeigfü^rung  ber  aritlimetifd^en  ße^rfä|e  mit 
^ilfe  allgemeiner  Qa^tn  öerteil^t  biefen  SSSalirl^eiten  allgemeine 

*)  ;,^ie  Spraye  ber  ^nal^fiS,  bie  DoQfommenfte  aller  Sptad^en, 
ift  {c^on  an  \\d)  jelB^  ein  möd^tiged  Hilfsmittel  unb  S93erlaeug  ber  dnU 
bedutig,  unb  il^re  {Bezeichnungen,  tuenn  fie  glücflic^  getoöl^It  finb  unb  mit 
bem  ©egenftanbe  in  nottuenbiger  SBejiel^ung  {teilen,  entl^atten  bie  ßeime 
neuer  Siecl^nungdmeifen."    {2a  $Iace) 
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©tttigfcit  unb  tüiflcnfd^aftüd^e  Strenge.  SSSäl^rcnb  ferner  in  ber 
getoö^nüij^en  SRed^enfunft  bei  ßöjung  öon  Aufgaben  unb  bei 
Unterfuij^ungcn  burd^  bie  ju  betoerffteHigenben  SRed^nungcn  ber 
S)enI^)roje|  gehemmt  tt)irb,  fönncn  njir  bie  SRefuItate  beg  S)enfeniJ, 
bie  S)enIo|)erationen ,  mittete  ber  Suc^ftaben  furj  beäeid^nen, 
tooburd^  bie  Slrbeit  beg  SRed^nerg  abgefürjt,  üereinfad^t  unb 
crteid^tert  wirb.  6nblid&  ergielen  njir  burd^  Slnttjcnbung  ber 
SSud^ftaben  in  öicien  gäöen  leichte  Söfungen  öon  Slufgaben, 
toeld^e  burd^  bie  Siff^^^^ö^t^wietif  nur  burc^  ein  ntü^eöoQeg, 
jeitraubenbeg  ©erfahren  bewerf fteöigt  werben  fönnen,  unb  bie 
Söfung  jüld^er  fd^wierigen  Seifpiete,  weld^e  bie  firäfte  ber 
gemeinen  SRed^enlunft  überfteigen. 

11)  fUnBhxni,  ®Ieii^ung,  ^ormel.  Sebeg  deinen  für 
eine  3^^^!  ^^ifet  8lu8brudf.  ®urd^  SSerfnüpfung  öon  jnjei  ober 
mehreren  ßal^Ien  burd^  SRed^enjcid^en  entfte^en  mef)rgliebrige 
SluSbrüdfe.  2)ie  einjelnen  burd^  +  unb  —  öerbunbenen  Xeile 
nennt  man  ©lieber  be^  Slu^brudEg.  5Jfad^  ber  Slnjal^I  ber 
©lieber  beS  ©anjen  unterfd^eibet  man  eingliebrige,  jweigliebrige 
(S3inom),  breigliebrige  (Xrinom)  unb  melirgliebrige  SlugbrüdEe. 
aSeieid^nen  jwei  SluSbrüdEe  a  unb  b  biefelbe  3^^!/  fo  finb  bie:! 
felben  gleid^.  2)ie  ©leic^Iieit  jmeier  SluSbrüdEe  wirb  burd^  baiJ 
©leid^^eit^äeid^en  (=)  bargefteöt,  Weld^eg  /.gleid^"  auggefprod^en 
wirb.  2)urd^  ©leid^fteHung  jweier  gteid^en  Slu^brüde  entfte^t 
eine  ©teid^ung.  S)ie  ©leid^ung  a  =  b  wirb  gelefen:  „a  gteid^ 
6".  SlDe  linU  unb  red^t§  öom  ©leid^l^eitSjeid^en  ftel^enben 
SluSbrüdEe  Iiei^en  Seiten  ber  ©leid^ung  unb  bie  einzelnen 
burd&  +  ober  —  mit  einanber  ücrbunbenen  ©rö^en  werben 
©lieber  ber  ©leid^ung  genannt.  Sebe  S3ud^ftabengleid^ung, 
Wetd^e  ein  matl^ematifd^eg  ©efefe  auSbriidEt,  l^eifet  gormet. 
®ie  ©leid^ung  a  +  6  =  6  +  a  ift  eine  gormel;  benn  fie  fteöt 
ben  Se^rfafe  bar:  „3Ran  barf  bie  ©ummanben  einer 
©umme  beliebig  öertaufd^en."  2)ie  SJarftellung  ber  Un= 
gleid^^eit  jweier  3^^^^^  ^^^^t  ^^^  Ungleid^ung.  S)a§  eine 
^a^i  a  größer  ate  6  ift,  wirb  a>b  bejeid^net.  Sft  a  Heiner 
atö  b,  \o  fd^reibt  man  bieg  a  <  6. 

12)  S^l^ltietliiitbttitgeit.     Sebe   3ö^Iöerbinbung   ift   eine 
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QafjH  uttb  fic  fann  ba^cr  toiebcr  neue  SSerfttüpfungen  eingel^en. 
S33äl|renb  in  ber  gemeinen  Sied^enfunft  bie  ga^Iöerfnüpfungen 
bered^net  »erben,  [teilt  man  fie  in  ber  allgemeinen  Ärit^metif 
meifteng  blofe  bar  unb  bcnit  fid^  bie  SHefuItate.  Sebe  Qaf)U 
öerbinbung  ift  felbftt)erftänblid&  il^rem  toirflid^en  ©rgebniS  gteid^, 
fo  ift  j.  S3.  5-8  ftet§  gleid^  40  unb  72:  9  immer  gleid^  8. 


2)ie  biefen  ß^^I^^rf^ö^^f- 
ungen  entfpred^enben  8fied^- 
nungi^öerfal^ren   ^ei^en : 

1)  Slbbition; 

2)  ©ubtraltion; 

3)  aKuUipU!ation; 

4)  2)it)ifion; 

5)  5ßotenjierung ; 

6)  S33ur jelauSjiel^en ; 

7)  Äogaritl^mierung. 


S)ie  Slrit^metil  be^anbelt 
fieben  gal^berbinbungen,  näm= 
lic^: 

1)  bie  ©umme,  a  +  6 ; 

2)  bie  S)iff erenj,  a  —  6 ; 

3)  bag  5ßrobuIt,  a  •  6 ; 

4)  ben  Duotienten,  a :  6 ; 

5)  bie  ^otenj,  a*»  =  6 ; 

6)  bie  SSäurjel,  a  =  >/6; 

7)  ben  ßogaritt)mug, 

n  =  ''log  h. 

S)ie  beiben  erften  SRed^nunggarten  l^ei^en  Operationen  ber 
erften  ©tufe.  2)ag  ?ßrobuft  unb  ber  Duotient  finb  Qoffh 
öerbinbungen  jtoeiter  ©tufe.  S)ie  brei  testen  ßa^toer- 
binbungen  nennt  man  SSerlnüpfungen  ber  britten  ©tufe. 
3ur  Sejeid^nung  ber  ßal^Iöerfnüpfungen  finb  beftimmte  afled^en« 
ieid^en,  +,  —  u.  f.  tt).  eingefül^rt. 

13)  Sie  ®rttnbfa^e  ber  «rit^metil.  @$runbfä|e  nennt 
man  fotd^e  S33at)rt)eiten,  beren  SRid^tigleit  fo  unmittelbar  ein* 
teud^tenb  ift,  ba§  fie  eine§  SSetüeifeg  nid^t  bebürfen.  ®ag  ©^ftem 
ber  Slritl^metil  beruht  auf  nur  öier  ©runbfäfeen,  nämtid^: 

1)  Sebe  ©röfee  ift  fic^  felbft  gleich,  j.  83.  1  =  1. 
gönnet:  a  =  a. 

2)  2Ran  lann  für  jebe  3^^^  ft^t^  ^i^^  i^^  gleid^e 
fefeen,  ol^ne  ba^  bie  SRid^tigleit  geönbert  ttjirb.  Sft 
a  =  a',^  mu|  aud^   a  +  6  =  a'  +  &  fein. 

3)  Stoei  ö^^^Ifl^ö^en,  t)on  toeld^en  jebe  einer 
britten  3^^^  gleid^  ift,  finb  unter  fid^  gleid^.  SÖäenn 
a  =  c  unb  6=^c,  fo  ift  aud^  a  =  l. 
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4)  5)ag  ©anjc  ift  bcr  ©ummc  feiner  fämtlid^en 
jEeilc  gleid^.  Seber  Seit  ift  Heiner  ots  fein  ©anjeiJ. 
(^icr  ift  öorauiJgefefet,  bafe  bie  leile  gleichartig  finb.)  \ 

14)  Xtt^en  ber  «rit^ntetil.  2)a^  @tnbium  ber  *S(rit^« 
nietil  (ber  JWat^ematil  üBer^aupt)  gett)äl|rt  ung  einen  jwei^ 
fad^en  Siufeen,  einerfeitg  finben  bie  fie^ren  ber  8flecl^enfunft 
Änwenbung  auf  faft  alle  ^^^^9^  menfd^Iid^en  SSSiffen«  unb 
Könnens,  anbererfeitg  ift  bie  Slrt  unb  SSSeife,  tt)ie  fie  i^re 
Seigren  Begrünbet,  atfo  i^re  aWetl^obe,  bie  öoHfontmenfte  öon 
aDen  SBijfenfd^aften.  2)ie  Äritl^ntetil  ^ot  jur  ©runblage  nur 
t)ier  ®runbfä|e,  bereu  SSSal^rl^eit  oline  tocitereg  in  bie  Äugen 
fpringt.  ©ie  begrünbet  aße  öon  i^r  aufgcfteUten  Behauptungen 
(Sel^rfä^e)  fo  untoiberlegbar  unb  fd^arf,  ba§  jeber  normal  be* 
gabte  SDienfc^  il^nen  juftimmen  ntu^.  5)a^er  geljört  bie  ?lritl|= 
nietil  (SRat^ematil)  ju  ben  Sogenannten  ejaften  SSSiffenfd^aften. 
SRänner  tt)ie  S)robifci^,  faulet  u.  a.  Iiaben  fpejieö  bie  Suflibifd^e 
SRetl^obe  ber  ©eometrie  aU  „tin  in  jeber  Bejiel^ung  unüber^ 
troff eneg  SReiftertoerf"  gepriefen.*) 

*)  ,,2)ic  2Staif)tmaiil  ift  eine  SBiffenfc^aft  an^  reinen  ©egriffen, 
bal^er  ab{ha!t  unb  nic^t  fo  leidet  faglic^  ju  leieren  unb  ju  lernen ;  ald 
anbere  Sßiffenfd^aften,  in  »eichen  bie  ^Begriffe  neben  einanber  liegen  unb 
bie  tneißend  nur  baS  ^eböd^tnid,  ben  ^erftanb  unb  ben  @(i^Qrffinn  aber 
toenig  in  Slnfprud^  nel^men  unb  üben."  ßübjen.  —  „S)er  bilbenbe  ©in* 
fiui  ber  aRatl^ematil  liegt  üorjugdmeife  barin,  ba|  ber  @^üler  benlen 
unb  reben  lernt."  ©arbe^.  —  „3)ie  näc^fte  Generation  »irb  bie  SRot* 
toenbigfeit  einleiten,  SWatl^emati!  ju  ftubieren."    $erbart. 


IDie  tuttfirlti^fn  JBüJiltn.*) 

§  1.    ®rafl^ifil^e  SarfteVuitg  be9  ttntegrettjtm  natnrlid^ni 

3a^lengeMete9. 

SBir  lönncn  un^  bie  9fleil|c  bcr  notürlic^cn  ßal^Icn  öoti 
0  biiJ  oo  auf  folgcnbc  SSScife  öcrfinttüd^cn.  SSon  einem  bette« 
bigen  5ßunft  in  ber  ®bene  aug  jefeen  toir  5ßunftc  in  gleid^er 
(Entfernung  öon  einanber,  bie  fämtlid^  in  einer  ©craben  ttegen, 
unb  tüir  fteDen  uniJ  öor,  biefe  ^unftreil^e  laufe  biiJ  in§  Unenb« 
Kd^e  fort.  S^en  Slnfang^punlt  ber  SRei^e  bejeid^nen  ttrir  mit  0 
unb  ben  fotgenben  fünften  orbnen  njir  (jum  Seil  ttjirKid^,  ben 
übrigen  in  ber  SSorfteUung)  bie  entfpred^enben  Saluten  ju,  fo 

bafe  bie  ©trede  0  big  1,  lurg  Ö^,  bie  ßal^I  1,  bie  Sänge 

Ö^  bie  3öt)t  2,  überhaupt  bie  ©trede  Ö^  bie  S>^\)1  n  t)tx^ 
finnttd^t.**)  SBir  Iiaben  atfo  folgenbeg  anfd^aulicl^e  S3ilb  ber 
natürttd^en  Qaf)Unxexf)^: 

CX) 

Ol     2    3     4    5     6    7     8     9    10  11  12  13  14  15 

2)a  ieber  ?ßunft  in  biefem  Silbe  burd^  feinen  Slbftanb 
öom  SlnfangSpunlt  0  eine  beftimmte  Sänge  ober  ©tredEe 
barftellt,  fo  lönnen  tt)ir  mit  Sejicl^ung  eineg  jeben  fünfte» 
auf  ben  SRuHpuntt  aud^  fagen,  jeber  ?ßunft  biefer  SReil^e  Der« 
finnUd^e  eine  ßal^l.  —  2)iefeg  S^l^^enbüb  genügt  ber  3^^ten« 
rei^e  öoUftänbig;  benn  1)  eutfprid^t  bem  Qaf)litxit)tn  0,  »etd^eg 

*)  Wtan  toiebexl^ole  jundc^fl  ha^  in  ber  (Einleitung  unter  3  bis  7 
te. 
♦♦)  «erglei^e  Sßr.  6  ber  einlcitung. 


§  2.    »cgriff  ber  «[bbitlon.  13 

bo§  9W(j^tt)or]^anbenfcin  bcr  ©inl^cit  bcicid^nct,  bergeomctrifc^c 
$unft.  ®er  mit  bem  Qdä)tn  0  ücrfe^citc  Silbpunft  bcr  SRci^c 
fott  aber  ctgentßd^  bcn  Anfang« punft  einer  unbcgreniten 
®eraben  öorfteHen,  tote  toir  fpäter  je^cn  werben;  2)  einer 
beliebigen  3^^^  ^  ^^  S^^Icnrei^e  cntf|)rici^t  ein  ^unft,  ber 
t)om  Slnfanggpunft  um  eben  fo  öicte  Sängeneinl^eiten  cnfe 
femt  liegt,  ate  bie  il^m  jugeorbnete  QaijL  ®  in  Reiten  entl^ält; 
3)  toie  bie  gal^tenrei^e  o^nc  ®nbe  fortfd^reitet,  fo  erftreden  bie 
^nfte  be§  Silbe«  \\6)  bi«  in«  Unenblid^e  fort. 

9it  Jtii$  (Srunlir^i^nitns0iirt^n  mit  nutfirlti^^n  in^ltn. 
A.   8ie(^nung«arten  erfter  Stufe. 

3Kit  ^ilfe  ber  gra|)^ifd^en  ga^IenbarfteHung  im  vorigen 
^oragrapl^en  fann  man  bie  begriffe  ber  Slbbition,  ber  ©ub^^ 
traftion,  ber  äKuttiptifation  unb  ber  ©iöifion  burd^  tt)a^rne]^m:= 
bore  D<)erationen  erjeugen. 

SSäir  nennen  ben  geraben  833eg  t)on  irgenb  einem  5ßunfte 
bi8  jum  näd^ftfotgenben  „einen  ©d^ritt  öortoärt«"  unb  bie  ©nt* 
femung  öon  einem  betiebigen  5ßunft  bi«  jum  näc^ftt)orI|ers 
gel^enben  „einen  ©d^ritt  rüdhnärt«". 

I.   gl^Mtian* 
§  2.    »egriff  ber  «bbition. 

®ie  aritl^metifd^e  Aufgabe  3  +  5  auf  unfere  Slbbübung 
ber  QoX)Un  übertragen,  bebeutet:  SRan  foQ  öon  bem  bie  3^^!  3 
öerfinnlid^enben  ?ßunlt  au«  um  5  ©d^ritte  öortoärtgfd^reiten. 
®urd^  Slu«fü^rung  biefer  X^ätigfeit  getaugt  man  ju  bem  ?ßunft, 
toeld^em  bie  Qoi)i  8  jugeorbnet  ift;  folglid^  ift  3  +  5  =  8. 
®ie  Äbbition  toirb  alfo  bilblid^  au«gefü^rt,  inbem  man  t)om 
(Snbpunft  ber  bie  eine  S^a^i  öeranfd^auUd^enben  ©tredfe  au« 
um  fo  öiele  ©d^ritte  auf  bem  ßa^tenbilbe  öormärt«  gel^t,  al« 
bie  anbere  3^^I  Sinlieiten  enthält.  S)ie  3^^^  6  im  bilb- 
lid^en  Sinne  ju  a  abbieren  ^ei|t,  t)on  bem  ber  Qa^^i  a 
entfpred^enben  5ßunft  ber  Qa^Unxn^t  au«  um  fo  üiele 
©d^ritte  t)ortt)ärt«fd^reiten,  al«  bie  3^^!  6  Sinl^eiten 
barftellt. 


14  elfter  916{4nitt.    2He  natürlichen  ga^Ien. 

SBenu^en  loir  jur  SSeranfc^auKc^ung  unb  Srl&uterung  ber 
Stbbition  bie  Einleitung  6)  angegebenen  natürlid^n  QafjiUxi^ 
bilber,  fo  i[t  j.  83. : 

5  +  3=.+  =  =8. 

•       •        '  •  •       •       •       • 

§ieraug  fliegt  folgcnbe  S)cfimtion:  Qtoti  Qaf^Un  abbieren 
l^ei^t^  i^re  natürlichen  Qaf)\i\lbtx  ju  einem  einjigen 
vereinigen  unb  für  baiJ  erhaltene  ß^^^^itl^  l>ic  ^nt- 
fpred^enbe  3^^!  fc^en.  STOit  biefcr  S)efinition  i[t  bie  fot 
genbe  gleic^bebeutenb :  Sine  3^^^  ^  h^  einer  anbern  a 
abbieren  Reifet,  eine  britte  3ö1^I  finben,  bie  fo  öiel 
Sin^eiten  entl^ält  aU  bie  gegebenen  3^^^^^  jufammen 
barft eilen.  S)ie  ju  abbierenben  3^^^^^  ^ei^en  ©ummanben, 
$ßo[ten  ober  ©lieber.  S)aiJ  Srgebni«  ber  Slbbition  nennt  man 
©umme.  3n  ber  ©leid^ung  8  +  4  =  12  Reifet  8  +  4  „for^ 
meQe  ©umme",  bie  3ö^l^9^ö|e  12  bagegen,  meldte  baiJ  ffirgebniiJ 
ber  SRed^nung  anjeigt,  mirb  „mxtü6)e  ©umme"  genannt  2ß8 
3eici^cn  ber  Slbbition  bient  ein  [te^enbeiJ  Sreuj  (+)/  toclc^ 
in  ber  gemöl^nlic^en  SRed^enfunft  „unb",  in  ber  aDgemeinen 
Slrit^metif  aber  „plus"  auggefproc^en  mirb.  Sebe  3^^^^ 
öerbinbung  burd^  bag  3^i^^^  +  ^^"^t  ^^^  fd^Ied^ttoeg  ©umme; 
bie  redCinerifd^e  Strbeit,  meldte  bie  formelle  ©umme  verlangt,  bie 
ber  ©umme  entfpred^enbe  Operation,  l^eifet  Abbieren.  3n  ber 
Slufgabe  9  +  6,  allgemein  a  +  b,  fommen  brei  ®rö|en  in« 
betrad^t,  nämlidCi  jtt)ei  ©ummanben,  unb  bie  britte  ©rö^e,  bie 
©umme,  foQ  ermittelt  merben.  3ebe  ©umme  mu|  minbeftenä 
ixod  ©lieber  enthalten.  Seftel^t  biefelbe  aug  mehreren  (gleic^^ 
artigen)  teilen,  j.  33.  15+12  +  9  +  6,  fo  finb  bie  gegebenen 
Definitionen  ber  Slbbition  ebenfalls  giltig. 

§  3.    Otttttbgefe^e  ber  «bbition. 

aSeifpiete: 

12  +  8  =  20;        64Jf  +  36M  =  lOOM. 
5  3e^ner  +  8  einer  =  50  (Siner  +  8  Sinet  =  58. 

1)  Siur  abftrafte  3ö^len  ober  gleid^artige,  b.  ^. 


§  3.    (Slntnbge{e(e  ber  ^bbition.  15 

gtcid^bcnanntc  Qai)Un*)  fihtnen  abbicrt  toerbcn,  im 
leiteten  galle  i[t  bie  ©umme  mit  il^ren  ©liebem 
gteid^bcnannt.  S)enn  man  fann  nnr  nnbenanntc  ober  gleic^^ 
benannte  einleiten  jaulen.  S)ie  SRic^tigfeit  biefeiJ  ©runbgefefeeiJ 
liegt  alfo  im  Segriffe  ber  S^^t- 

aSeifpiele: 

••  •  •  ••        •••• 

.:  +  ..  =  ..  +  .•.  =  .... 

6  +  4  =  4  +  6. 
SBeweig  für  bit  SRid^tigfeit  ber  lefeteren  ©leid^nng: 
6+4=»+»+»+*+»+» 

@g  ift  nnn  offenbar  einerlei,  an  mldjex  ©teile  bie  Äbbition 
biefer  ©inl^eiten  beginnt.  9Jian  abbiere  nnn  juerft  bie  ©in- 
Reiten  ber  jn^eiten  SReil^e  nnb  t)ermel^re  ba^  @rgebnig  nm  bie 
©inl^eiten  ber  erften  SRei^e.  S)ie  ©nmme  beiber  SReil^en  ift 
offenbar  4  +  6.    3Rit^in  ift:  6  +  4  =  4  +  6. 

2)  &e]|tfa^:  äJian  lann  bie  ©nmmanben  einer 
©nmme   beliebig   öertaufd^en. 

3n  allgemeinen  ß^^^«*   a  -{-1^=1  -{-  a, 

S)iefe8  ®efe|  toirb  bag  „©efe^  ber  SSertanfd^nng  ber 
©nmmanben"  ober  bag  Äommntation^gefefe  genannt.  SSSeil 
man  bie  jn  abbierenben  S^^ts^öfeen  uertauf^en  barf,  beäl^alb 
filieren  fie  ben  gemeinfd^afttid^cn  SRamen  „©nmmanben". 

SSeifpiele: 

10  =  10 
5=   5    2)en  ©tri(^  lieiJ  „folglich". 

15  =  15. 

allgemein:  a  =  b 

c  =  d  (abbiert) 

a  +  c  =  &  +  df. 


*)  Beate,  fold^e,  bie  man  gleid^namig  machen  fann,  g.  83.  6  3ö^«e 
+  24  SKonate  =»  6  Saläre  +  2  giol^re  =»  8  3al§re. 


16  <l^per  «Ibfd^nitt.    2)ie  natürlichen  ga^Ien. 

SBewcig  für  (Slcic^ung  (2):  SRad^  bcm  (Srunbja^e  „Sebc 
©röfec  ift  ftc^  jclbft  gleich",  i[t:    h  +  d-^h  +  d. 

©cmäfe  bcr  SSorauSfc^ung  a  =  6  fann  man  auf  bcr  linfcn 
©cite  bcr  legten  ©Icid^ung  a  an  ©teile  öon  6,  unb  tocil  femer 
c  =  d  fein  foll,  c  für  d  fe|en.    9Jian  erl^ält  aföbann: 

a  -{-  c  =  b  -\-  d, 

3)  Se]|tfa^:    ©leid^eiS   ju  ©leid^ent  abbiert,  giebt 

S)ie  Umfel^rung  biefeg  ße]^rfa|eg  lautet:  SBenn  man  ju 
jwei  ßal^Igrö^en  jtt)ei  anbere  abbiert  unb  baburd^  gleite 
©ummen  entftel^en,  fo  finb  bie  abbterten  ®rö§en  einanber 
gleid^. 

3ft  j.  S3.  8  =  8 

8  +  4  =  8  +  a; 

f  0  mu§  4:  =  X  fein. 

SSSenn  a  =  b 

unb        a  +  c  =»  &  +  ^ 
fo  ift  c  =  d. 

Slug   öorfte^enbem  Sel^rfa^  folgt,  toenn  a^^a,  fo  ift 
a  +  &  >  «• 
aSeifpiele: 

(96  +  48)  +  4  =  (96  +  4)  +  48  =  100  +  48  =  148. 

(258  +  39)  +  (21  +  42)  =  (258  +  42)  +  (39  +  21) 

=  300  +  60  =  360. 

4)  Sel^tfai^ :  @ine  3^^^  ^^^^  h^  einer  ©umme 
abbiert,  inbem  man  fie  ju  einem  ©ummanben  abbiert. 
Umgefel^rt: 

5)  (Sine  ©umme  wirb  ju  einer  3^^!  abbiert,  in« 
btm  man  juerft  einen  ©ummanben  unb  ju  ber  er« 
l^altenen  ©umme  bie  übrigen  ©liebet  in  beliebiger 
Drbnung  abbiert. 

3n  allgemeinen  3^^^^^- 
a  +  (6  +  c)  =  (a  +  c)  +  6  =  (a  +  6)  +  c. 


§  4.   93eQriff  ber  @ubtraItion.  17 

S)ag  Icfetcrc  ©cfc^  l^cifet  „ÄffociationiSgcfet  bct 
abbitton." 

6)  Slntocnbunfl  bcg  Sljfociationggcjclc«.  STOit  §ilfc 
beS  8lffociation8gcfc|cg  fann  man  bie  %xidt  bcS  ?lbbiercn8 
mand^mal  öcrcitifad^cn  unb  crlcid^tern ,  j.  S.  in  folgenben 
SScijpielcn : 

598  +  675  +  402  +  325 ;  8792  +  9854  +  684  +  146 

+  146  +  5996  +  208  +  816 . 

SRit  SBcnulung  bcg  Slffociation^gcfclcg  Iä§t  fid^  leidet  bie 
Sfiid^tigfeit  bcr  folgenben  gormein  bett)eifen. 

1)  aSenn  a  =  a' 
unb  b>  V 

fo  ift:  a  +  6>  a+V, 

b.  ]^.  in  SBorten:  ®rö|ereg  ju  ©leic^em  abbiert,  giebt 
©rö^ereg. 

2)  gerner  toenn         a  =  a 
unb  6  <  6' 

jo  ift:  a  +  6  <a  +6', 

b.  ]^.  in  SBorten:  kleineres  ju  ©leid^em  abbiert,  giebt 
Äleinereä. 

3)  Ungleid^eg  ju  ©leid^em  abbiert,  giebt  Ungleid^eS. 

II.   ^uMtraktton« 
§  4.    Segriff  ber  ^vAixvXiim. 

Um  eine  Slufgabe  beg  Slbjiel^eng,  j.  SB.  12  —  4,  mit  §ilfe 
nnferer  grapl^ifd^en  Slbbilbung  ber  S^^^en  (§  1)  j^  bered^nen, 
mu§  man  enttoeber  öon  bem  bie  ^oi^l  12  barfteflenben  $ßunft 
beg  3^^tenbilbc§  aug'  um  mer  ©d^ritte  (fünfte)  rüdCwärtg- 
fd^reiten,  ober  öon  bem  bie  ^cAji  4  öerfinnüd^enben  $ßunft 
au§  um  fo  öiele  ©dCiritte  öortoärt^gel^en,  big  man  an  ben 
^unft  gelangt,  ber  bie  3^^!  12  öeranfd^aulid^t.  ?lUgemein 
eine  ßal^I  6  öon  einer  anberen  a  bilblid^  fubtral^ieren 
l^ei^t,  t)on  bem  bie  ßal^I  a  öorftellenben  5ßunft  beiJ 
3a]^lenbilbe§  aus  um  fo  öiele  ©d^ritte  rüdEtt)ärtS== 
ge^en,    aU   h   Sin^eiten   entl^ält.     Seim   ©ubtral^ieren 


fommen  atfo  biet  @rö|en  inbetrac^t  SHe  3^^  o,  ^^^  toüdftx 
fubtra^iert  tuirb,  l^ei^t  93oOiQ^(  ober  SRinuenb,  bie  ju  fuB^^ 
tra^ierenbe  3^^^  ^  ^itb  ©ubtra^enb  (Hbiug)  unb  ba§  (Srgebnii^ 
bicfcr  Cpcrotion  ©iffcrcnj  (Sdeft)  genannt.  ®ie  ©ubtroltion 
ttnrb  burd^  ba^  3^^^^  —  auggebrücft;  toelc^c«  „minus*'  ober 
„weniger"  üuggefprod^en  wirb. 

eine  jtoeite  fflegrifföbeftimmung  ber  ©nbtraftion  ergiebt 
ftd^  auiJ  ber  ©leid^nng  a;  +  8  =  20  (allgemein  x  +  fc  =  a). 
3n  biefer  ©teic^nng  ift  8  befannter,  x  nnbefannter  @nni- 
nianb  unb  bie  3o^Igtö|e  20  [teilt  bie  ©umnic  oor.  SBir 
fönnen  un§  nun  bie  Slufgabe  öorlegen,  weld^e  beftimmte  3^^^ 
ift  an  ©teile  öon  x  ju  je|en,  bamit  obige  ©leic^ung  befriebigt, 
b.  f).  ibentifd^  tt)irb?  SWit  anberen  SBorten:  xok  finbet  man 
aus  ber  ©umme  unb  einem  befannten  ben  unbefannten  ©um- 
manben?  S)ie  ßöfung  biefer  Slufgobe  (grage)  fül^rt  unS  auf 
bie  ©nbtraftion.  ©§  ift  offenbar:  a;  =  20  — 8,  allgemein 
X  =  a  —  6.  $iemad§  ^ei^t  eine  3^^^  öon  einer  anberen 
fubtra^ieren,  auS  ber  ©umme  unb  einem  ©ummanben 
ben  anberen  ©ummanben  finben.    S)efinition§formeI: 

I.     (a  +  6)  —  6  =  a . 

2)ie  ©nbtraftion  ift  alfo  bie  ber  Slbbition  entgegengefe|te 
5Reci^nungi8art,  fie  ift  bie  Umf  el^rung  ber  Slbbition.  Sei  biefer 
Umfel^rung  toirb  bag  @rgebnig,  bie  ©umme  a  jum  SJiinuenben, 
ber  befannte  ©ummanb  h  jum  ©ubtral^enben  unb  ber  gefud^te 
(unbefannte)  ©ummanb  x  jum  SReft  (S)ifferenj).  ©efeen  toir 
in  ber  obigen  ©runbgleic^ung  rc  +  6  =  a,  öon  ber  toir  aus- 
gingen, an  ©teile  oon  b  bie  3ö^l9^ö§e  S  (©ubtral^enb),  ftatt 
X  bie  2)ifferenj  D  unb  für  a  ben  SKinuenben  M,  fo  gel^t 
erftere  ©leid^ung  in  bie  folgenbe  über: 

IL    M=S  +  D. 

S)iefe  gormet  brüdt  bag  $auptgefefe  ber  ©nbtraftion  anS, 
nield^ei^  lautet: 

§auptgefe|  ber  ©nbtraftion:  S)er  SJiinuenb  ift 
gleid^  ber  ©umme  au§  bem  ©ubtral^enben  unb  bem  Sfteft. 

S)iefeg  ©efe^  »irb  angetoenbet  um  bie  Unbefannte  x  in 


§  6.    (Srunbgefe^e  bei  @ubtrafttott.  19 

Ölcid^itngcn  öon  bcr  gorm  a;  —  6  =  a  ju  beftimmen.    fOlan 
erhält  X  =  a  -{-b. 

Äug  ber  ©leid^ung  5  +  D  =  ilf  fliegt  ferner  folgenbe 
fel^r  gebräud^Iid^e  Definition  ber  ©nbtraftion,  toeld^e  »egen 
i^rer  allgemeinen  ©ültigfeit  befonbere  Sead^tung  öerbient.  Sine 
Qa^t  l  t)on  einer  anberen  a  fubtra^ieren  ^ei§t,  eine 
britte  3^^^  finben,  toeld^e  ju  &  abbiert,  a  jnr  ©nmme 
giebt.    3n  allgemeinen  ßal^len: 

III.    (a  — &)  +  6  =  a. 

^orftel^enbe  ®(eic^nng  fpric^t  an^erbem  nod^  folgenbe 
SBal^rl^eit  an^: 

@ine  3^^^  «  bleibt  ungeänbert,  »enn  man  öon 
berfclben  eine  anbere  b  fnbtrai)iert  unb  jn  ber  er= 
l^altenen  S)ifferenj  a  —  b  biefelbe  ßal^t  abbiert 

formet  (I)  Iä|t  nod^  folgenbe  S)entung  ju: 

Sine  3^^!  änbert  fid^  nid^t,  wenn  man  ju  ber- 
felben  eine  anbere  3^^!  abbiert  unb  öon  ber  Summe 
bie  nämlid^e  3^^^  fubtrai)iert.  —  Slbbition  unb  ©ub^ 
trdftion  mit  benjelben  3^^^^^  öoQjogen,  ^eben  fid^  gegen= 
fettig  auf. 

SSSäl^renb  bie  Slbbition  jtoeier  natürtid^en  3^^^^^^  i^  öö^n 
gätten  auSfül^rbor  ift,  fann  bie  ©ubtraftion  nur  in  bem  gaße 
au^geftt^rt  »erben,  wenn  ber  SJiinuenb  griJfeer  ift  afö  ber 
©ubtra^enb.  2)ie  gegebenen  Definitionen  ber  ©ubtraftion 
f orbern  fämtlid^  bie  SSebingung  ober  Sinfd^ränf ung,  ba|  a>b 
ift,  wenn  bie  Differenz  eine  natürlid^e  3^^^  f^i^  foH. 

§  5.    ®tttnbgefe^e  bet  Subttultiiin. 

a3eif^)iele: 

15  —  7  =  8;    20JC  —  %JC  =  \2JC. 

1)  5Rur  gleid^benannte  ober  abftrafte  3^^^^^^ 
fönnen  öon  einanber  fubtral^iert  werben.  Die  Differenz 
erl^ätt  biefelbe  Benennung  wie  SJiinuenb  unb  ©ubtral^enb.  DieiJ 
folgt  notwenbig  au^  bem  erften  ®runbgefe^e  ber  Slbbition  unb 
au8  bem  Segriffe  ber  ©ubtraftion. 


20  ^per  ^b!d§nitt.    2)ie  natfttl^en  galten. 

2)  ^ntttitgefe^:  2)er  aRinuenb  ift  gleid^  ber  @utnme 
auiS  bcm  ©uBtral^cnbcn  unb  bcm  5Rcft.    (©iel^c  §  4.) 

SBenn  alfo  a;  —  a  =  ft,    jo  ift  a:  «=  a  +  6. 

«u«  bcr  ©leic^utig  12-4  =  8  folgt  12-8  =  4. 
SBcnn  a  —  x  =  l,  fo  ift  a;  =  a  —  6.  ?ltt«  gormcl  HI 
ergicbt  fic^:  a  -  (a  -  6)  =  6. 

3)  9Jian  finbct  aug  bem  aWinucnbcn  unb  ber 
S)iffcrcnj  bcn  ©ubttal^cnbcn,  inbcm  man  bie  ©ifferenj 
Dom  SJiinucnben  fubtra^iert 

S)icfc  SSSal^rl^cit  fann  aud^  in  fotgcnbcr  gorm  auSgefptod^en 
tocrben:  SJian  fann  ©ubtral^cnb  unb  S)ifferen}  mit  cin^ 
anber  Dertaufd^cn.  S)ic  SRic^tigfcit  bicfcä  ®cfe|cS  ergiebt 
fid§  ol^ne  toeitcrcS  auiJ  bcm  ftommutationggcfe|e  bcr  Slbbition. 

SRan  tpcnbct  Dorftel^cnbcg  ®cfc|  an,  um  bcn  SBert  bcr 
Unbcfanntcn  x  in  ©Icid^ungcn  Don  bcr  gorm  a  —  x  =  h  ju 
bcred^nen. 

a3eif^)icle: 

x+  16  =  40,        a;  =  40— 16; 
a;  +  a  =  6,  x  =  h  —  a. 

S)cfinitiongf ormel  II :   (a  +  6)  —  fc  =  a . 

4)  ajian  crl^ält  aug  ber  ©umme  unb  einem  be^ 
fanntcn  ©ummanben  bcn  unbefanntcn,  »enn  man  bcn 
gegebenen  ©ummanben  Don  ber  ©umme  abjid^t 

©iefeg  ®cfe|  benu^t   man,   um  bie  Unbefannte  x  in 
©Icid^ungcn  üon  bcr  gj>^^   x  +  b  =  a   ju  beftimmen. 
Scifpiclc: 

[16  —  4  =  (16  +  4)  -  (4  +  4)  =  20  —  8  =  12. 

< 

a  —  h  =  {a  -\-  m)  —  (b  -\-  m), 

106  —  26  =  (106  -  6)  —  (26  —  6)  =  100  —  20  =  80. 
a  —  6  =  (a  —  m)  —  (b  —  m) . 

©efefe  ber  SBcrtbcftänbigteit  einer  S)ifferenj: 

5)  ®er  SJBcrt  einer  2)iffcrenj  bleibt  ungeänbert, 
tocnn  man  fotool^I  jum  3Äinuenben  aU  jum  ©ubtra;= 


1) 


2) 


§  6.    (&t\tjit  bet  erßen  @tufe.  21 

^cnbcn   bicfclftc  ßal^t  abbiert,   ober   öon  bcibcn   bic 
nämlid^c  ßal^I  fubtral^icrt 

SBcif^jiele: 

5—5  =  0,       20  —  20  =  0.        w  — w  =  0. 

SBcttn  in  bcr  allgemeinen  S)ifferenj  a  —  b  ber  ©ubtra^! 
I^enb  6  =  a  »itb,  fo  bleiben  nad§  SlniSfül^rttng  bet  ©ubtraftion 
feine  ©inl^eiten  übrig.  S)ie  S)ifferenj  a  —  a  fann  alfo  feine 
natürlicfie  ßal^l  jein.  gür  ben  SBert  einer  S)ifferenj  mit 
gteid^em  SJiinuenbcn  nnb  ©ubtra^enben  ^at  man  ba§  3^^^^"  0 
eingefül^rt,  tt)elcf|e8  „SRufl"  anggejproc^en  toirb.  S)ie  SRufl  ift 
alfo  ba§  S^^^ä^^c^  fä^  ^^^  SRid^töorl^anbenjein  ber  Sinl^eit. 
(SSerglei^e  Sinleitnng,  6.) 

6)  Sel^tfa^:  2)ie  S)ifferenj  iloeier  gletd^en  Qaf)Un 
ift  ber  SRuII  gleid^. 

§  6.    ®efe^e  bet  etfien  Stufe. 

Sel^rfä^e  über  bie  Slbbition  unb  bie  ©ubtraftion 
öon  ©ummen  unb  S)ifferenjen. 
aSeijpiele: 

(24  +  69)  -  14  =  (24  —  14)  +  69  =  10  +  69  ==  79 . 

(348 + 564) — 264 = 348  +  (564  -  264)  =  348  +  300  =  648 . 

79368  +  9836  — 9368  ==(79368  — 9368) +  9836  =  79836. 

I.  gormel:  (a  +  6)  —  c  =  (a  —  c)  +  6  =  a  +  (6  —  c). 

1)  Sel^tfn^:  (Sine  3^^!  loirb  öon  einer  Summe 
fubtral^iert,  tnbem  man  fie  öon  einem  ©ummanben 
fubtral^iert  unb  ju  ber  erl^altenen  2)ifferenj  ben 
(bejtt).  bie)  anberen  ©ummanben  abbiert. 

©urd^  Umfel^rung  ber  gormel  I,  b.  1^.  burd^  SSertaujd^ung 
beiber  Seiten  biefer  ©leid^ung,  gett)innt  man  ben  allgemeinen 
aritl^metijd^en  SluSbrud  ber  fotgenben 

2)  Sel^tfi^e:  «)  Sine  3^^!  &  tt^itb  ju  einer  S)ifferenj 
(a  —  c)  abbiert,  inbem  man  bie  3^^!  &  jum  SWinuen- 
ben  a  abbiert  unb  öon  ber  ent[tanbenen  ©umme  ben 
©ttbtral^enben  fubtral^iert. 


22  (Erfter  ^bfc^nitt.    ^le  natfitlid^en  ga^en. 

ß)  Ginc  2)iffcrcn j  (fc  —  c)  »irb  ju  einer  2^(x^i  a 
abbiert,  inbem  man  ben  äRinuenben  l  jnr  3^^^  ^ 
abbiert  nnb  öon  biefer  ©nninie  (a  +  6)  ben  ©ubtra^^ 
l^enben  c  fubtral^iert. 

2)ic  ScttJeife  für  bie.  SRid^tigfeit  ber  gormeln  bejto.  bie 
©efe^e  ber  ©ubtraftion  fü^re  man  mit  Senn|ung  beg  ^anpfe 
gefeleg  ber  ©ubtraftion  M=  S+  D. 

35eifpiele: 
(84  -  25)  -  14  =  (84  —  14)  -  25  =  70  -  25  =  45. 

(824  —  265)  -  324  =  (824  -  324)  —  265  =  500  —  265  =  235 . 

(1276-328)-548=1276-(328+548)=1276-876=400. 
IL  gorm^I:    (a  —  fc)  —  c  =  (a  —  c)  —  fc  =  rt  —  (&  +  c). 

3)  Sel^tfdi^:  Sine  3^^^  ^  ^^^^  ^^^  ^^^^^  ©ifferenj 
a  —  l  jnbtral^iert,  inbem  man  fie  entmeber  öom  Wx^ 
nnenben  fubtral^iert  nnb  Don  biejer  ©ifferenj  a  —  c 
ben  ©nbtral^enben  abjie^t,  ober  ben  3Äinnenben  nm 
bie  ©nmme  an§  bem  ©nbtral^enben  &  nnb  ber  3^^!  ^ 
oerminbert. 

SBenn  »ir  bie  ©leidjnng  (II)  öon  red^ts  nac^  linfg  lefen, 
fo  f priest  fie  folgenben  ßel^rfa|  ang: 

4)  Se^tfa^:  Sine  ©nmme  6  +  c  toirb  öon  einer 
3al^I  a  fnbtral^iert,  inbem  man  jeben  ©nmmanben 
fnbtral^iert. 

S)ie  in  öorftetienben  ßel^rfä|en  anSgef^jrod^cnen  SBal^r^eiten 
fönnen  in  einen  ©afe  jnfammengefa^t  xozxhtxi,  nämlid^  in  ben 

5)  $au|itfai^:  SSSenn  mel^rere  3ö^ten  abbiert  nnb 
fnbtral^iert  tt)erben  foUen,  fo  ift  bie  Sfteil^enfolge  ber 
D^jerationen  gleichgültig. 

S3eifpiele: 
(54—18)  +  (82— 28)=(54+82)— (18  +  28)=136— 46=90. 

(620— 64)  +  (330—76)=(620+330)— (64+76) 

=950—140=810. 

III.  gormel:  ^a  —  V)  +  (c  — d)  =  (a  +  c)  —  (&  +  (T). 

6)  Se]|rfa^:  3toei  ©ifferenjen  »erben  abbiert,  toenn 
man  öon  ber  ^yxvxxat  ber  SÄinnenben  bie  ©nmme  ber 


§  7.    laegtiff  ber  SD'iuItUjIifation.  23 

©ubtral^cnbcn  fubtra^icrt.    (S)icjc8  (Scfcfe  gilt  aud^  für 
mehrere  S)iffcrenjcn.) 
S3cif^)icle: 

72  — 29  =  72- (30  — 1)  =  (72 -30) +  1=42  + 1=43. 

165  —  99  =  165  -  (100  —  1)  =  (165  +  1)  —  100  =  66. 

IV.  gormcl:   a  —  (b  —  c)  =  (a  —  &)  +  c  =  (a  +  c)  —  6. 

7)  &e]|tfii^:  Sine  S)iffcrcnj  b  —  c  toirb  öon  einer 
3a]^I  a  jufttral^iert,  itibem  man  ben  SJiinnenben  b  Don 
ber  8ai)t  a  jubtral^iert  nnb  ju  ber  erl^aItenenS)ifferenj 
a  —  b  ben  ©ubtra^enben  c  abbiert,  ober  inbem  man 
öon  ber  ©nmme  an§  ber  ßal^I  unb  bem  ©nbtral^enben 
a  +  c  ben  2Rinnenben  b  fubtral^iert. 

B.    aiecl^nnngiJarten  jtt)eiter  ©tnfe. 

in.  ittulttplikatton* 
§  7.    begriff  bet  aRuItifiUIatiiin. 
Seifpiele: 

;;  +  ;;  +  ;;=  3  X  4. 

5  +  5  +  5  +  5  =  4x5. 
«  +  w  +  w  +  n  +  n  +  n  =  6xn  =  6n. 

5.^  +  5.^  +  5.^«=3x5.^  =  15.^. 

©inb  bie  leite  einer  ©umme  gteic^,  fo  Iä|t  fid^  bie 
3lbbitton8aufgabe  auf  eine  fürjere  833eife  barftellen  unb  be= 
red^nen.  äWan  fielet  ju,  »ie  oft  ber  gleid^e  ©ummanb  gefe|t 
ift  unb  öerbinbet  biefe  (abftrafte)  2fi^  mit  "btm  ©ummanben 
burd^  bag  3^^cn  X  ober  • ,  toeld^eiJ  ,,mar'  auggefprod^en 

totrb.  @ine  S^^t^^^^^^i^^i^^fl  ^^^^^  ^^^  3^^^^  Xt  ä-  83- 
3x6,  l^eifet  formelleg  ^robuf t.  S)ie  burd^  ein  ^robuft  an:= 
gebeutete  red^nerifd^e  D^jeration  nennt  man  3Jiu(ti^)Iijieren. 
®ine  3o^l  &  wit  a  multiplijieren  l^eifet,  b  fo  oft  aU 
©ummanben  fe^en,  aXi  a  Sinl^eiten  enthält.  9lad§  bem 
Segriffe  ber  SDiuItipIifation  ift  aljo: 

pX2  =  2  +  2  +  2  +  g  +  2 (pmal). 


14  d^per  ^bf^nitt.    2)ie  natürlichen  ga^len. 

SBenu^en  toir  jur  SSeranfc^auUc^ung  unb  Erläuterung  ber 
?lbbition  bic  Siulcitung  6)  angegebenen  natürlichen  Qa\j)Un^ 
bilber,  fo  i[t  j.  S.: 

5  +  3=-+  =  =8. 

§teraug  fliegt  folgenbe  S)efinition:  3^^^  3^^!^^  abbieren 
l^ei^t,  i^re  natürlid^en  3^^^^^!^^^  8^^  einem  einjigen 
vereinigen  unb  für  bag  erl^altene  3^^^^^^^  ^^^  ^^t- 
jprecfienbe  3^^^  f^l^n.  STOit  biefer  Definition  ift  bie  fol- 
genbe gleid^bebeutenb :  Sine  3^^^  ^  h^  einer  anbern  a 
abbieren  i^eifet,  eine  britte  Qa^l  finben,  bie  fo  öiet 
©inl^eiten  entl^alt  al§  bie  gegebenen  3^^^^^  jufamnien 
bar  [teilen.  S)ie  ju  abbierenben  3^^^^^  i)ti^tn  ©ummanben, 
$ßoften  ober  ©lieber.  2)a8  Srgebni«  ber  Slbbition  nennt  man 
Summe.  3n  ber  ©leic^ung  8  +  4  =  12  ]^ei|t  8  +  4  „for- 
meße  ©umme",  bie  3ö^t9^ö|e  12  bagegen,  »eld^e  ba§  Ergebnis 
ber  SRed^nung  anjeigt,  toirb  „xoxxtlx6)t  ©umme"  genannt.  2H8 
3eid^en  ber  Slbbition  bient  ein  ftel^enbeg  Sreuj  (+)/  toeld^e^ 
in  ber  gemöl^nlic^en  SRed^enfunft  „unb",  in  ber  allgemeinen 
?lrit^metif  aber  „plus"  auggefprocfien  tt)irb.  Sebe  3^^!^^' 
öerbinbung  burd^  ba§  3^^^^  +  ^^^^t  man  fd^Ied^ttt)eg  ©umme; 
bie  red£|nerifd)e  Strbeit,  todä)t  bie  formelle  ©umme  verlangt,  bie 
ber  ©umme  entfpredCienbe  Operation,  Reifet  Abbieren.  3n  ber 
Aufgabe  9  +  6,  allgemein  a  +  b,  fommen  brei  ®rö§en  in^^ 
betradCjt,  nämlidCi  iXoA  ©ummanben,  unb  bie  britte  ®rö|e,  bie 
©umme,  foQ  ermittelt  xotxhtn.  3ebe  ©umme  mu|  minbeftenä 
ätt)ei  ©lieber  entl^atten.  Seftel^t  biefelbe  aug  mel^reren  (gleic^^ 
artigen)  Seilen,  j.  35.  15+12  +  9  +  6,  fo  finb  bie  gegebenen 
Definitionen  ber  Slbbition  ebenfalls  giltig. 

§  3.    ®tttnbgefe^e  ber  Hbbition. 

aSeifpiele: 

12  +  8  =  20 ;        64  Jf  +  36  M  =  lOOM. 
5  3e^ner  +  8  einer  =  50  (Siner  +  8  (Sinet  =  58. 

1)  Siur  abftrafte  3^^^^^  ^^^^  gleid^artige,  b.  f). 


§  3.    (Sfrunbgefe^e  ber  ^bbitton.  15 

glcic^bcnannte  Qaf^Un*)  fihtncn  abbicrt  toerben,  im 
leiteten  gallc  i[t  bic  ©ummc  mit  t^rcn  ©liebem 
gleid^Benannt  S)enn  man  fann  nur  unbenannte  ober  gleic^^ 
benannte  einleiten  jaulen.  S)ie  SRid^tigfeit  biefeg  ©runbgefeleiJ 
liegt  aljo  im  85 e griffe  ber  S^^I- 
aSeifpiele: 


••.   4.   •        =   •        4-   ••• 


.    +   ..   =   ..   + 

6  +  4  =  4  +  6. 

SBetoeig  für  bie  SRicfitigfeit  ber  lefeteren  ©teid^ung: 

6+4=«+»+»+»+»+» 
+.+.+.+. 

®^  ift  nun  offenbar  einerlei,  an  toeld)er  ©teile  bie  Slbbition 
biefer  ©inl^eiten  beginnt.  9Jian  abbiere  nun  juerft  bie  ©in- 
l^eiten  ber  jweiten  8ieil^e  unb  öermel^re  ba§  ©rgebnig  um  bic 
©inl^eiten  ber  erften  SReil^e.  S)ie  Summe  beiber  JReil^en  ift 
offenbar  4  +  6.    SKit^in  ift:  6  +  4  =  4  +  6. 

2)  Se]|tfa^:  3Ran  fann  bic  ©ummanben  einer 
Summe   beliebig   öcrtaufd^en. 

3n  allgemeinen  Qt\ci)tn:   a  -^-1  =  1  '\'  a, 

S)iefe§  QJefe^  toirb  ba§  „©efe^  ber  SSertaufd^ung  ber 
©ummanben"  ober  ba^  SommutationSgefefe  genannt.  SBeil 
man  bie  ju  abbierenben  S^^tfl^öfeen  öertauf^en  barf,  begl^alb 
filieren  fie  ben  gemeinfdCiaftUd^en  Flamen  „©ummanben". 

aSeifpiele: 

10  =  10 
5=   5    S^cn  ©tric^  Iie§  „folglich". 

15  =  15. 

SUgemein:  a  =  h 

c  =  d  (abbiert) 

a  +  c  =  6  +  df. 


*)  htffto.  fotd^e,  bie  man  gleid^namig  machen  lann^  5.  S3.  6  Salute 
+  24  SKonate  =  6  Saläre  +  2  giol^re  =  8  3al§re. 


26  (^er  «bfc^itttt.    ^ie  natfltli^en  Sagten. 

4x5  = 

+  • 
+  • 
+  • 


4  +  4  +  4  +  4  +  4  =  5x4. 

®ie  in  bcr  „wagrcd^tcn"  5Rci^c  ftc^cnben  ^ßunftc  öctfmnlic^cn 
ben  STOuItipIifanbcn  unb  bic  in  bcr  ,,fcnfrcci^tcn"  JReil^e  ftcl^enbcn 
bcn  SJittltipIifator.     ©ämtlid^c  $ßunftc  geben  ben  SBcrt  be« 

^robufteg  öon  4mal =  4  x  5  an.    3n  jeber  fenfc 

redeten  Steige  Befinben  fid^  öier  ?ßunfte.  ®a  fünf  biefer  Steigen 
Dorl^anben  finb,  fo  erl^ält  man  burd§  Slbbition  bct  fenfted^ten 
JRei^en  bie  ©ummc  öon  4  +  4  +  4  +  4  +  4  fünften.  2)iefe 
©nmnte  aber  fann  man  fürjer  burd^  baiJ  ?ßrobuft  5x4  auS- 
brüdCen.  2)a  nnn  bie  in  ber  ©arfteönng  gegebene  ?ßunltjumme 
für  beibe  gäQe  ben  SBert  ber  ^robufte  angiebt,  fo  mu| 
4x5  =  5x4  fein.  Sn  berfclben  SBeife  Iä|t  fid^  für  jebeS 
anbere  5ßrobuft  mit  unbenannten  Qa^jlm  bie  3^Iäffi9^^tt  ^^^ 
SSertaufd^ung  ertoeifen,  man  fann  bal^er  allgemein  ab  =  ba  fe^en. 

4)  Wlitgefe^  bet  SKttUiiiHIatiDtt :  3n  iebem  ^robulte 
fann  man  SJiuItipIifanb  unb  SJiuItipIifator  miteinan^ 
ber  öertaufd^en. 

Sft  ber  SWuItipIifanb  eineg  ^robufte«  eine  benannte  QafjH, 
fo  mu§  man  bei  ber  SSertaufd^ung  feine  ^Benennung  bem  neuen 
äRuItipIifanben  beifefeen.  @o  ift  j.  S3.  64  •  6  ./^  =  6  •  64  c/^. 
S)a8  öierte  ©efefe  l^ei^t  „Äommutationggefefe  ber  SDiuIti- 
pUfation".  SSSeil  bie  SJiuItiptifation  aud^  bem  fommutatioen 
®efe§  untertt)orfen  ift,  fo  bejeid^net  man  bie  ^^^Ifl^ö^^n  in 
einem  ^robuft  mit  bem  gemeinfd^aftlid^en  Flamen  „gaftoren". 

©ntmidCelung  be§  SlffociationSgefe^eS  ber  äRuIti- 
plifation. 

aSeifpiel: 

3x(4x5)=      4x5=     5     +     5     +     5     +     5 

+4x5=  5+5+5+5 
+  4x5  =5     +     5     +     5     +     5 

S)ie  fenf  r.  »teilen  abbiert,  giebt  (3x5)  +  (3x5) + (3x5)  +  (3x5). 


§  8.    (I^rttnbgefe^  bet  9i{uIti|)Ufation.  27 

S)iefe  @utnme  entl^ätt  4  gleid^e  (Stieber,  toei^^atb  tt)ir  fie 
burd^  ba§  ^tobuft  4  x  (3  x  5)  bejeid^nen  tonnen.  ffiiJ  ift 
ballet  3x(4x5)  — 4x(3x5). 

5)  UffurüitiiinSgefe^:  (Sin  ^robult  n)irb  mit  einer 
3a]^I  multiplijiert,  inbem  nton  nur  einen  gaftor  mit 
ber  3^^^  ^^^  ^ö^  erl^altene  ^robuft  mit  bem  anbern 
^J(iftor  multi^)lijiert. 

Umfel^rung:  Sine  Qa^  wirb  mit  einem  ^robuft 
multiplijiert,  inbem  man  fie  juerft  mit  einem  gaftor 
unb  baS  erl^altene  $ßrobuft  mit  bem  anbern  goftor 
mnttiplijiert. 

3n  aDgemeinen  ä^^^en: 

ax{bxc)  =  (axh)xc  =  (axc)xh. 

^ux6)  SSerfnüpfung  beg  ÄommntationS-  unb  beiJ  äffocia« 
tionSgefefeeS  gelangt  man  ju  folgenber  praftifcfien 

6)  ^Httfitregel:  9Jian  lann  bie  ^oftoren  eineiJ  ?ßro^ 
bu!teS  beliebig  Dertaufd^en. 

gür  bie  STOuIti^jIifotion  gilt  ein  äl^ntid^eS  @efe|  toie  bei 
ber  SlbbitioU;  nämlid^: 

7)  Sellrfa^:  ©leid^eS  mit  ®Ieid§em  muttipliäiert 
giebt  @Ux^t^. 

SSenn   a==^a'  unb   h  =  b\  \o  ift  ah  =  ab\ 

SSeweiiJ.  SRad^  einem  ®runbfa|e  ber  ©rö^enlel^re  ift 
ab==ah.  S)a  mon  nad^  ber  SSorou^fe^ung  ouf  ber  redeten 
Seite  biefer  ©leid^ung  a'  an  ©teile  Don  a  unb  V  für  &  fefeen 
fann,  fo  mu§  ab-=dV  fein.  ®ie  Umfel^rung  lautet:  SBenn 
burd^  äRuItipIifation  jnjeier  ßal^Ien  mit  ixotx  gleii^en 
Saluten  gleiiie  JRefuItate  entftel^en,  jo  finb  erftere 
einanber  gleid^. 

SBcnn    &  ==  &' 

unb     ab  =  ab' 


jo  mu§    a  =  a    fein. 


28  (Elfter  m>\äfn\ü.    Xit  natdxlic^  ga^lett. 

8)  %nx  bie  äRuItipIifation  gilt  aud^  bai^  fogenannte  btftrt:: 
butiöe  ©cfcfe.  Um  bie  gormein  bcS  ©iftributiDflcfe^eg  fo  einfad^ 
alg  möglich  botäufteHen,  ift  eine  Übereinfnnft  borübcr  nötig^ 
tt)ic  SSerfnüpfungen  öon  Qaf)it)txhxn\>ünQtn  aufjufaffen 
finb.  2)a  xoii  gen^ol^nt  finb  t)on  ünfi^  nac^  red^ts  ju  jd^reiben 
unb  jn  lefcn,  fo  muffen  »ir  bie  ©enfoperationcn  in  berfelben 
SRic^tung  barfteßen  unb  ausführen,  a)  ©nt^ält  ba^er  eine 
ßa^Ienöerbinbung  (ÄuSbrudE)  ol^ne  klammern  SRed^en- 
jeid^en  einer  ©tufe,  jo  ift  ber  ®ang  bet  JRed^nung  ftetiJ 
Don  linfS  nad^  re^t§.  ©o  ift  j.  85.  12  —  8  +  5  = 
4  +  5  =  9.  b)  Kommen  bagegen  in  einem  flammet* 
lofen  ?lu§brud  Operationen  öerfd^iebener  ©tufc  öor, 
fo  mu§  bie  l^öl^ere  Operation  öor  ber  nieberen  aui8* 
geführt  tt)erben *)  (S§  ift  ba^er  4  +  3- 2  =  4  +  6  =  10; 
a  —  6  +  c-df  =  (a  —  &)  +  cd;  unb  a •  c  +  6 •  c  ift  gleid^* 
bebeutenb  mit  (a  •  c)  +  (fc  •  c). 

§  9.    Se^tfai^e  üUx  bie  SRuItipIitiitiiin  Unit  ^ummtn  unb 

Siffetenjen. 

3n  ber  SRaumlel^re  tt)irb  gejeigt,  bafe  man  ben  gläd^en- 
inl^alt  eines  SRed^tedES  finbet,  inbem  man  bie  gleid^namigen 
SJfa^jal^ten  öon  (Srunbfeite  unb  ^öl^e  muItipUjiert  unb  ba§ 
5ßrobuft  in  ber  entfpred^enben  gtäd^eneinl^eit  augbrüdCt.  SRennen 
tt)ir  bie  (Srunbfeite  eines  SRed^tedfS  AB,  bie  ^öl^e  AD,  fo 
bejeid^net  man  in  berJRaumleijre  baS  JRed^tedC  AB  CD  burc§ 
baS  ^robuft  AB  AD,  S)er  3ni)alt  be§  DuabrateS  »irb 
befanntlid^  erl^alten,  inbem  man  bie  2Ra§jai)I  einer  ©eite  mit 
fid^  felbft  öeröielfältigt.  (Sin  Ouabrat  AB  CD  tt)irb  bal^er  in 
ber  SRaumle^re  burd^  baS  5ßrobuft  AB  -  AB  =  AB^  augs 
gebrüdCt. 


*)@.  ©d&röbcr  nennt  in  feinem  „Sel^rbud^  ber  Slritl^metil"  biefc 
bciben  oufgefteHtcn  ©runbjäte  „bie  erftc  unb  jtoeite  (Sonbentton".  SBeibe 
finb  naä)  ?ßrof.  Dr.  ©toH,  „ SSorlcfungcn  über  attgemcine  'äxit^rnttiV, 
„frül^er  ju  wenig  bcad^tct  toorben".  Stnd^  in  ber  „Slufgabcnfammlung" 
unb  in  hen  „^rit^metifd^cn  Slufgaben  ncbft  Sel^rbud^  ber  SlriH^metil"  öon 
Dr.  ©arbe^  fmb  bicfe  ©runbfäfee  entl^altcn. 
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3ebe8  ©trcrfcns^ßrobult  aug  gtüei  gaf toten  AB  -  AD  fie^ 
beutet  in  bcr  SRaumtcl^rc  eine  ^läd^c,  unb  gnjar  ein  SHed^tcrf, 
beffctt  anftofecnbe  Seiten  bie  ©trcdEen  AB  unb  AD  ftnb.  3)a8 
$robuft  aus  ben  gleid^namigen  SKa^jal^Ien  biefer  ©trerfen  ftettt 
bagegen  eine  ßal^I,  eine  gläd^enja]^!*)  öor,  ttjeld^e  eben 
jo  öteic  Sinl^eitcn  barftctlt,  als  baS  SRed^tedE  gläd^en* 
einl^eiten  entl^ält  SBegen  biejer  Übereinftimmung  beS  ^ro= 
ivSit^  aus  bctt  ßängcnjatilen  jttjeier  ©tretfcn  mit  ber  Ral^I, 
toeld^e  bie  fjläd^eneinl^eiten  beS  auS  ben  ©tredEen  gebilbeten 
9led^tcrf8  ouSbrüdft,  lann  ein  ß^^t^^P^obuIt  an  ©teile  eines 
©trcdcnprobuIteS  unb  weiter  baS  entfpred^enbe  SRed^tedE  burd^ 
ein  gal^Ienptobuft  erfefet  werben.  SBegeid^net  man  bie  9Ko^= 
jal^Ien  für  ßänge  unb  ©reite  beS  SRed^tedES  allgemein  mit  ben 
ßal^Ienjcid^en  a  unb  h,  bie  ßänge  einer  Duabratjeite  mit  a, 
fo  brüdEt  baS  ?ßrobuft  al  ein  SRed^tedE  unb  boS  5ßrobuft  a-a^o? 
ein  Duabrat  auS.  Umgeleti'rt  unb  lonfequent  biefer  Sejietiung 
unb  aSejeid^nung  lann  ein  ?ßrobuIt  aus  jtoei  3^^^^^^  ^^  ^^^ 
SRed^tedE  unb  im  bejonbern  gaUe,  nömlid^  njenn  beibe  galtoren 
gteid^  finb,  als  bie  JRaumgrö^e  „Duabrat"  aufgefaßt  ttjerben. 

833egen  ber  öortiin  bargelegten  SBejiel^ung  jttjifd^en  bem 
5ßrobuft  aus  ben  2Ra§äaf)len  für  ßänge  unb  »reite  (^öt|e) 
eines  SRed^tedEeS  unb  biefer  SRaumgröße  felbft  ift  eS  Hat, 
"t^oSii  jebc  arittimetifd^e  SSerttjanblungSformel,  beten  ©lieber  nur 
aus  gtoei  galtoren  beftefien,  im  geometrifd^en©inne  gebeutet 
toerben  fann. 

a5eif|)iele: 

8  X  (54)  =  8  X  (50  +  4)  =  8  X  50  +  8  X  4 

=  400  +  32  =  432. 

5  X  378  =  5  .  (300  +  70  +  8)  =  1500  +  350  +  40. 


*)  3)ie  Sllainen  gfläd^ens  unb  Äör<)er5al^len  (§  14)  finb  ;p^t:^agorciyd^en 
Urf|)rung8  (b.  1^.  fle  ftammen  aus  ber  ©c^ule  ber  ^^tl^agoreer)  unb  beuten 
bie  SSerftnnltd^ung  burd^  glftd^e  unb  ^ör:per  an.  ^ie  (Srilörung  Don 
Släd^en«  unb  fthx)^txyo^fitXi  aI9  $robu!te  ber  ST^ag^al^Ien  ber  ^uSbel^nungen 
ber  entf:pred^enben  9laumgeBilbe  finbet  ftd^  bei  (Sullib  (VII,  16.  unb 
17.  Definition)  unb  S^l^eon  bon  ©nt^rna. 
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d^tfter  9[bfd^nttt    i)te  natflrli^en  Säulen. 


Öfifl.  1. 


ab 

ac 

I.  gortncl:    a  •  (6  +  ^)  =  «^  +  ö^- 

Um  biefc  gortnet  anfd^aulid^  unb  leidet  ju  bctoeifen,  jcid^ncn 
wir  ein  SUcd^tcrf,  bcffcn  ©runbfcitc  glcid^  bcr  ©unimc  t)Ott 
6  +  c  Sängcncinl^citen  unb  beffcn  ^öt|C  glcid^  a  Sängcncin* 

l^citctt  ift.  3^^^*  ^öu  nun  oug 
beut  Snbpunft  bcr  ©trccfc  a 
bic  ?ßarattclc  jur  ^öl^enfcitc, 
fo  enthält  baS  eine  Sfled^ted 
a<  ab  ac  offenbar  al  unb  \>Ci9>  anbere 

ac  fjläd^enetnl^eiten.  ®a  beibe 
?ßrobufte  ben  Snfialt  beg  ganjen 
' ^ ' ' ateci^tedEg  augbrüden,  fo  ift 

a(6  +  c)  =  a6  +  ac. 

1)  Se^rfa^:  Sine  ©umnte  wirb  mit  einer  3^^^ 
muttiplijiert,  inbem  man  jebe^  ®Iieb  ber  Summe  mit 
ber  3ot|I  multi|)üjiert  unb  bie  erl^altenen  Seitpro- 
bulte  abbiert. 

2)a  wir  in  jebem  Sfted^terf  ©runbfeite  unb  ^ö^e  mit^ 
einanber  öertaufd^en  lönnen,  fo  ift  aud^  Q>  +  c)  'a  =  ab  +  ac 
b.  ]^.  in  SBorten: 

2)  Sel^rfa^:  Sine  3ö^t  a  wirb  mit  einer  Summe 
6  +  c  multiplijiert,  inbem  man  bie  3^^!  ^i*  jebem 
©ummanben  muttiptigiert  unb  bie  entftanbenen  ?ßro* 
bulte  abbiert. 

3)  Sel^rfa^:  ^txU^i  man  einen  fjaltor  eines  ^ßro^ 
buIteS  in  eine  Summe,  multipligiert  jebeg  ®tieb  ber- 
felben  mit  bem  anbern  galtor  unb  abbiert  bie  einjelnen 
?ßrobuIte,  jo  ift  bereu  Summe  gleid^  bem  urfprüng- 
lid^en  5ßrobuIt 

eg  ift  }.  83. 
12x6  =  (5  +  4  + 3)6  =  5-6 +  4. 6 +  3. 6  =  30  + 24+ 18. 

SBeweig.  9lad^  bem  SommutationSgejefee  lann  baS  $ßro^ 
bult  12  X  6  bargefteüt  werben  burc^ 


r     - 


/* 
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a 


9 


d  f  h  c 

3n  bicfcr  3)arfteIIung  öcrfinnlid^t  bic  toagrcd^tc  Sftcttie 
al  «=  12  bcn  urfprüngüci^cn  SRuItipKIator,  ad  —  6  bcn  SKuItts 
plifanbctt  unb  bic  in  bcm  gelbe  aftcd  enttiattenen  fünfte  ftetten 
\itti  SBert  bei^  urjptünglid^en  ^robufteS  bar.  ße^tere^  befielet 
aber  aug  ben  gelbem  adfe  +  efgh  +  ^rÄftc.  SRun  üerfinn- 
Kd^en  bie  fenfred^ten  SReil^en  bei^  erften  gelbeg  bag  ?ßrobuft 

5  •  6 ,  baS  gtoeite  gelb  üeranf d^aulid^t  bai^  ?ßrobuIt  4  •  6  unb 
ba§  le^te  gelb  fteUt  baS  5ßrobuft  3  •  6  t)or.  S)a  bie  ©arftettung 
ba§  ganje  (urfprünglid^e)  ?ßrobuft  üerfinnlid^t,  fo  ift 

12x6  =  5.6  +  4.6  +  3-6. 

aSeifpiele: 
4x    99  =  4.(100  — 1)=  4.  100  —  4.1=    396. 
5  X  348  =  5  .  (350  —  2)  =  5  •  350  —  5  •  2  =  1740. 

II.  gorntel:    a(6  —  c)  =  al  —  ac, 

SB  e tu  ei  3.  Stn  nebenftetienben  SRed^tedE  üerfinnlid^e  bie 
©runbjeite  bie  ^Oi\)\  h,  ein  Xeil  berfelben  üeranfd^auüd^e  ben 
©nbtral^enben  c,  fo  ftettt  ber 
anbete  Slbfd^nitt  bie  S)ifferenj 

6  —  c  t)or.  3)aS  gange  SRed^ted 
fteat  bag  ?ßrobuIt  al,  bo§ 
Heinere  bog  ^robnft  ac  bar, 
nnb  bag  größere  öerfinnlid^t 
bag  5ßrobnIt  a(6  — c).  S)a 
bag  erftc  Sied^tedJ   gleid^  ber 


2fl0.  2. 


a  < 


l  —  c 


©ifferenj  beg  ganjen  Sfted^tedEeg  nnb  beS  Heineren  ift,  fo  ift 

a(6  —  c)  =  a6  —  ac. 
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(Srfter  9[bf(^mtt.    i)ie  natürltd^en  Säulen. 


4)  Sel^tfa^:  @inc  3)iffcrcnj  toirb  mit  einer  ^a^l 
tnuUipIijiert,  inbetn  man  fottjol^l  ben  SRinuenben  al8 
ben  ©ubtral^enben  mit  ber  Qa^l  multiplijiert  unb  bag 
leitete, 5ßrobuIt  Dom  erfteren  fubtral^iert 

®nrd^  SSertaufd^nng  t)on  ©runbfeite  unb  ^öl^c  crl^alten 
tüxx  bie  (Sleid^ung  (6— c)  *  a  =  ab  —  ac. 

5)  Sel^tfa^:  Sine  Qaf)l  a  n)irb  mit  einer  ©iffercnj 
b  —  c  multipliziert,  inbem  man  öom  ?ßrobuIt  au§  ber 
3a^I  unb  bem  SRinuenben  bag  ^robuft  auö  ber  3^^^ 
unb  bem  ©ubtratienben  fubtral^iert. 

6)  a)  Weil^teilfa^:  9led^te(!e  Don  gleid^er  (Srunbfeite 
unb  t)erf(i^iebenen  ^öl^en  njerben  abbiert  ober  fubtra- 
liiert,  inbem  man  bie  ©runbfeite  unöcränbcrt  lä^t 
unb  bie  §öt|en  abbiert  ober  jubtra^iert. 

SettjeiS.  3)ie  SRid^tigleit  ber  erften  geometrifd^cn  SSäal^r- 
l^eit  fpringt  fofort  in  bie  Slugen,  wenn  man  bie  bciben  Sfted^tedEe 


b  +  c 


Sifl.  8. 

/ 

Srifl.  4. 


6 


a 


a 


mit  ber  gemeinfamen  (Srunbfeite  aufeinanber  je|t.   SRan  erl^ält 
bann  ein  SHed^tedE  mit  ber  ©runbfeite  a  unb  ber  ^öl^e  Q>+c) 

(Sig.  3). 

3Äan  fubtral^iert  ba§  SHed^tedE  a-c  öon  bem  SRed^terf  ab, 
inbem  man  bie  ^öf)e  c  auf  ber  ^öl^e  b  beS  einen  SRed^tedS  ab- 
trägt  unb  burd^  ben  erfjattenen  Snbpunft  bie  parallele  jur 
©runbfeite  jiel^t.  ©d^neibet  man  nun  \^a%  SRed^tedE  ac  öom 
SRed^tedE  ab  ab,  fo  bleibt  ein  SRed^tedE  mit  ber  (Srunbfeite  a  unb 
ber  §ö]^e  b  —  c  übrig  (gig.  4).    e§  ift  bal^er 

III.  gormel:    ab^^2<^G  =  «(6  +  c)- 
S)er  entfpred^enbe  Sel^rfafe  au§  ber  ßal^Ienlefire  lautet:   . 
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ß)  Vtitl^itietifii^et  Sel^tfaj;:  ^robufte,  bie  einen  gleid^en 
fjaltor  l^abcn,  njcrbcn  abbicrt  (fubtral^iert),  inbem 
man  bie  ©untme  (©ifferenj)  bcr  nngleid^cn  galtoren 
mit  bcm  gleid^en  galtor  mnltiplijiert. 

®ie  SRid^tiglcit  beg  tcfetercn  Se^tfafeeS  ergiebt  fid^  oud^ 
burd^  bie  Umfel^rungen  bcr  gormein  I  unb  IL  —  3)ic 
Bereinigung  öon  ?ßrobuften  mit  gleid^en  galtoren  nennt  man 
iai  ^craugfd^reibcn  (^crausfefeen)  beg  gemeinfd^aftüci^en  gaftorg. 

Slnmerlung.  S)er  Sied^tecffafe  6a  lann  aud^  jttJcdEs 
mä^ig  in  folgcnber  SBeife  au8gefprod^en  werben: 

S)ergläd^eninl^alt  mel^rererSied^tccIc  öon  glcid^er 
^öl^e  unb  öerfd^iebencn  ®runbfeiten  ift  glcid^  einem 
einjigcn  Sficd^tcd,  ha^  bie  Summe  ber  ©runbjeiten 
aU  ©runbfeite  unb  bie  gemeinfd^aftlid^e  ^öf)e  jur 
^öl^e  ^at 

3n  ber  bcred^nenben  SRaumtel^re  bietet  fid^  mand^mal 
©elegenl^cit,  öon  biefem  Sel^rfafee  nüfetid^e  Slnttjenbung  ju 
mad^en. 

Sefanntlid^  finbet  man  bie  (Srö^c  ber  ©eitcnfläd^en  eineg 
gcraben  ?ßri8ma8,  inbcm  man  jcbe  eingelne  ©eitenfläd^e  be- 
ted^nct  unb  beren  Snfiaftc  abbiert.  SRan  gelangt  fürjer  jum 
3iete,  toenn  man  auf  (Srunblage  be§  üorftel^cnben  Set|rfa|e3 
bie  Sftegel  benufet:  Umfang  (be8  ?ßriSmag)  mal  ^ö^e. 

3)er  Sel^rfofe  6/3  ift  offenbar  aud^  bonn  gültig,  menn 
txn  ^attox  be8  ^robufte^  ein  Srud^*)  ift,  fo  ift  j.  93. 

Allgemein  ift: 

S)euten  ton  biefe  lefetere  anal^tifd^e gormel  geometrifd^, 
inbem  n)ir  bie  ?ßrobuIte  a  •  ~  unb  a  •  |^  toegen  il^rer  Slna^ 


*)  3)a  l^ier  Don  einem  S3rttd^e  bie  9lebe  ift,  fo  gel^ört  baS  gfolgcnbe 
bcr  ^Tnmerfung  eigentUd^  nid^t  in  biefcn  ^bfd^nitt.  ^xxx  ber  innern  SScr« 
toanbtft^aft  biegen  l^aben  toir  bad  gfolgenbe  l^iet  erörtert. 

@(^  filier,  9(Tit1)ntetir.  3 


34  (Sxper  9[b{d^nttt.    i)ie  natfirU^en  S^^P- 

logte  mit  bcr  Snl^altöf ortncl  bc3  S)reicdÄ  J=  g-  afe 

ßeid^cn  für  ©rcierfc  auf f äffen,  ^o  crl^attcn  toir  bcn  ©a^: 

®ie  Snl^altc  tncfircrcr  SJrcicdc  öoti  gleid^cr  ^öl^e 
unb  üerfd^icbencn  ®runbfeitcn  finb  glcid^  einem 
eingigen  3)reiedE,  beffen  ©runbfeite  bie  ©umme  jener 
©runbfeiten  ift  unb  bag  biefelbc  ^öl^e  l^at.  Unb  man 
ert|äItben®efamtin]^aItmel^rererS)reiecIet)on9lei^er 
©runbfeite  unb  öerjd^iebenen  ^öl^en,  inbem  man  bie 
gemeinsame  ©runbfeite  mit  ber  Summe  ber  $öl^en 
multipligiert. 

%\xä)  biefe  beiben  ©ä^e  fönnen  mit  SSorteil  in  ber 
Sftaumlel^re  benu^t  toerben.  3)er  erfte  j.  83.  bei  Sntmidelung 
be§  SSerfafirenS  jur  SBered^nung  beS  Xrapege«.  @Ä  jcien  bie 
SKa^Xö^I^^  ^^^  ?ßaraMjeiten  eineg  IrapejeS  9  m  unb  6in 
unb  il^r  Äbftanb  betrage  5  m.  ^txltQt  man  bai  %xapti 
hnxä)  eine  3)iagonaie  in  3)reierf^  unb  abbiert  bereu  Snl^alte^ 
jo  l^at  man: 

e7=9x^  +  6x^. 

^nxä)  Slnttjenbung  be^  2ef)rfa^eg  6/3  ergiebt  fid^  fofort: 

e7=(9  +  6H  =  15.^ 
Städ^eneinfieiten. 

S)er  jttjeite  Sel^rfa^  lann  bei  SBered^nung  unregelmäßiger 
SSieredEe  (SJielede)  2lntt)enbung  finben.  Xeitt  man  ein  un* 
regelmäßige^  SSierecf  burd^  eine  3)iagonaIe  in  S)reiede  unb 
betrad^tet  bie  3)iagonaIe  ate  bereu  gemeinfame  ©runbfeite,^ 
jo  l^at  man,  le^tere  jur  Sürje  mit  d  unb  bie  ^öf)en  bet 
3)reiedEe  mit  h^  unb  Äg  bejeid^net: 

a3eifpiete  (jum  folgenben  Sel^rjafee): 
24x15  =  (20 +  4).  (10 +  5)  =  20. (10 +  5) +  4.  (10 +  5) 
=  20  .  10  +  20  .  5  +  4  .  10  +  4  .  5. 

IV.  gormel:    (a +  b)  ^  (c  +  d)  =  a{c  + d) +  b(c  +  c[) 

=  ac  +  ad  +  6c  +  bd. 
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5ifl.  5. 


( 


ad 

hd 

ac 

hc 

a 


SBctocig.  %a%i  man  bic  Summen  a  +  6  unb  c  +  d  (üf^ 
SKa^jal^Icn  bcr  ®runbfcitc  unb  ^ö^c  eines  JRed^tedEeg  auf, 
ftettt  le^tereS  bar,  unb  jiel^t 
burd^  bie  Snbpunite  ber 
©treden  a  unb  c  ?ßaraMen 
ju  ben  ©egenfeiten,  jo  "ott^ 
ftnnttd^en  bie  entftanbenen 
Sfied^terfe  bie  ?ßrobufte  ac, 
ad,  hc  unb  Id,  njeld^e  gu* 
jammen  bag  ?ßrobuft 

(a  +  6)  .  (c  +  d) 
bilben. 

7)  Sel^tfaj;:  Stoei  Summen  werben  miteinanber 
multiplijiert,  inbem  man  jebeS  (Stieb  ber  einen  mit 
jebem  ©liebe  ber  anbern  Summe  muttiplijiert  unb  bie 
erl^altenen  leüprobufte  abbiert. 

SBeifpiete: 
(20  +  5)  .  (30  -  2)  =  20  .  (30  —  2)  +  5(30  —  2) 

=  (20  .  30  +  5  .  30)  -  (20  .  2  +  52). 

V.  gormel:    {a  +  1)  -  {c  —  d)  =  a{c  —  d)  +  l{c  —  d) 

=  {ac  +  6c)  —  {ad  +  hd) . 

SBettjeiS.  3m  nebenftel^enben  SHed^tecf  üerfinntid^e  bie 
©runbjeite  bie  Summe  a  +  6  unb  bie  §öf)e  ben  SRinuenben  c 
ber  3)ifferenä  (c  —  d).  Xrägt 
man  auf  c  eine  Strerfe  =  d 
ßängeneinl^eiten  (A  unb  jiel^t 
burd^  ben  Snbpunft  ber 
Strede  d  bie  ?ßarallele  jur 
©runbfeite,  fo  üerfinntid^t 
baS  untere  SRed^ted  ba^  ^ßro- 
bult  {a  +  h)'{c  —  d)  unb 
bag  oBere  Sfted^ted  üeran- 
fd^aulid^t  ba8  ?ßrobuft  (a  +  6)  •  d.  S)a  man  bag  untere  Sied^ted 
erl^äit,  wenn  man  ba^  obere  abfd^neibet,  fo  ift  {a  +  h)  -{c  —  d) 


Sifl.  6. 


Cl 


(a  +  6)  • 

d 

(a  +  fe)  .  (c 

-d) 

d 

1 


a 
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(Stfter  Slbfd^ttüt.    ^e  naturalen  Sa^Itn. 


=  (a  +  6)c  —  (a  +  6)d.     SWit  Äntocnbung  bct  fjormct  I 
auf  bie  redete  ©citc  bicfcr  ©leid^ung  jtnbet  man 

(a  +  &)  •  (c  —  d)  «=  ac  +  ^^  —  (öfrf  +  ^^• 

8)  Sel^tfa^:  @ine  S)ifferen2  loirb  mit  einer  Summe 
multtplijiert,  inbem  man  t)on  ber  Summe  ber  ^ro? 
bulte  au3  jebem  ©ummanben  unb  bem  SRinuenben 
bie  @umme  ber  ^robulte  auj^  bem  @ubtral^enben  unb 
jebem  ©ummanben  fubtrai^iert. 

S)a  tt)ir  in  obigem  SRed^ted  ©runbfeite  unb  ^öl^e  t>tx^ 
taufd^en  lönnen,  \ox\t  (c  —  d){a  +  V)  =  ac  +  hc  —  (ad  +  6c) . 
S)iefe  gormel  ]pxxä)t  einen  Sel^rfafe  über  SKuttipIifation  einer 
Summe  mit  einer  3)ifferenj  aus. 

Seifpiele: 
(48  —  2) .  (99  —  1)  =  48 .  (99  —  1)  —  2(99  —  1)  nac§  ße^rfa|  4. 

«4899  — 48.1  — (2-99  — 2.1) 
=  48.99  +  2.1— (48. 1  +  99. 2)  nad^§6,7. 

3n  allgemeinen  ßal^Ien: 

(a  —  h)  '  (c  —  d)  =  a{c  —  d)  —  6(c  —  d) 

=  ac  -{-bd  —  (ad  +  bc). 

SBetoei».  2Kan  bilbe  ein  Sfted^tecf,  beffen  ©runbfeite  bie 
Sifferenj  a  —  6  unb  beffen  ^öf)e  bie  ©ifferenj  c  —  d  üer« 

anfd^aulid^t  (fiel^e  neben- 
ftel^enbe  ^igur).  S5ag  ganje 
aiec^ted  ftem  bag  ?ßrobuft 
ac  bar,  bag  mit  II  bejeid^* 
nete  Sfied^tecf  öerfinnlid^t  baS 
?ßrobuft  bc  unb  »ied^tccl  III 
Deranfd^aulid^t  bai^  ^robuft 
(a  —  6)  •  d.  man  erl^ätt 
nun  offenbar  baS  SRed^ted  I, 
wenn  mon  öon  ber  ganjen  fjigur  bie  mit  II  unb  III  bejeid^* 
neten  SHec^tedEe  abtrennt,  b.  ^. 

(a  —  b)  '  (c  —  d)  ^==^ac  —  (a  —  b)d  —  bc 


Siß.  r. 


c< 


III     (a      6)  •  d 

{bd) 
bc 

n 

{a-h)-{e-d) 
I 

. 

V 


a  —  b 
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ober,  ha  (a  —  b)d  ^=^  ad  —  Id, 

VI.  fjonnci:    (a  —  6)  •  (c  —  d)  =  ac  +  6ci  —  (ad  +  hc). 

9)  Sel^tfai^:  Sine  3)ifferen}  tüirb  mit  einer  S)iffes 
renj  muttipligiert,  inbem  man  jebe«  ®\\t\>  ber  einen 
mit  jebem  ©liebe  ber  anbern  S)ifferenä  muttiplijiert 
unb  t)on  ber  @nmme  ber  ^robufte  axx^  ben  betben 
SRinuenben  nnb  auÄ  ben  beiben  ©nbtral^enben  bie 
Summe  ber  ?ßtobuIte  avii  je  einem  STOinuenben  unb 
einem  Subtral^enben  fubtral^iert. 

STug  ben  Se]^rfä|en  7,  8  unb  9  ergiebt  jtcl^  für  ho& 
praftifd^e  Sfted^nen  folgenbe 

10)  ^au^ttegel:  SBeftel^en  bie  galtoren  eine«  ?ßros 
buIteS  aug  mel^reren  Seilen,  mögen  fie  abbitte  ober 
fubtraftiü  mit  einanber  t)erbunben  fein,  fo  mu|  man 
mit  jebem  einjelnen  Seite  beg  einen  goftorg  an  allen 
©liebem  beg  anbern  bie  STOuItipIilation  üolljiel^en 
unb  bie  erl^altenen  Seilprobufte  burd^  Slbbition  }u 
einem  Sotalprobufte  öerbinben,  ba  ba8  ©anje  ftet« 
feinen  Seilen  jufammengenommen  gteid^  fein  mu§.  3)ie 
Seilprobulte  au§  ben  ©liebern  mit  gleid^en  SSorjeid^en 
»erben  abbitiö;  bagegen  finb  bie  5ßrobuIte  ber  ©um- 
manben  mit  ungleid^en  SSorseid^en  fubtraltiö. 

IV.  S^itriftorn« 

§  10.  »üvliereitttitg. 
5Rad^  §  7  ift  ber  @inn  ber  Aufgabe  3-4  auf  unfere 
gra^)]^ifd^e  Stbbitbung  ber  natürtid^en  3^^^^^^^^^^  fibertrogen: 
man  foö  üom  Siuttpunlt  aug  breimal  um  eine  ©d^rittlänge 
öon  öier  Sängen  t)orn)ärtSfd^reiten,  tooburd^  man  ben  mit  12 
bejeid^neten  ?ßunft  ber  Sarftettung  erl^ält.  3m  Änfd^Iu^  fjieran 
lönnen  wir  yxni  umgelel^rt  bie  grage  üortegen:  ttjenn  man  üom 
?ßunlt  12  au8  in  brei  gleid^en  ©d^ritten  an  ben  Slnfanggpunft 
gelangen  tt^iO,  n^ie  gro|  mu|  man  alsbann  bie  @d^ritt^ 

iänge  nel^men? S)ie  Söfung  biefer  Slufgabe  verlangt,  ba^ 

tt)ir  bie  ©tredte  0,12  in  brei  gleid^e  Seile  jerlegen.   Sin  fold^er 


38  durftet  »id^nitt.    2)ie  natürlid^en  gal^ten. 

Seit  umfo^t  offenbar  4  Sängen,  b.  1^.  bic  gefud^te  ©d^rittlängc 
ift  öier  ©tredEen  gleid^. 

SBir  lönnen  auS  obiger  2RuIttpHfatton8aufgabc  ferner  bie 
Slufgabe  ableiten:  n)ie  oft  mu|  man  öon  beni  bie  gal^I  12 
öerftnnlid^enben  $unlt  au«  um  einen  ©d^ritt  gteid^  4  Sängen 
rüdEmärtgfd^reiten,  um  ben  SBSeg  öon  12  bi8  0  jurüdEjuIegen 
ober  ben  SRuüpunft  ju  erreichen?  SBSir  erl^alten  offenbar  bie 
Sin  ja  1^1  ber  .gefud^ten  ©d^ritte,  inbem  tt)ir  bie  gegebene  ©d^ritt^^ 
länge  auf  bie  ©trede  12,0  fo  oft,  alg  e8  angelet,  abtragen, 
ober  jätilen,  tok  oft  tt)ir  bie  erfterc  t)on  ber  lefeteren  ©tredJe 
fubtral^ieren  fönnen.    2)iefeg  SSerfal^ren  l^ei^t  „SÄeffen". 

§  11.    begriff  bet  SiHifiiiit. 

3)ie  ©leid^ung  4  •  6  =  24  ift  nad^  btm  SBegriffe  ber 
2KuItipUIation  eine  Slbfürjung  für  6  +  6  +  6  +  6  =  24, 
toeld^e  fagt:  bie  3^^^  24  ift  eine  ©umme  au«  4  leiten,  t)on 
toetd^en  jeber  gteid^  6  ift.  SBenn  nun  umgefel^rt  bag  ^robult 
24  unb  bie  Slnjal^t  ber  leite  (4)  gegeben  finb,  fo  fönnen  tt)ir 
nad^  ber  ©röfee  eines  XeiteS  fragen.  ©e|en  tt)ir  bie  gefud^te 
ßal^t  gteid^  x,  fo  mu§  4  •  rr  =  24  fein.  S)iefe  Slufgabe  fül^rt 
ung  auf  eine  neue  SRed^nungSart,  bie  3)it)ifion. 

S)it)ibieren  l^ei^t  junäd^ft  aus  bem  ?ßrobufte  jtoeier 
ßal^ten  unb  bem  SRuttiptifator  ben  SRuttiptilanben 
finben.  —  Sei  ber  Slufgabe  6  +  6  +  ••••  =  24  lann  man 
aber  aud^  nad^  ber  Slnjal^t  ber  gteid^en  Seite  ober  mit  SBe- 
jiel^ung  auf  bie  ©tcic^ung  4  •  6  =  24  fragen:  toie  oft  mu^ 
man  ben  SRuttiptifanben  6  fe|en,  bamit  baS  toirltid^e  ^robult 
24  fierauSlommt?  aSejeid^nen  toir  btn  gefud^ten  SKultiplifator 
mit  Xf  fo  mu^  offenbar  rr  •  6  =  24  fein.  3)ie  Söfung  biefer 
Slufgabe  füfjrt  unS  ebenfatts  auf  bie  S)it)ifion.  3n  biefem 
fjatte  toirb  ba«  S)it)ibieren  atg  SKeffen  erftärt;  eS  ift  nämti^ 
gu  unterfud^en,  tok  oft  ber  2KuttiptiIanb  6  im  ^ßrobulte  24 
entl^atten  ift.  S)it)ibieren  l^ei^t  bal^er  aud^,  au8  bem 
^robufte  gnjeier  ßal^ten  unb  bem  äRuttiptilanben  ben 
SRuttiptifator  ermitteln.  3)ie  2)it)ifion  umfaßt  atfo  jwei 
befonbere  %äUt,  toetd^e  in  bie  Operationen  beS  leiten«  unb 


§  11.    begriff  bei  i)U)ifion.  39 

bei^  9ßef  jeni^  ober  (Entl^altenfeini^  unterjd^ieben  toerben.  2)te 
^luffaffung  ber  3)it)ifton  ate  SWcffcn  ift  in  ben  fjättcn  unöer» 
mciblid^,  wo  bic  gegebenen  S^^Icn  entweber  gleid^  benannt  ftnb 
ober  bod^  auf  gleid^e  Benennung  gebrad^t  werben  fönnen.  S)er 
@inn  ber  Stufgaben  2QJl\A:Jl  ober  4  ..^  :  25  a  lann  nur 
biefer  fein :  gu  unterf ud^en,  wie  oft  4  ..^  (baS  2Ro§)  in  ber  ju 
uieffenben  ®rö§e  20..^,  25  a  in  ^Jl,  fteden  ober  entl^  alten 
ftnb.  (SScrgieid^e  SRr.  4  ber  ®runbgefefee.)  gür  ba«  @rgebni8 
ber  Sftcd^nung  ift  eg  einerlei,  ob  man  bie  S)it)ifiott  ate  leiten 
ober  ate  SKeffen  auffaßt. 

3tug  SSorftel^ettbeni  ergiebt  fid^  offenbar,  ba§  bic  S)it)ifion 
nid^tS  anbereg  al§  bie  Untfel^rung  ber  aÄuIti|)üIation  ift.  ®a 
nac^  beut  ÄomntutationSgefefec  ber  SRuItipIilation  a  •  6  =»  6  •  a 
ift,  fo  ift  cg  bei  unbenannten  3o^ten  einerlei,  ob  man  ben 
SKttltipIilator  ober  ben  2RuIti|)IiIanben  ate  bie  ju  fud^enbe 
@rö§e  betrad^tet.  3n  biefem  gatte  lann  otfo  in  ben  ©leid^ungen 
j.a;  =  a?  •  6  =  a  ber  unbelannte  gaftor  x  burd^  eine  Dpera= 
tion,  ba§  Seilen,  ermittelt  werben.  Äud^  bei  Slufgaben  ber  Slrt 
20JC:4J[  x^t  ftetS  ein  fjaftor  ju  fud^en,  nämlic^  ber  SKuIti^ 
püfator.  3)ie  SJiöifion  lann  ba^er  allgemein,  b.  t|.  fo,  bo§  fie 
bie  beiben  Operationen  beg  leitend  unb  be8  SKeffenö  einfd^Ue^t, 
auf  folgenbe  SBeife  befiniert  werben:  S)it)ibieren  l^eifet,  au§ 
bem  ?ßrobutte  jweier  Qa^Un  unb  einem  befannten 
galtor  ben  unbelannten  5^'ftor  finben. 

gormel  I:    (a-6)  :6  =  a. 

3)a8  gegebene  ^robuft  a  erl^ält  nun  ben  SRamen  S)it)i= 
benb,  ber  belannte  gaftor  b  wirb  gum  ©iöifor  unb  ber  ge^ 
fud^te  gaftor,  ba8  (Srgebnig  ber  S)it)ifion,  l^eifet  Duotient. 
3ur  aSejeid^nung  ber  3)it)ifion  bient  ein  S)oppeIpunIt  ober  ein 
wagcred^ter  ©trid^,  ©iöifiongs  ober  SBrud^ftrid^  genannt.  3)er 
Quotient  ber  ©leid^ung  rr  •  6  =:  24  wirb  burd^  24 : 6,  ber 

©leid^ung  X'b  =  a  burd^  a :  6  ober  y  (gelefen:  „a  biöibiert 

burd^  b",  ober  lurj  „a  burd^  6")  bejeid^net.     S)ie  3)iöifion 
f,b  in  a"  fd^reiben  wir  b-^a.    Samit  ber  Duotient  a :  b  eine 


natürüd^e  3a]^(  bejeid^net;  mu^  a  ein  Stelfad^eiS  t)on  &  fein;  im 
anbeten  %oSit  gel^t  bie  S)it)ifion  nid^t  anf  nnb  e8  6(eibt  ein  9left 
@e^t  man  in  ber  ©leid^nng  x-l^^a  an  ©teile  üon  o? 
ben  S35ert  a:h,  fo  öemanbett  jid^  biefelbe  in  bie  folgenbe 

gormel  II:    y  •  6  =  «• 

S)iefe  S)efimtiongformeI  tautet  in  SDSorten:  ffiine  Sol^I  a 
burd^  eine  gleite  h  biöibieren  l^ei^t  eine  britte  ßa^I 
a  :  6  finben,  bie  mit  ber  gleiten  mnliiplijiert  bie 
erftere  jum  ?ßrobufte  giebt. 

§  12.    ®tttitbgefe^e  bet  SiHifiM. 

1)  ®er  S)it)ibenb  mu^  gteid^  fein  bem  ^robult 
au8  bem  Duotienten  unb  bem  S)it)ifor  (Solgetung  au2 
ber  S)cfinitiongformeI:  (a:6)-6  =  a).  JBejeid^net  man  ben 
Siöibenben  mit  D,  ben  3)iöifor  mit  d  unb  ben  Duotienten 
mit  Qf  jo  l^aben  \o\x  bie  ©runbformel: 

D=Q'd. 

2Kan  benu^t  biefe8  ®efe^  jur  SBered^nung  ber  Unbelannten 

X  in  ©teid^ungen  folgenber  gorm:  -^  =  6;  Söfung:  x^=^ah. 

(Steid^ung:  g  =  15;  Söjung:  rr  =  12  •  15  =  180. 

S5ie  ©runbformet  D  =  Q*d  bietet  ferner  ein  3ÄitteI  jur 
^Prüfung  ber  SRid^tigfeit  einer  auggefül^rten  S)it)ifion. 

S)ie  (Sleid^ung  (a :  6)  •  6  lä^t  aud^  folgenbe  S)eutung  ju: 

Sine  ßal^I  a  bleibt  ungeänbert,  njenn  man  fie 
burd^  eine  ßol^I  biöibiert  unb  mit  berfelben  ßal^t 
multiplijiert. 

3)ie  erfte  ©efinitiongformel  ber  S)iöifton  (a  •  6) :  6  =  a 
ift  aud^  ber  SlugbrudE  be^  folgenben 

2)  (Sefefeeg:  Siöibiert  man  ein  ?ßrobuIt  a-6  burd^ 
einen  feiner  gaftoren,  fo  erfjält  man  ben  anbern. 

2Rit  ^ilfe  biefeö  ©efefeeS  fonn  man  ben  unbelannten 
galtor  X  eineg  ^robufteS  finben,  alfo  bie  Unbefannte  x  in 
©leid^ungen  t)on  ber  ^Jorm  a  •  a;  =  6  beftimmen.  (£ä  ift  näm^ 
ttd^  ä;  =  6:  a. 
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i^olgerung:  (Sine  3^^^  ^  Bleibt  ungeänbert,  loenn 
mati  fic  mit  einer  Q(if)i  b  multipligiert  unb  burd^  bie- 
jelbe  3^^I  biiibiert.  SWtttti|)Iifation  unb  S)it)ifion  mit 
berfelben  Qa^  an  einet  anbem  t)onjogen  lieben  jtd^  gegenfeitig 
auf;  beibe  finb  einanber  entgegengefefete  9led^nungÄt)erfat|ren. 

ÄuS  ber  ©teid^ung  (a :  6)  •  6  —  a  folgt  nad^  bem  jttjeiten 

®efe|e: 

a  :  (a :  6)  =  6 

b.  1^.  in  SaSorten: 

3)  ®it)ibiert  man  S)it)ibenben  burd^  ben  Duo^ 
tienten,  fo  erl^ält  man  ben  S)it)ifor. 

S)ie  Siid^tigleit  biefeg  ©efe^e«  ergiebt  fid^  and^  nottoenbig 
auj^  bem  ^ommntationi^gefe^e  ber  äRnltipIilation,  nnb  bem 
®efe^e:  3Kan  lann  SKnItipKIanb  nnb  SRuItipüIator  miteinanber 
öertaufd^en,  entf|)rid^t  bag  (Sefefe:  3n  ber  ©leid^ung  a:b  =  c 
lann  man  Dnotient  nnb  3)iöifor  miteinanber  üertanfd^en.  — 
2Rit  3tntt)enbnng  be«  lefeteren  ®efefee8  fann  man  ben  unbe* 
tonnten  3)iöifor  x  einei^  Dnotienten  in  ©leid^nngen  t)on  ber 
gorm:  a :  a?  «==  6  bered^nen.  Söfnng:  x  =  a:b.  ©leid^nng: 
84  :  a;  =  7;  Slnflöfung:  a;  =  84  :  7  =  12. 

3)a  nad^  bem  britten  ©rnnbgefefee  ber  SRuItipüIation  nur 
ber  SUinttipIifanb  eine  benannte  3^^^  f^i^  barf  nnb  in 
biefem  %a\lt  ^robnft  nnb  SRuItipIifanb  gleid^e  Benennung 
l^oben,  fo  lann  bie  an8  ber  ©feid^nng  4:5Jl=^20Jl  l^er- 
geleitete  Slufgabe  ber  2)it)ifion  20J(:5J(nvLx  biefe  Änffaffnng 
jnlaffen:  toit  oft  mu|  man  6JC  alg  ©ummanb  fefeen,  bamit 
bie  Summe  20  Jl  l^eraugfommt,  ober  wie  oftmal  finb  5J( 
in  20  JC  entl^alten?  S3ei  Stuf  gaben  biefer  Art  toixb  olfo  nad^ 
bem  SRuItipIilator  gefragt  unb  ber  Dnotient  mu|  ftetS  eine 
nnbenannte  3^^^  f^ii^- 

4)  @inb  S)it)ibenb  unb  ©iöifor  benannt,  fo  muffen 
beibe  gleid^e  Benennung  l^aben,  bejtt).  gleid^namig  ge- 
mad^t  »erben  fönnen,  unb  ber  Dnotient  ift  immer  eine 

reine  3^^^- 

Slrten  ber  Aufgaben.  S)ie  3)imfion  umfaßt  folgenbe 
brei  Arten  t)on  Aufgaben: 


42  ^er  «[bf(^ttt.    2)te  natfirfti^  Sohlen. 

a)  2)it)ibenb  unb  ®it)ifor  fxvb  unbrnonnt.  S)er  Ouottent 
ift  cfienfattg  eine  reine  S^^I-    8eif|)iel:  20 : 5  =  4 . 

b)  9Der  5)it)ibenb  tft  benannt,  ber  ©imfor  ift  unbenannt 
»eifpiel:  15JC:3^6Jl.  S)er  Duottent  erl^ätt  bie 
gleid^e  93enennung  tt^ie  ber  S)it)ibenb. 

c)  SHtjibenb  unb  3)it)ifor  fnb  gleid^benannt  S)er  Duotient 
ift  eine  reine  ßal^I.    SSeifpiel:  loJ(:SJi  =  6. 

5)  Sebe  Qa^i  bnxä)  \xä)  felbft  geteilt  giebt  1.  — 

Sebe  3^^^  burd^  1  biotbiert  bleibt  unöeränbert. 

3n  Qexä)tn: 

a  :  a  =  1;   a  :  1  =  a. 

3)enn  nad^  bem  erften  ©runbgef e^e  ift  a- 1  =a. 

6)  ®Ieid^e  3^^^^^^  burd^  gleid^e  biDibiert  geben 
gleid^e  Ouotienten. 

SSorau^fe^ung:    a  =  6 

c  =  d 

Sel^ouptung:    a:c  =  b:d 

SBetneiS.  3)eni  ©runbfafee  ber  Slritl^metil  a  =  a  gemä§ 
ift  a:c  =  a:c.  ^aä)  ber  SSoraugfe|ung  lann  man  bie  Qai^i a 
red^tg  t)om  ®Ieid^t|eitggeid^en  burd^  6  unb  c  bur^  d  erfe^en, 
ttJorau8  bie  SRid^tigfeit  ber  Sel^auptung  fotgt. 

7)  §aben  Duotienten  mit  bemfelben  S)iüifor 
gleid^en  833ert,  fo  finb  aud^  il^re  S)it)ibenben  einanber 
glcid^. 

Slug  a:b  =  a:b  folgt  a  =  a. 

8)  ^ahtn  Duotienten  mit  bemfelben  3)iöibenben 
gteid^en  SBSert,  fo  finb  aud^  il^re  S)it)ijoren  einanber 
gteii 

aSenn  a:b  =  a:V,  fo  ift  aud^  b  =  V. 

9)  ?lug  a-b  =  a-V  folgt  b  =  b\  SBie  tautet  biefe 
tJormel  in  SBorten? 

Seifpiele: 

90^  A—  2-20  _  3^  _  ♦»•20  _^^ 


2. 
2 

20 
•4 

3- 
3 

20 
•4 

20 
•4 

X 

aj- 

m 

y        y-m 
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80  80;  10  ^  80:20  ^  j^  ^^  a* 

20         20:  10  "^  20:20  ""   1   "^  ^^ 


10)  ®efc^  bcr  SBcrtbeftänbigIcit  eine«  Duoticnten: 
S)er  SBert  eine«  Duoticntcn  änbcrt  fid^  ni^t,  tocnn 
man  feinen  3)it)ibenbcn  unb  feinen  S)it)ifor  mit  ber* 
felben  Sal^I  multiplijicrt  ober  6eibe  burd^  biefelfie 
ßal^l  biöibiert. 

er         r       a  a^m  a:m 

^  0  0  •  m  o:m 

Um  biefe  gormel  gu  fiettjeifen,  muttiplijiere  man  beibe 
Seiten  ber  ® tei^ung  mit  bem  3)imf or  6  •  m ,  f o  entftel^t : 

l  •  (6  •  m)  =  -J^^  .  (6  .  m) 
ober 

anf^am  nad^  bem  erften  ®runbgefe|e  ber  3)iüifion.  8lu8 
biefer  tbentifd^en  ©leid^ung  fd^üe^en  xoxx  auf  bie  SRid^tigleit 
ber  urfprünglid^en.  5)ie  SRid^tigleit  be§  gttjeiten  XeileS  be8 
öorftel^enben  Sel^rfafeeS  ergiebt  fid^  ol^ne  »eiteret,  ttjenn  man 

bie  gormel  ^  =  ^^  rfidtoärt»  lieft. 

Sluf  biefen  ßel^rfa^  grünbet  fid^  bag  @rtt)eitem,  bag  ®Ieid^* 
namigmad^en  unb  bag  ^eben  ber  Duotienten  unb  Srüd^e.  Slud^ 
bag  3)it)ibieren  burd^  Duotienten  (Srüd^e)  unb  burd^  Sejimalen 
fann  burd^  SSenu^ung  biefe§  ©efe^eg  begrünbet  werben. 

§  13.    ®efe^e  filiet  Qa^lt^ttiintunitn  bet  etflen  unb 

Stoeiten  Stufe. 

Seifpieie: 

88:8  =  (80  +  8):8  =  f +  1;  96:4=.?^  =  ??  +  ^. 
848  :  4  =  (800  +  40  +  8):8  =  ?^  +  ^  +  |-. 


1)  Sel^tfa^:  (Sine  @untme  toirb  burd^  eine  3^^I 
biüibiert,  inbem  man  ieben  @untntanben  bnrd^  bie  3^^( 
biüibiert  unb  bie  erl^altenen  Duotienten  abbieri. 

3n  Seiten:    (a  +  i  + c):d  =  ^-{^ -^ -{- -^' 
SBeweiÄ    für    bie    SRid^tigfeit    biefer   gormeL     §ier  ift 
D  =  a  +  6  +  c,  ber  Diüifor  gleich  ^^^^Q  =  ^  +  i  +  T 
S)ie ©leid^ung  ift  rid^tig,  toenn- (f  +  5  +  ^)-rf  =  «  +  6  +  c 

ift.   Auf  ber  Knien  ©eite  biefer  ©leid^ung  ift  eine  ©umnte  mit 
einer  Qaljt  d  ju  mufti^jtijieren.    9la^  §  9^  1  erl^äft  man: 

(t  +  7  +  7)-'-3''  +  |-'  +  T''- 

Auf  bie  Äu^brüdEe  ber  redeten  ©eite  wenben  toir  ba«  erfte 
®runbgcfe|  an,  nämüd^:  äRuIti^jKjiert  man  einen  Duotienten 
mit  feinem  3)it)ifor,  fo  erl^ält  man  ben  ^^Itx.    ffig  ift  ballet 

unb  mitl^in 

(f  +  i  +  i)-''  =  «  +  «'  +  ''- 

S?on  tjorftel^cnbem  Scl^rfafee  mad^t  man  nid^t  nur  beim 
^o|)fred^nen,  fonbcrn  aud^  beim  fd^riftßd^en  Steilen  mel^rftelliger 
äal^ien  Slntüenbung,  j.  85. 

48  672  :  6  =  (48  000  +  600  +  72)  :  6 

=  8000  +  100  +  10  +  2  «=  8112. 

SSertaufd^t  man  in  ber  gormel  jum  erften  ßel^rfa^e  beibe 
©eiten  mit  einanber,  fo  l^cifet  fie 

"d  ^"  T  ^"  T"       d 
b.  ]^.  in  SBorten: 

2)  Sel^tfa^:  Duotienten  mit  gemeinfd^aftlid^cm 
S)it)ifor  toerben  abbiert,  inbem  man  bie  ©umme  ber 
S)it)ibenben  burd^  ben  S)it)ifor  biüibiert. 

Seifpiele: 

596  : 4  =  (600  -  4) :  4  =^  ?^  -  -J  =  l^O  -  1  =  149. 


§  18.  (Sefe^e  fl6er  gol^Ittetbittbttngett  bet  erften  unb  {toeiten  @tufe.    45 
792  :  8  =  (800  -  8)  :  8  —  ^  -  Y  =  100  —  1  =  99. 

3)  Sel^tfa^:  @ine  S)iffereni  tpirb  burd^  eine  l^a^l 
bbibiert;  inbent  man  fotool^I  ben  äRtnuenben  al^  ben 
Subtral^enben  burd^  bie  3^^^  biüibiert  unb  ben  Ie|^ 
teren  Duotienten  t)om  erfteren  fubtral^iert. 

gonnel:    (a  —  6) :  c  =  — 

SSetoeig.    SRad^  ber  gormel  Q'd  =  D  ntu^  l^ier 

fein.    9lnn  ift  nac^  §  9,  4: 

/a         h\  a  .     b 

\c  c  /  c  *     c 

SBenbet  man  auf  bie  ÄuSbrüdEe  ber  redeten  ©eite  biejer 
©leid^ung  nod^mate  bie  gormel  Q'd  =  D  an,  fo  etl^ält  man 
bie  ©ifferenj  a  —  6. 

S)nr(^  Umlel^mng  üorftel^enber  gormel  ergiebt  fid^  folgenber 

4)  Sel^tfa^:  ®Ieid^namige  Onotienten  tuerben  \uhf 
trainiert,  inbem  man  bie  ©iffetenj  ber  S)it)ibenben 
burd^  ben  gemeinfd^aftUd^en  S)it)ijor  biüibiert. 

a3eif))iele: 

(65  .  325)  :  13  =  ~  .  325  =  5  .  325. 

(64  .  256) :  16  =  ^  •  256  =  4  .  256 

=  64.^  =  64.16. 

16 

5)  Sel^tfa^:  @in  ^ßrobult  wirb  bnrd^  eine  Qa^l 
biüibiert,  inbem  man  nnr  einen  galtor  burd^  bie  Qai)l 
biüibiert  nnb  ben  erl^altenen  Duotienten  mit  bem 
anbern  galtor  muttiplijiert. 


46  <Et^  ICbfd^itt    2)ie  natflrUd^  Sagten, 

gormd:    (a-6):c  —  "--ft  —  a---- 

c  c 

SBctocig.  S)ic  gormcl  ift  rid^tig,  wenn  Q  'd=  D,  alfo 
tocnn  fotool^t  (—  •  fej  •  c  ate  aud^  (a  •  — )  •  c  gleid^  a  •  6  ift 
92un  ift  nad^  bem  ftommutationi^efe^e  bei:  äRuIti^Iilotion 

unb 

(a.|).c  =  a.(|.c). 

gcrncr  ift  —  -  c  =  a,   ballet  (—  .  c)  •  6  =  a  •  6  unb 

3)urd^  Umlcl^rung  üorftel^cnbcr  5*^^^^^  ergicbt  pd^  bcr 
6)  Sel^tfa^:  Sin  Du^ticnt  -  wirb  mit  einer  Qaf^i  a 

mttlti))njiert,  inbem  man  bag  ^ßrobult  auÄ  ber  3^^! 
unb  bem  2)it)ibenben  burd^  ben  S)it)ijor  biöibiert 

ca    T^'    i        300     K  300:6  300 


26  26  26 . 5 

7)  Sel^tfa^:  @in  Quotient  tpitb  butd^  eine  3^^^ 
bit)ibiert,  inbem  man  ben  S)it)ibenben  butd^  bie  3^^! 
biöibiert  unb  ben  3)it)ijoi:  beibel^ält,  ober  inbem  man 
ben  S)it)ibenben  burd^  bag  5ßrobuIt  aug  bem  2)it)ifor 
unb  ber  3^^!  biöibiert. 

er         ^       a  aic  a 

gormel:    j:c=-^ ^' 

aSeweig  beg  erften  %dU:   |:c=  ^. 

SRad^  bem  ®runbgeje|e  Q  -  d  =  D  mu§  l^ier  -^  •  c 
=:  a:b  fein. 

SRun  ift  nac^  bem  üorigen  Se^rjafee  ^-c^^^^^, 

wofür  man  ffirjer  ben  Duottenten  a :  b  fc|en  fann. 

SBettJeig  beS  jweiten  Xeite:    f  •  ^  =  ^  • 
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3)tcfc  gormel-ift  ri^tig,  tocnn  -~^.c=y  ift.    SRad^ 

beut  vorigen  Scl^rfafec  ift  -^  •  c  =  ^^  unb  bicjer  Duoticnt 

^at  na^  §  12,  10  bcn  SBcrt  a:h. 

S)ur^  Umlcl^rung  ber  üorigen  gonncl  crgicbt  fid^  bcr 
folgenbc 

8)  Sel^rfa^:  (Sine  Qa^l  a  wirb  burd^  ein  ?ßrobuIt 
6-c  biüibiert,  inbem  man  fie  erft  burd^  einen  galtor 
unb  ben  erl^altenen  Duotienten  burd^  ben  anbern 
gaftor  biüibicrt. 

aSon  biefem  ®cfc|e  lann  man  ®cbraud^  mad^en,  wenn 
eine  Summe  burd^  eine  3^^^  biüibiert  werben  \oü,  bie  fid^  in 
gaftoren  jerlegen  lä^t;  \o  ift  j.  85. 986  760 :  72  =  986  760 : 8  •  9; 
986 760  :  9  =  109  640;  109  640 : 8  -=  13  705. 

aSeijpiel:     64 :  ^  =  (64  :  16)  •  2  =  -^. 

9)  Sel^tfa^:  (Sine  Qaf)t  wirb  burd^  einen  Duotienten 
biöibiert,  inbem  man  ben  Duotienten  aug  ber  3^^^ 
unb  bem  3)it)ibenben  mit  bem  2)it)ifor  multiplijiert, 
ober  inbem  man  bie  3ö1^I  mit  bem  umgelel^rten  SBert 
beg  Duotienten  multiplijiert. 

gormel:    a:  —  =  (a:6)•(;  =  ^  =  a•y• 
a5eweiS,  ba§  a:  —  =  (a:b)'C  ift.    2)ieje  ©leid^ung  ift 
rid^tig,  Wenn  gemä§  ber  gormel  Q  d  =  D  baS  ?ßrobuft  aug 
(aiV)  •  c  unb  —  ben  SHuibenben  a  giebt.   9lun  ift  (a :  6)  •  c  — 

c  c 

=  (a :  6)  •  (c  •  — )  nad^  bem  Slffociation^gefe^  ber  3RuIti))Iifation 

=  (a : 6)  •  6  =  a  nad^  §  12, 1.  —  Um  ju  jeigcn,  ia^  a:  — 

=  a  •  y  ift,  üerwanbele  man  beibe  Seiten  biefcr  (Sleid^ung  in 

ibentifc^e  ÄuSbrüdfe.    äRuItipIijiert  man  beiberjeit^  mit  6,  fo 
entfielet 

a:  —  0  =  a  '  ^  '0. 

C  0 


48  (Stfler  «Cbfd^nitt.    2)ie  «atftvlic^en  Saluten. 

y  •  c  •  6  =  a  •  -^-  •  6  m6)  bctn  1.  Xcilc  ber  formet. 


(«-.6).c  =  a.(|.6). 


^u^  biefer  ibentifd^en  ©letd^ung  fd^Iie^en  toir^  bag  aud^ 
bic  ttrf))rfin9li(^e  ©tcid^ung  rid^tig  ift. 

3)ic  Umictirung  bcg  erftcn  XcilS  bcr  üorftcl^cnbcn  fjomtcl 

tautet :  (a  :  6)  •  c  =  a :  —  b.  1^.  in  SBorten : 

10)  Sel^rfa^:  (Sin  Duoticnt  a:b  wirb  mit  einer 
3a]^I  c  muItipUäiert,  inbem  man  ben  S)it)ifor  h  burd^ 
bie  3^^^  biöibiert  unb  ben  3)it)ibenben  a  beibel^ält. 

CO    -r^»    f        18      24  18-24 

SBetfptel:    -.-  =  -^-_. 

11)  Sel^tfa^:  Qtoti  Duotienten  werben  miteinanber 
multipliäiert,  inbem  man  bag  5ßrobuft  ber  3)it)ibenben 
burd^  ba8  5ßrobuIt  ber  S)it)ijoren  biüibiert. 

a       c  a-  c 


gormet: 


b       d  b  •  d 

a  •  c 


aSetüeig.    a-^  =  -j-*    S)iefeg  SrgebniiS  ift  nod^  burd§ 

h  ju  biöibieren.    (Sin  Duotient  wirb  aber  burd^  eine  3^^^ 
biöibiert,  inbem  man  ben  ©iöifor  mit  ber  3^^^  multiplijiert, 

ba^er  tft  y  ^  =  -j,--^-  • 

cn    T^'    ^        60      6  /50      ^\     o  50-3  60       3 

Söetfptel:     ^  :-  =  (-:  6j  •  3  = -^g- =  -. -. 

12)  Sel^tfa^:  @in  Quotient  wirb  burd^  einen  Duo- 
tienten  biöibiert,  inbem  man  ben  erfteren  mit  bem  um- 
gefeierten  SBerte  beS  jweiten  (3)it)ifor8)  multiplijiert 

er  ^        a       c  ad 

gormel:    -:-  =  -.^. 
S3ewei§.    ^taä)  bem  (Srunbgefe|e  Q'd  =  D  i\t 

/ a       d\      c   a      /d       c\  a  ^ 

\y  '  T/    T  ~  y  vT" '  d"/  "  T^ 

benn  jeber  Duoticnt  mit  feinem  umgelel^rten  SBert  multi^)ttgiert 
liefert  1. 


§  14.    S3egnff  ber  ^otetijierung  natütlid^et  S^^^^*  49 

C.    SRcd^ttung^attcn  brittcr  ©tufc. 

1)  ^otenjierung  Katürlid^er  3<i^I^n. 

§  14.    Segriff  bet  ^utenjirtung  natutli^et  Qa^Un. 

SBic  bic  ©eomctric  (cl^rt,  finbct  man  bie  Qa^l,  tocld^c  bic 
^lad^cncinl^citcn  eincg  Duabratcg  angicbt,  inbcm  tnan  bie  2Ra6* 
ja^I  einer  ©eite  berjclben  mit  fid^  fetbft  tnultiplijiert,  ober  wie 
man  ju  jagen  pflegt,  bie  3Ra§jaI)I  in8  Duabrat  erl^ebt.  SSeträgt 
j.  S5.  bie  Seitenlange  eines  DnabrateS  24  ßängeneinl^eiten, 
etwa  cm,  fo  ift  ber  giä^enintialt  beSfelben  24 -24 -=576 
gtäc^enein^eiten  (qcm).  3)ie  SlnSbrücfe,  ,,eine  3^^!  inä  Duabrat 
ergeben,  quabrieren",  ober  „ha^  Duabrat  einer  Qaf)V'  finb  ang 
ter  ©eometrie  in  bie  Slritl^metif  eingeführt  tüorben.  3Ran 
nennt  batier  allgemein  alle  ßal^Ien,  tüeld&e  burd^  2Ru(tipIifation 
mit  fic^  felbft  entftel^en,  Dnabratjal^Ien.  —  ^aä)  ben  Se^ren 
ber  Stereometrie  er^äft  man  bie  3^^!/  welche  bie  Sianmcin- 
Reiten  eines  S33ürfetS  bejeic^nct,  inbem  man  bie  3Ra§ja^(  feiner 
Äante  jtt)eimal  mit  fid^  fetbft  mnitipüjiert.  ®er  Äörperin^alt 
eines  SBürfelS  t)on  10  cm  Santenlänge  ift  j.  S5.  10  x  10  x  10 
*=  1000  Sörperein^eiten  (cbcm).  SluS  biefem  QJrnnbe  fprid^t 
man  in  ber  Slritl^metif  öom  ,,ÄnbuS  einer  Qaf)V\  t)on 
,,833ürfel=  nnb  ^nbilja^Ien"  nnb  t)erfte]^t  barunter  alle 
3a^Ien,  tüelc^e  auf  biefelbe  SBeife  tt)ie  in  ber  ©eometrie  bei 
Sered^nung  beS  S33ürfetint)aIteS,  nämlid^  burc^  ein  5ßrobuft 
an^  (nur)  brei  gleid^en  Saftoren  entftel^en. 

SBäl^renb  nun  in  ber  SRaumlel^re  wegen  ber  X^atfad^e, 
ia%  ber  5Raum  nur  brei  SluSbel^nungen  I)at,  bie  i?ubifja^Ien 
t)ie  ©renje  bilben,  fe|t  bie  Slritl^metil  bie  Silbung  öon  3ö^Ien 
biefer  Art  in  berfetben  SBeife  fort.    @ie  bifbet  j.  S3. 

10  •  10  .  10  •  10  =  10000;  5  •  5  .  5  •  5  •  5  =  3125. 

IBeftel^t  ein  ^robuft  aus  lauter  gleid^en  gaftoren,  fo  fann 
man  bie  Slufgabe  filrjer  barfteßen.  SKan  fie^t  ju,  wie  oft 
ber  gleid^e  gaftor  in  bem  5ßrobufte  üorfommt  unb  fefet  biefe 
3a]^I  oben  rechts  neben  ben  gleid^en  g^ftor.    ©o  fd^reibt  man 


j.  S3.  bag  ?ßrobu!t  10  •  10  •  10  •  10  lurj  10*  unb  ftatt  aa-a 

a  (n^mal)  hirj  a»  (gclcfcn:  „a  l^od^  n"  ober  „a  jur 

wten  ?ßotcnj")-    U^t>  umgclc^rt  bebeutet  ber  ^luäbrudE  lö'*  ba^ 

^robuft  15  •  15  •  15;  allgemeitt  \\i  a^  =^  x-  x-x-x 

X  (y^mal).  Sebeg  5ßrobuIt  aug  lauter  gleid^en  galtoren 
l^ei^t  tu  ber  Slritl^metil  „^ßoteuj".  S)a  aa-  a  =  a^,  fo 
ift  jotool^I  baS  5ßrobuIt  a  •  a  •  a  ate  baS  3^^^^«  ^t*  eiue  ?ßoteuj. 
®er  gleiche  galtor  erl^ält  bcn  Slauteu  ®ruubjat)I  (SSafig^ 
3)iguaub),  unb  bie  S^^I/  toeld^e  aujeigt,  tote  oft  bie  ©ruubjal^I 
al^  gaftor  gefegt  toerbeu  foH,  l^etfet  ©rabaujeiger  ober 
©Eponeut.  ^Potenjcn  mit  gletd^en  ©jpoueuteu  nennen  xoxx 
gleichartige  ^potenjcn,  j.  S5.  5*  unb  8*.  S)ie  stoeite  ^ßotenj  einer 
ßal^I  tt)irb  (wie  üorl^in  bereits  gejagt  würbe)  aug  geometrifd^en 
©rünben  inSbefonbere  Duabrat,  bie  britte  ^otenj  Äubug  ge^ 
nannt.  3)ie  vierte  5ßotenj  einer  3ö^I  «*  fü^rt  auc§  ben  Planten 
„SSiquabrat".  Unter  ber  erften  5ßotenj  einer  3öt)I  tjerftel^t 
man  bie  ^a^  felbft,  jo  ba§  a^  =  a  ift. 

3)ie  einer  ^ßotenj  entfpred^enbe  SRed^eno))eration  l^ei^t  poten* 
jieren.  @ine  3^^^  ^  ^^^  einer  anbern  n  ))otenäteren 
ober  biefelbe  jur  wten  5ßotenj  erl^eben  l^eifet,  ein  ^ro* 
buft  aus  n  gaftoren  bilben,  t)on  benen  jeber  gleid^  a 
ift  ©inb  ©runbäa^I  unb  @E))onent  beftimmte  ^(iijitxi,  fo 
bejeid^net  bie  bur^  \>a^  5ßotenjieren  erl^altene  3^^!  ^^^  ttjirf- 
ü^en  5ßotenätt)ert.  @o  ift  j.  SB.  ber  ttJirfHd^e  ^ßotenjtoert  \>t% 
Slugbrudeg  10»  bie  3a^I  1000. 

§  15.    ®tttnbge{e^e  bet  ^utenjierung. 

1)  ÖJrunbjal^I,  5potenjeE|)onent  unb  ^ßotenj  lönnen 
nur  unbenannte  3^^^^^  f^i^- 

3)enn  nad^  einem  ®runbgefe|e  ber  äRuItiptilation,  oon 
toeld^er  bie  ^ßotenjierung  ein  befonberer  gaU  ift,  lann  nur  ein 
galtor  eineg  5ßrobu!teg  unb  jttjar  ber  3Ru(tipIifanb  eine  be* 
nannte  3^^^  f^in;  2luf gaben  tt)ie  &JC'&JC  finb  akr  tt)iber=: 
finnig. 

2)  ®Ieic§e  3^^^^^/  ^it  bemfefben  ffijponenten 
potenjiert,  liefern  gleid^e  ^ßoteuäwerte. 
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&ifl.  8. 


Sft  j.  83.  a;  =  8,  fo  ift  ^  =  64;  tüenn  allgemein  a  —  6, 
jo  mul  a"»  =  6»^  fein. 

3)  ©runbjal^I  unb  ejponent  bürfen  im  allgemeinen 
nic^t  öertaufd^t  werben.    (Sln^nol^me  2*  =  4*.) 

4)  SinS  mit  jeber  3^^^  potenjiert,  giebt  @ing. 

formet:    1*^  =  1. 

§  16.    Sel^tfa^e  itiet  ^utenjientng  üiin  ^nwsxtn  nvi^ 

Sifferenjen. 

3)ie  Se]^rfä|e  über  baS  ?ßotenjieren  t)on  Summen  unb 
SHfferenjen  finb  wegen  il^rer  l^äufigen  Slnwenbung  befonber^ 
toid^tig.  hierbei  finbet  burd^gängig  eine 
innige  SSejiel^ung  ber  Sl^nlic^Ieit  jwif c^en 
Äritl^metif  unb  ©eometrie  ftatt. 

la)  We^tedfa^:  S)ag  Duabrat 

über  einer  2, 3,  4, 5 nmal  f  o 

großen  ©trede  ift  4,  9, 16,  25 

n^mal  jo  gro§  aU  bag  Duabrat 
ber  einfad^en  ©tredfe. 

Söejeic^nen  wir  bie  Sängeneinl^eiten 
(SWa^jal^Ien)  einer  ©tredfe  mit  a,  jo 
ift  (2a)«  =  4«^;   (3ay  =  9a2;   (4a)« 

=  16a«  u.  f.  W. 

S)ie  SRid^tigfeit  biefeg  Se]^rja|eg  folgt  unmittelbar  aug 
nebenfte^enber  gigur. 

1/3)  «ritllmetif^et  Sel|rfa^:  (Sin  ^robuft  Wirb  in§ 
Duabrat  erhoben  (potenjiert),  inbem  man  j|eben  S^i^tor 
quabriert  (potenjiert). 

3n  3^^^^-  (^  •  ^^  =  '^^  •  ^^ 
Slnmerfung.  Alle  etfal^renen  Seigrer  ber  Slritl^meti! 
wiffen,  ba|  Slnfönger  l^äufig  gegen  uorftel^enbe  arit^metifc^e 
JRegel  üerftofeen,  inbem  bie  ©c^üIer  fpred^en  unb  fc^teiben: 
(2  a)«  =  2  a«.  SBir  l^alten  eg  l^ier  für  angejeigt,  bem  Ser- 
nenben  (namentlid^  ben  fc^wäc^eren  ©^ülern)  juerft  bie  SBal^r« 
l^eit  im  geometrifd^en  ©ewanbe  ju  geben.  %(A  geometrifd^e 
®ebUbe  jeigt  bem  fiernenben  anfd^aulid^;  ba^  ba^  Duabrat 

4* 


a 

2a 

3a 
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Über  einer  2,  3,  4,  5 nntal  fo  großen  ©trecfe  4,9.... 

w*tnal  fo  gro^  ift  ate  baiS  Duabrat  über  ber  einfad^en  ©trecfe. 
S)tefe  Änjd^auung  lommt  bcr  abftraften  aritl^mettfd^cn  Siegel 
fel^r  ju  §ilfe,  unterftüfet  bie  Äuffaffung  unb  ©in^rräguttg  ber^ 
felben  tücfentlid^.  $at  ber  ©c^üIer  bie  geotnctrijd^c  SBal^rl^eit 
am  SRauntgebilbe  aufgefaßt,  fo  erübrigt  nur  nod^,  biefelbe  in 
bie  ©proc^e  ber  Ärit^metif  ju  übertragen  unb  fd^Iie^üd^  baS 
entfpred^enbe  aritl^metifd^e  ®efe|  aflgemein  ju  gettjinnen. 

2a)  Wei^teitfa^:  S)a^  Ouabrat  .über  ber  ©umnte 
jtoeier  ©treden  ift  gleid^  ber  ©untme  ber  Duabrate 
über  jeber  einjelnen  ©tredfe  nebft  bem  boppelten 
SRed^tedE  gebilbet  au8  beiben  ©tredfen. 

3n  3eic^en:    (a  +  ly  =  a^  +  2ab  +  b\ 
S)er  SBeitoeig  für  biefen  SRed^tedEfafe  ergiebt  fi^  burd^  un^ 
mittelbare  Slnfc^auung,  wenn  man  über  ber  ©umme  jweier 

©tredfen  AB  =  a  unb  BG  =^h  ba2 
Duabrat  jeid^net,  AF=  AB  mac^t 
unb  burc^  B  unb  F  bie  ^ßaraßelen 
BJ  unb  FG  JU  ben  entfpred^enben 
Duabratfeiten  jiel^t. 

S)euten    toir    biefe    betoiefene 

gormel  im  ©inne  ber  Slritl^metil, 

b.  t).  betrachten  toir  a  unb  6  aU  ab* 

ftrafte  3^^^^^/  \^  erl^alten  toir  ben 

2ß)  Krit^metifi^en  Sel^tfa^:  S)a^  Duabrat  ber  ©umme 

jtt)eier  S^^ilen  beftel^t  aug  bem  Duabrate  ber  erften 

3a]^I,  bem  boppelten  ^ßrobult  auiS  beiben  3^^^^^  ^^^ 

bem  Duabrate  ber  gtoeiten  Qa^l 

a5eif))iele: 

32^  =  (30  +  2)2  =  30«  +  2  .  (30  •  2)  +  2« 

=  900  +  120  +  4  =  1024. 
512  ^  (50  +  1)3  =  502  +  2  .  (50  . 1)  +  12 

=  2500  +  100  +  1  =  2601. 
3lnmerfung  1.    3)er  bibaltifd^e  S33ert,  ber  in  ber  SSer- 
fnü))fung  biefer  beiben  Se]^rfä|e  ber  Söiatl^ematil  liegt,  fd^eint, 
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nad^  einer  Änjal^t  Sel^rbüd^er  ju  fd^Iiefecn;  faft  aßgctncin  an- 
crfannt  unb  benufet  ju  fein. 

S)er  aritl^ntetifd^e  Sel^rfafe  2/3  bicnt  belanntttd^  aU  SBeg* 
locifer  ober  9lid^tjd^nur  für  bag  Slugjiel^en  ber  DuabratourieL 
3n  allen  unÄ  befannten  Setirbüd^ern  wirb  biefer  Sel^rfafe 
juerft  an  abftralten  3^^^^^  entoicfelt  unb  fd^Ue^ttd^  bur^ 
geonietrifc^e  2)arftettung  üeronfc^aulic^t. 

@g  erfd^eint  ung  naturgentö^  unb  ba^er  rid^tiger  ju  fein, 
t)on  ber  räumtid^en  ©arfteUung  au^jugel^en  unb  bie  ge- 
toonnene  geometrifc^e  SBa^rl^eit  in  bie  aritl^ntetifd^e  ©prad^e 
JU  fleiben.  3Ran  gebe  bem  ©d^üler  bag  finnlic^ 
SBal^rnc^mbare  üor  bem  3lbftralten,  ba«  SBctanntc 
öor  beut  UnbcJannten!  S33ir  fe|cn  felbftrebenb  üoraug, 
ba§  ber  Sernenbe  bie  einfachen  9fiaumgebitbe  Duabrat  unb 
3led^tedE  lennt,  wenn  obigem  ®efe|  entoidtelt  werben  foß. 
&tf)t  man  t)on  ber  räumlichen  ©orfteßung  aus,  fo  gewinnt 
ber  ©d^üler  bie  SBal^rl^eiten  burc^  unmittetbare  3lnfc§auung, 
bie  abftralten  5ßrobuIte  beS  aritl^metifc^en  Seifpieleg  ober  ber 
gormel  finb  l^ier  burc^  wirfHc^e  QJegenftänbe  vertreten.  SBirb 
nun  bie  SntwidEelung  beS  aritl^metifd^en  Sel^rfafeeg  an  bie 
gewonnene  geometrifc^e  SQäal^r^eit  angefc^Ioffen,  fo  wirb  bie 
Stuf f äff ung  beg  erfteren  leine  ©d^wierigleit  ^aben;  beibe  Sel^r* 
fä|e  unterftü|en  fic^  gegenfeitig,  bie  eine  SBa^r^eit  oerfnüpft 
fic^  mit  ber  anberen,  wag  jur  fidleren  ©inprägung  beiber 
wefentUc^  beiträgt. 

2lnmer!ung  2.  3)ie  giäc^e  BCDEFE  (gigur  9)  er« 
gänjt  bag  Duabrat  über  ber  ©tredte  a  ju  bem  Duabrate  über 
ber  Summe  a  +  K  9lac^  |)eron  oon  ^tejanbria  l^eifet  erftere 
gläd^e  ein  QJnomon.  ®iefer  alte  äKat^ematiler  fagt:  ,,8ltteS, 
wag  JU  einer  gigur  ober  3^^!  ^itijugefügt,  bag  ®anje  bem 
äl^nttd^  mad^t,  ju  weld^em  l^injugefügt  worben  war,  nennt 
mon  ®nomon."  3)iefe  SrKärung  fnüpft  an  eine  ättere  an, 
weld^e  bereits  SlriftoteleS  (384—322  ^y.^x.)  in  folgenber 
SBeife  gegeben  l^at:  „Segt  man  einen  QJnomon  um  ein  Duabrat 
l^erum,  fo  wirb  jwar  bie  ®rö§e,  nid^t  aber  bie  81  rt  ber 
gigur  geänbert."    9lad^  einem  Serid^t  t)on  SlriftoteleS  l^aben 
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bie  ^^t^ogoieet  bie  Quabratja^Icn  gebtlbet,  inbem  fie  bie 
©nOOTonen  oQmö^Iic^  jur  ©n^eit  ^iitjufüflten,  unb  biefe  f&nU 
fte^ung  bei  Quabratjat|Ien  auf  folgenbe  SSetfe  oerfinnlic^t 

ISS  möge  Siflu^^  ^^  ^ü  geleitte  @tiede,  bie  natürli^en 
3a!^Ien  Bon  1  bia  6  berfinntit^en.  Se((§reibt  man  nun  über 
ben  bie  etnjelnen  3i>^t^>i  i^^  Vnft^auung  bringenben  @tce(ten 
Duabiate,  fo  ßeQen  biefe  bie 
Ouabrate  bei  entftnret^nben 
^a^Ien  bilblit^  bar.  ^ie  bie 
Sigur  jetgt,  ge^t  baS  Duabiat 
übei  2  ÖängeneinlieitEn  auS 
bem  Duobiat  üb«  bei  ©ttetfe 
eins  ^eiDoi,  inbem  gu  {e|terein 
ein  ©nomon  ^injutommt.  3)a§ 
biitte  Duobiat  entfielt  aus  bem 
jnieiten,  itiiebemm  buii^  ^inju« 
fiigung  eineS  ©nomonS  w.  \.  xo. 
9Iun  Derrmnlii^t  bei  crfte 
®nomon  offenbar  bie  ^iH,  tvefc^e  ju  1  ^injugelegt,  bie 
DuabratjQ^f  4  liefert,  alfo  bie  3a^I  3.  3)er  jroeite  Onomon 
Beranld)ouUc^t  bie  Qaiji  5,  bei  biitte  bte  Qaiji  7  u.  f.  f.  S)ie 
^gt^agoreer  ^oben  alfo  bie  Ouobratia^Ien  gebilbet,  inbem 
fie  jui  1  bie  ungeroben  QainUn  3,  5,  7  u.  f.  ro.  ^injutegten. 

„©ie  ^aben  bie  ©umraierung  ber  SRei^e  1  +  3  +  5  +  7^ 

\-  2n  —  1  =  «*  ttoHiogen,  tioben  biefeiS  9?erfQ^ren  mit 

tiaier  Sinftd^t  in  ben  barin  jutage  tietenben  €lebanten  au3< 
gettbt."  Allgemein  entftet)t  bas  Duabiat  über  ber  ©tretfe 
Don  M  +  1  Sängeneinfieiten  auS  bem  Duabrot,  beffen  Seite 
tt  Sängenein^eiten  enthält,  inbem  man  (e|term  einen  ©nomon 
I)injufügt,  meldies  aus  einem  Ouabiate  oon  bei  Sänge  1  unb 
aus  jroei  9tec|te<fen  Bon  ben  @eiten  n  unb  1  gufammengefegt 
ift  (Se^ifat;  3a).  ^er  ®nomon  I)at  einen  Sntialt  oon  2n-i-l 
Flächeneinheiten,  »elt^e  bie  »*  gtäcfjenein^eiten  beS  uifpiüngs 
litten  OuabrateS  ju  bem  neuen  Duabtate  »on  (« +  1)* 
Flächeneinheiten  eigänjen.  S>a  nun  bei  ^tuSbnuf  2»  -f-  1 
ftets  eine  ungeiabe  Qai}l  begetc^net,  fo  ift  e§  (eic^t  begmfit<$, 
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tocSl^alb  bie  3Ktcn  bic  ungeraben  3^^^^^^  ^^^  „®nomon- 
jal^Ien"  nannten.  S)aS  üorl^in  angegebene  ®efe|  über  bie 
(grjeugnng  eineg  DuobrateS  t)on  (n  +  1)^  gläd^cneinl^citen 
aus  einem  Duabrat  t)on  n*  gläd^eneinl^eiten  lautet  in  arit^« 
mctifd^cm  ©inne:  ?lug  ber  Duabratjal^I  n^  entftel^t  bie  näc^ft^ 
folgenbe  (n  + 1)*,  wenn  man  i^r  bie  ©nomonjal^I  2n  +  1 
^injnfügt. 

3a)  tte^tedfa^:  S)ai^  Ouabrat  aber  ber  @nmme 
breier  ©tredfen  ift  gleid^  ber  ©umme  ber  Dnabrate  über 
benfelben  nebft  ben  boppelten  Slec^tecfen  au8  je  jwei 
©tredEen. 

3n  S>^i6)tn: 

(a  +  b  +  cy  ^  a^  +  b^  +  c»  +  2(ab  +  ac  +  bc). 

SBetoeig.  2Ran  jeic^ne  eine  ©tredfe  gleid^  ber  ©nmme 
ber  ©tredfen  a,  b  nnb  c  unb  befd^reibe  jnnäd^ft  über  a  +  b 
baS  Dnabrat,  toü6)t^  mä) 
fie{)rfa|  2  a  auS  ben  Dua- 
braten  über  ben  ©tredfen 
a  nnb  6  unb  bem  DopptU 
ten  SReditec!  au3  biefen 
©tredfen  bepelzt.  Srric^tct 
man  nnn  bai^  Duabrat 
über  ber  ganjen  ©tredfe 
a  +  b'\-c^=  S  unb  üer« 
längert  bie  üorl^in  gejoge- 
nm  ^parallelen,  bis  fte  bie 
©eiten  be8  DnabrateS  über 
S  treffen,  fo  fommen  aU 
ntvit  S3eftanbteile  l^injn: 

1)  S)a8  Duabrat  über  ber  ©tredfe  c,  alfo  c^; 

2)  jtt)ei  SRed^tedfe  anS  ben  ©tredfen  a  unb  c,  aljo  2'ac  nnb 
jwei  SRec^tedfe  auS  ben  ©tredfen  6  nnb  c,  alfo  2  •  6c. 

S)nrd^  S^föinwtenfaffung  jämtlid^er  Seftanbteile  beS  Dua* 
brateS  über  8  ergiebt  fid^ 

(a  +  b  +  cy  =  a^  +  b^i'(^  +  2-{ab  +  ac  +  bc). 


5i0. 
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3/3)  llritl^mcttf^et  Sel^rfa^:  S)aS  Duabrat  ber  ©urnme 
t)on  brei  3^^^^^  U^  i^xö)  ber  @utnme  ber  Ouabrate 
biefer  Qa^Un  unb  ben  bo))))eIten  ^robuften  QUi$  |e 

Iritt  jur  Summe  ber  ©trecfen  a,  b  unb  c  nod^  eine 
t)ierte  rf  l^inju,  unb  bilbet  man  über  ber  neuen  ©umme  S  bü^ 
Duabrat;  \o  lommen  aU  (Stgänjung  ju  ben  üorl^in  enttoidetten 
S3eftanbtei(en  nod^  ba§  Duabtot  aber  d  unb  jtoei  iRed^tede  üoit 
ber  Sänge  a  +  h  -{'  c  unb  ber  fiänge  d  l^inju,  b.  1^.  e8  ift: 

(a+b  +  c  +  dy 

^a^^b^  +  c^  +  d^  +  2{ab  +  ac  +  bc  +  ad  +  bd+cä). 

S)ag  Duobrat  beS  SBinomS  a  +  6  lann  afö  SRid^tjd^nur 
für  bic  Silbung  ber  Ouabrate  aller  burd^  +  öerbunbencu 
mel^rgKebrigen  5luSbrütfe  fein.  SBie  bie  iBetrad^tung  ber  gtgur 
ju  9ied)tedffa|  3«  anjc^auKd^  jeigt  unb  fid^  burd^  bie  SSet:^ 
gleid^ung  ber  gonneln: 

(1)  a^  =  a^ 

(2)  {a  +  bf  =  a^  +  2ab  +  b^ 

(3)  (a  +  b  +  cy  =  (a  +  by  +  2{a  +  b)c  +  c^ 

(4)  (a  +  b  +  C'{'dy^{a  +  b  +  cy+2{a  +  b  +  c)d+d^ 

ergiebt,  tft  für  bag  Quabrieren  mel^rgtiebriger  StuiSbrüdEe  fot 
genbeg  @Jefe|  allgemein  gültig:  SBirb  eine  3^^^  um  eine  anbere 
öermel^rt,  fo  tt)äd^ft  ba^  entjpred^enbe  Duabrat  um  baS  bo))peIte 
?ßrobuft  aug  ber  urfprüngtic^en  unb  ber  neuen  Qa\jil  unb  ba^ 
Duabrat  ber  abbierten  3ö^i-  —  Um  bie  QJIeid^ung  (3)  au8  (2), 
©teid^ung  (4)  au^  (3)  u.  f.  f.  abjuleiten,  fann  man  aud^  für 
bie  Summe  mit  Slugfc^Iu^  be^  legten  QUitit^  ein  neueg  S^dä^ai 
a^  einfül^ren,  ben  neuen  Sluebrud  quabrieren  unb  l^ierauf  für 
bie  ^ilfSgrö^e  ben  urfprüngtid^en  S33ert  einje^en,  j.  35.: 

(a  +  6  +  cy={a,  +  cy=a^^  +  2a^c  +  c^    m6)  (1). 

@e|t  man  nun  [tatt  a,  bie  Summe  a  +  b,  fo  entfielet: 

{a  +  b  +  cy=a^+  2ab  +  b^+  2(a  +  b)c  +  c^. 

4a)  tte^ieitfa^:  ®a§  Duabrat  über  ber  SJifferenj 
jttjeier  ©tredfen  ift  gleid^  ber  Summe  ber  Quabrotc 
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üBcr  bcnfclbcn,  öcrntinbett  um  bag  bopptlU  Sled^tecf 
gcBilbet  aug  bcibcn  ©trccfcn. 

S3ettJcig.  3)ie  größere  bct  bcibcn  ©trcdfcn  fei  AB  '^  a, 
bic  Heinere  AC=b.  Xrägt  man  leitete  öon  Ä  an^  auf 
AB  ah,  fb  fteHt  CB  bie  ©ifferenj  a  —  b  beiber  ©treden  t)or. 
9lun  jeid^ne  man  über  AB  =  a  bog  Dnabrat  ABDE^^a^ 
unb  über  ber  ©trecfe  AC=h  bag 
Duabrat  ACJE^^h^  nad^  unten. 
äRa^t  man  BG  =  CB,  jic^t  burd^ 
?ßunft  ff  bie  ?ßoraacIe  GF  ju  ^J? 
unb  verlängert  JC  big  junt  Schnitts 
^)unlt  fi'  mit  J'ff,  fo  entfte^t  baS 
Duabrat  über  bem  ©tretfen  *  Unter« 
fc^iebe,  nämlic^  CBGH=  (a  -  Vf. 
S)ie  mec^tecfe  FGBE  unb  FKJH 
finb  ttjegen  ©leid^l^eit  ber  ®runbjeiten 
unb  ^ö^en  inl^altggleid^;  jebeS  Slec^tedE 
fann  burd^  bä-  5ßrobuft  ah  au^gcbrüdt  werben.    %\t  ganje 

gigur  beftel^t  au^  Zß*  =  d^  unb  Zc*  =  &^  3i^^t  man  öon 
ber  ganjen  ^\^x  bie  genannten  SRed^terfe  ab,  fo  bleibt  offenbar 
\ial  Duabrat  über  BC  übrig.    SRit^in  ift: 

ßal^Ienbeifpiele: 

19^  =  (20  -  Vf  =  (20  —  1)  .  (20  -  1) 
=  20«  —  20  . 1 

—  20  .  1  +  P 


=  20«  —  2  .  (20  . 1)  +  1 


47«  =  (50  -  3)«  = 


2 


(50- 
50«- 

-3) 
-3- 
-3- 

•  (50  —  3) 

50 

50  +  3« 

50«- 

-2- 

(50  •  3)  +  3« 

{x  —  yf  =  a;«  —  2a:y  +  j/« . 
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4/3)  Sltitl^metifiier  Sel^tfa^:  S)ag  Duabrdt  ber  S)if:: 
fcrenj  jtocier  Qai)Un  ift  glctd^  bcr  Summe  bcr  Dua- 
brate  betber  3^^^^^/  tjerminbert  um  baä  boppelte 
^robult  aug  benfetbeu. 

Slu8  tjorftel^enber  S)atfteHung  folgt  auc^: 

5a)  Weii^teitfa^:  S)aS  Duabrat  über  ber  @umme 
jtoeier  ©tredfen  lä^t  fid^  jerlegen  in  baS  Duabrat 
über  ber  ©tfferenj  beiber  ©trerfeu  unb  öier  Sfted^tedEe 
au2  benjelben. 

3n  Seiten:    (a  +  }>f  =  (a  —  6)«  +  4a6. 

Setoetg.  3n  tiebenftel^enber  gigur  fei  bie  ©trcdEe 
AB^=^a,  BC^^^b  unb  AC  fteHe  bie  Summe  t)on  a  +  6 
bar.    Über  ÄC  befd^reibe  man  ia^  Ouabrat  ÄGDE  unb 

trage    auf    jeber    ber    brei 


fjig.  18. 


6   G 


a 


JE 


a< 


E 

b 
A 


ab 


ab 


(a-b) 


2 


ab 


ab 


D 

b 

F 


}a 


übrigen  ©eilen  t)on  ben  @dten 
C,  B  unb  E  aus  bie  ©trede 
a  ab,  alfo: 

ÄB  =  CF  =  BG  =  EH. 
Srrid^tet  man  in  ben  ^ßunften 
B,  F,  G  unb  H  bie  ©enfc 
redeten  auf  ben  entf))red^enben 
Duabratfciten,  unb  öerlängert 
biefe  ©entrechten  bis  fie  fid^ 
fd^neiben,   fo   entftcl^en  fünf 

rec^ttt)inlelige  ^ßaraMo* 
gramme.  S)ie  an  ben  @d(en 
be§  CuabrateS  ttegenben  t)ier  SRed^tedfe  finb  fämtlid^  aus  gleidften 
©tredfen,  nämlid^  a  unb  b  gebilbet,  unb  lönnen  bal^er  burd^  4a& 
bejeid^net  tt)erben.  S)ie  gigur  in  ber  äRitte  ift  ein  Ouabrat, 
bcffen  ©eitenlänge  a  —  &  beträgt.  3)a  baS  Cuabrat  über  a  +  & 
aus  biefen  fünf  Seiten  befielet,  fo  ift  offenbar: 

(a  +  by  =  {a  —  by  +  4ab.    a5ett)eiS  t)om  3nber  SB^äSlara. 
5ß)  Utitl^metifi^et  Sel^rfa^:  S)aS  Duabrat  ber  ©umme 


a 


'C 


B  b 
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I 


Sifl-  14. 


jtocicr  3<^^tcn  ift  bcm  Duabrat  il^rcr  3)iffcrcnj  unb 
bcm  üictfad^cn  ^robuft  bcibct  Qtif)Un  gtcid^. 

äug  bct  iJigut  ift  fcmct  crfid^tttcl^ :  SBcnn  man  öom 
üuabrat  bcr  ©ummc  jtocicr  ©trccfcn  öicr  Sftcd^tccfc  au^  bicfcn 
©trecfen  fubtral^icrt,  fo  bleibt  baS  Duabrat  über  ber  3)ifferenj 
bctber  ©tretfen.  3)er  biefem  entfpred^enbe  Sel^rfa^  ber  Slritl^s 
metif  lautet:  @ubtral)iert  man  öom  Duabrat  ber  ©umme 
jtoeier  S^^Ien  baS  öierfad^e  ?ßrobuft  au?  benfelben, 
fo  bleibt  ba3  Duabrat  ber  3)ifferenj  beiber  Qa\)Un. 

6a)  tte^ieilffii^ :  2)ai^  Duabrat  über  ber  l^alben 
Summe  jttjeier  ©tredfen  ift  gleid^  bem  Sfted^tecf  au3 
beiben  ©trecfen  unb  bem  Duabrat  über  ber  l^alben 
Sifferenj  beiber  ©trecfen. 

Sett)ei2.  3)ie  Heinere  ©trecfe  fei  JJB  — a,  ba2  ©tüdf, 
um  xotläjt^  bie  anbere  größer  aU  a  ift,  bie  ©ifferenj,  l^eiße 
BC=df  foift  bie  größere 
®ttcdtAB  +  BC=AC 
=  a  +  ^-  halbiert  man 
bie  ©iffcrenj  BC=d,  \o 
fteHt  ^D  bie  l^albe  ©umme 
beiber  ©trecfen  öor.  [ÜÄan 
erl^ält  nämlid^  bie  l^albe 
©ummc  jttjeicr  ©trecfen 
(ober  Qa'Siltn),  xotnn  man 
jur  f  leineren  ©trecfe  (Qa^) 
bie  ^älfte  beg  ©tredfen*    ^i  i        ^^     In 

(Sal^Ien^Unterfd^iebeg  a  B      d 

abbiert.] 

Über  AD  befd^reibe  man  bag  Duabrat  ADEF=[a+jy, 

mad^e  AG^AB,  bilbe  au8  ^Cunb  ^6?  ba^  9ied^tedE  ACHG 
unb  jiel^e  BK#  AF.   Dag  Duabrat  über  ber  Iialben  ©umme 

beiber  ©tredfen,  nämlid^  AD^  ober  (a  +  ^)   befielet  nun  aug 
folgenben  Seilen: 

1)  bem  Duabrate  über  AB  ober  a^; 

2)  jttjei  aied^tedfen,  gebilbet  aug  bcn  ©tredfen  AB  =  a 


F 
G 

K 

E 

d 

(!)■ 

J 

L 

o" 

d 

«-2 

A 

-D      1 
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unb  bet  l^albcn  3)iffcrenj,  -^]  bcibc  werben  burd^  baS 
^tobutt  ad  be^eid^net; 
3)  bcin    Duabtate    übet    bct    l^albcn    ©iffcrcnj    bcibcr 

2)  •    (SScrgletd^c  Sciirfa^  2  a.) 

3)a  gtcc^tecf  DC^Z  =  SRce^tcd  GJKF  ift,  fo  fann 
man  an  ©tcQc  bct  SBcftanbtcilc  unter  1)  unb  2)  bag  9fieci^tedE 
ACHG  fefeen.  3)ie  (Srunbfeite  beg  lefeteren  ift  AC={a+d), 
bie  ^öl^e  AG  =  a,  eS  fann  alf 0  bur^  (a  +  ^)  •  «  bejeid^net 
werben.    SRitl^in  ift: 

(a  +  1)^  =  («  +  ^)  • «  +  (1)^- 

6/3)  Vtiil^meiif^er  Sel^rfui^:  SaS  Ouabtat  ber  l^alben 
©umme  jttjeiet  Qa^Un  ift  beut  $ßrobu!t  beibet  ^^^^^n 
unb  beut  Duabtat  ber  iialben  ©ifferenj  bcrfelben  gleid^. 

Slad^  biefent  ®efe|e  ift  alfo  j.  83.: 


P4-T=C-i-1*+ 


xy 


unb  bal^er  aud^: 


(^'r-(T^')'-'!' 


7a)  We^teitffi^:  S)er  Unterfd^ieb  jn)eier  Ouabrate 
ift  beut  9ied^tedE  gteid^,  bag  bie  ©untme  bet  Duabrat^ 
feiten  jur  ©runbfeite  unb  il^ren  Unterfd^ieb  jur 
^ö{)e  {)at. 

3n  Seichen:    a^ —  h^  =^(a  +  h)  -  (a  —  h). 

3)er  S3ett)ei§  für  biefen  ßd^rfafe  fliegt  unmittelbar  aug  ber 
Slnfd^auung,  ttjcnn  man  öon  einer  @dEe  A  be§  großen  DuabtateS 
aug  auf  einer  ©eite  bcgfelbcn  bie  ©eite  be§  Heineren  Duabrateg 
abträgt,  AE,  unb  übet  AE  ein  Duabrat  befd^teibt.  3)er 
Unterfd^ieb  ber  beiben  Duabrate  tt)irb  alsbann  burd^  bag 
©ec^ged  GDCBEF  bargefteQt. 

Verlängert  man  EF  big  K,  jo  entftei)t  ba^  ffted^tedf 
GFKD.  ®a  ©eite  DG^  beg  lefeteren  gtcid^  ©eite  JB-B  bc8 
{Red^tedEeg  EJBCZ  ift,  fo  fann  man  SRed^teö  GFKD  fo  an 
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910.  ifi. 


atcd^tcrf  EBCK  legen,  ba§  beibe  ein  ein jigcg  Sftcd^ted  KCJH 

Bilben.   ^ie  ©runbfeite  betreiben  ift  offenbar  gleid^  ber  @untme 

ber  Duabratfeiten  unb  bie  $5{)e  gleid^ 

ber  ©ifferenj  beSfelben.    S)a  man 

ftatt    beg    {Red^tecfeg    KCJH   ba« 

^robitft  (a  +  6)-(a  — 6)  fe^en  fann, 

fo  ift: 


a 


2 


_62  =  (a  +  6).(a  — 6). 


7i3)«rU)iiteiifii|er  8e)rfii^:  S)et 
Unterfd^ieb  betDuabtate  jtt)eiet 
3ai)Ien  ift  gleid^  beut  ^robuü 
avi^  il^rer  Summe  unb  il^rer 
SDifferenj. 

Diefe«  ®efe|  wirb  mit  JBorteil 
jur  numerifd^en  SSered^nung  beS  Untere  ^ 

fd^iebeS  ber  Duabrate  jtoeier  QafjUm 
angettjenbet,  xoit  bieg  j.  83.  beim  red^twinletigen  DreiedE  öor^ 
fommt,  tpenn  aug  ber  ^Qpotenufe  unb  einer  ßatl^ete  bie  Sänge 
ber  anbern  gefud^t  werben  foQ. 

@g  fei  j.  83.   72«  —  18«  ju  bered^ncn.    aRan  l^at: 

(72  +  18)  .  (72  -  18)  =  90  .  54  =  4860. 
3)ie  Umtel^rung  ber  vorigen  gormcl  lautet: 


2. 


(a  +  6)  .  (a  —  6)  =  a«  -  6 
b.  i).  in  SBorten: 

8)  Se)rffii^:  SSSenn  man  bie  ©umme  jtoeier  3^^^^^ 
mit  ber  ©ifferenj  berfclben  Qa^Un  multiplijiert,  fo 
erl^ält  man  ben  Unterfd^ieb  ber  Duabrate  beiber  Qa^Un. 

3)iefer  Seiirfa^  fpielt  unter  ben  Vorteilen  beim  ÜÄuIti^ 
:plijieren  jttjeier  3^^^^^,  faQg  bie  3^^^^^^  i^  i>^«  gaftoren  um 
1  üerfd^ieben  finb  unb  bie  ©umme  ber  Sincr  10  beträgt,  eine 
bead^tengttjerte  SftoQe.    @o  ift  j.  93.: 

72  .  68  =  70«  -  2«  =  4900  -  4  =  4896. 

Sn  ben  Sel^rbüd^ern  ber  Slrit^metif  tt)irb  in  ber  JRegel 
ber  le^tere  ßel^rfa^  juerft  aufgefteQt  unb  burd^  Umlel^rung 
begfelben  ber  t)orIe|te  ©a^  abgeleitet. 
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SBcnn  man  biefc  Drbnung  bcr  ßcl^rjä^c  befolgt,  fo  toirb 
bcr  leitete  ßcl^rfa^  ate  ber  urfprünglid^  gegebene  in  fotgenber 
SBcife  entoicfelt: 

22  .  18  =  (20  +  2) .  (20  —  2) 

=  20*  +  2  .  20  —  2  .  20  +  2^  =  20^  —  2«. 

(a  +  6)  *  (a  —  6)  =  a*  +  a5  —  a6  +  6*  =  a«  —  bK 

(SnttDtcfelung  bei^  ®e(e|ei^  über  ben  ^ubn§  ber 
©untme  jweicr  Qa^Un. 

25»  =  (20 +  5)» 

=  (20 +  5) -(20 +  5). (20 +5)  nac^  bem  ^otenjbegriffe 

=  (20  +  5).(20  +  5)*  =  (20  +  5).(202  +  2.20.5  +  5*) 

=  20»  + 3.20^.5 +  3.20.5*  + 5». 

SlHgemcin  tft: 
(a  +  hf  =  (a  +  6)  .  (a  +  6)  .  (a  +  6) 

=  (a  +  6)  .  (a  +  by  =  (a  +  6)  .  (a*  +  2ab  +  b^) 
=  a»  +  3a*6  +  3a6*  +  6».*) 

9)  Se^rffii^:  Der  fiubuS  ber  ©untme  jtoeier  3^^^^^ 
befielet  aus  bem  Äubug  ber  erften  3^^^/  ^^^  breifad^en 
^robult  au§  bem  Duabrate  ber  erften  unb  ber  jtoeiten 
3aI)I,  bem  breifad^cu  5ßrobuIt  au8  ber  erften  unb  bem 
Duabrate   ber   jtoeitcn   Qaf)l,    unb    bem  Äubu§    ber 

jtoeiten  3^^^. 

9Rit  ^ilfe  bicfer  gormcl  lann  ber  ÄubuS  eine§  jeben 
mel^rgtteberigen  SluSbrudEg  (^ßoI^nomS),  beffen  ©lieber  burd^ 
+  öerbunben  finb,  gebilbet  werben.    ©0  ift  j.  SS.: 

{a  +  b  +  cy  =  [(a  +  6)  +  cf 

=  (a  +  bf  +  3(a  +  6)5» .  c  +  3(a  +  6)  •  c*  +  c». 

fiubuS  einer  ©ifferenj: 

(a  —  by  =  {a  —  b)'  {cf  —  2ab  +  Vf 
=  a»  —  3a*6  +  3a6*  —  bK 

*)  Xicfe  öiet  93cjlanbtcile  tonnen  an  einem  für  tiefen  Sioed  an« 
gefertigten  jetregbaten  SS^ürfel  jut  ^nfd^auung  gebtad^t  »erben. 
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SBie  lautet  biefc  gönnet  in  ©orten?  —  Die  beiben 
leiteten  gormein  tt)erben  ^äufig  burd^: 

(a  +  6y  _  o»  +  3a*6  +  SaV  ±  6» 

bargeftellt 

3)urd^  Senu^ung  biefer  ©leid^ungen  fann  man  leidet  bie 
SBcrte  für  (a  +  6)*  beregnen.    aJian  erl^ält: 

{a±hy  =  a^±  4a»6  +  6a«6^  +  4a6»  +  6*. 

2)  Sel^tfftte  übet  baS  Slec^nen  mit  ^otenjen. 

§  17. 
SSeifpiele: 

lO».  10«  =  (10. 10. 10).  (10. 10)  =  10. 10. 10. 10. 10  — 10\ 

a^'a^='a'a*a'a'a'a'=  a*+*  =  a*. 

L  gormel:    a"»  •  a'»  =  a'"+". 

aSei  bcr  SRuItipIifation  gleid^artigcr  ^ßotcnjen  muffen  il^re 
gjponcnten  abbiert  »erben,  »eil  ein  ©jponent  ja  nur  jäl^It, 
toie  oft  bie  ©tunbjal^I  aU  gaftot  ju  fe^en  ift. 

1)  Se)tffii^:  ^otenjen  mit  gleid^en  ©tunbjal^Ien 
toetben  miteinanbet  multiplijiett,  inbem  man  bie 
©tunbjal^I  mit  bet  Summe  bet  ©Eponenten  potenjictt. 

SBenn  tt)it  öotftel^enbe  gotmel  tütoättg  lefen,  fo  lautet  fie: 

2)  Sel^rfui^:  ®ine  galil  »itb  mit  einet  ©umme 
t)otenjiett,  inbem  man  fie  mit  jebem  ©ummanbcn 
t)oten8iett  unb  bie  etiialtenen  ?ßotenjen  miteinanbet 
multipliiiett. 

SBeifpiele  (jum  folgenben  Sel)rfa|e): 

105 :  10«  =.  12_i2_il_llli2  =  10^-3  =  10». 

lU  •  lü 

IL  gotmet:    aP'ia'^  ^=  a'^'». 

3)  Selrfai^:  ^ßotenjen  gleid^et  SSafiS  »etben  butd^ 
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cinanbcr  biöibicrt,  inbem  man  bie  ©runbjal^I  mit  bcr 
S)ifferenj  bcr  ©Eponenten  potcnjicri 

aSctociS.  3)a8  5ßrobuft  au2  Duoticnt  unb  ©imfor  ift 
glcid^  bcm  Dbibcnben,  bcnn: 

gm-n  .  ^»  ,^  05»»-»+"    (nad^  gormel  I)  =  a»". 

3n  gormcl  III  ift  t)orauggcfe|t,  bafe  bcr  ©Eponcnt  bc8 
3)it)ibcnbcn  gtö|cr  aU  bcr  ©Eponcnt  bcg  DiölforS  ift;  benn 
nur  in  bicfcm  gaflc  bcjcid^nct  bie  ©ifferenj  w  —  n  eine 
Ttatürlid^e  3ai)I.    S38cnn  bagegen  n  >  w,  fo  ift: 

1 


Stläutetung: 


^n-m 


q^  l*a*a*a  1  1 

a  •  a  '  a  *  a  •  a         a  •  a        a 

»eifpiet: 
10» .  5«  =  10  .  10  .  5  .  5  =  (10  .  5)  .  (10  .  5)  =  (10  •  5)^ 

III.  gormel:    ai^-h^  ^  {aiy. 

4)  &e)tffi^:  5ßotenjett  mit  gleid^em  ©Eponenten 
tüetben  mitcinanber  multiplijiert,  inbem  man  baS 
^tobult  il^ret  ©runbjaiilen  mit  bem  gcmcinfd^aft- 
lid^en  @£ponenten  potenziert. 

aSettjeiS. 

a^  .yn  a=a  a  '  a  -  a  •  a  -  a  *  •  >  •  w^mal 


=ab  •  ab  •  ah  -  ab  '  ah  ' '  - '  w^ntat  =  {ah)^. 

gormel  III  lautet  in  ber  Umlel^rung: 

(a6)"»  =  a»"  .  6»«. 

5)  Se)tffi^:  ©in  5ßrobu!t  ttjirb  potenjiert,  inbem 
man  jeben  galtor  potenziert  unb  bie  erl^altenen 
tßotenjen  miteinanber  multiplijiert.*) 


*)  SBergleic^e  §  16,  1  unb  2. 
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SScifpicIc: 

Q2      >I2  8-Ö  8        8  /8\2 

IV.  gormcl:    a»"  :  6"»  =  (a :  6)"*. 

6)  &e)tffi^:  ^leid^artige  ^otenjen  tDerben  burd^- 
ctnanber  biöibicrt,  inbcm  man  ben  Quotienten  il^rer 
©runbjal^Icn  mit  bem  gemcinfd^aftlid^en  ©Eponenten 
^otenjicrt. 

ScttjeiS.   ®cmä|  bcr  S)efinitiongformcI  D=Q'd  ift: 

(a :  6)"»  •  6"»  =  (a :  6  •  6)»"     (nad^  formet  III)  =  a*". 
3)ie  Umleitung  öon  gormcl  IV,  nämlid^: 

brüdEt  baS  ®efe^  über  ^ßotenjierung  eines  Quotienten  au8. 

7)  8e]|tffi^:  ©in  Quotient  ttjirb  potenjicrt,  inbem 
man  fott)oi)I  ben  2)iöibenben  als  ben  3)iöifor  mit  bem 
@j))onenten  potenjiett. 

aSeifpiete: 

(10^)8  =  10^ .  10^ .  10^  =  10^; 

V.  iJormel:    {ar^y  =  a"»'»  =  (a**)"». 

8)  Sel^rfa^:  ©ine  5ßotenj  ttjirb  mit  einer  3^^^ 
})otenjicrt,  inbem  man  bie  ©runbjal^I  mit  bem  ^xo^ 
bult  aug  bem  ©jponenten  unb  ber  ßal^t  potenziert. 

SeweiS.    9lad^  bem  SBcgriffe  ber  ^ßotenjierung  §  14  ift: 

=  «»«+»»-1-«» wsmal    (nad^  Formel  I)  =  a"»». 

gormel  V  lautet  rfidEttJärtS  geiejen: 

t).  \  in  SBorten : 

9)  Sel^rffi^:   Sine  ßal^I  ttjirb  mit  einem  5ßrobuIt 
potenjiert,    inbem    man    biefetbe    juerft    mit    einem 

Sd^fider,  Strit^metif.  5 


66  ^tt  SCbfd^niti    2)te  natütUcJ^n  gal^ten. 

gaftor  unb  bie  crl^altcnc  ^otcnj  mit  beut  anbern 
gaftor   potcnjictt. 

3ufa|.  2)ic  aicil^cnfolgc,  in  tocld^cr  eine  3^^!  tnit  ben 
cinjelnen  fjaltoren  potcnjiert  ttjirb,  ift  glcid^gültig. 

gfir  bag  ptaltijd^e  9iecl^nen  finb  nod^  folgcnbe  oft  an^ 
gettjenbete  Sormeln  ju  nterlen: 

(1)  (a^  —  6^) :  (a  +  6)  =  a  +  6. 

(2)  (a»  +  6») :  (a  +  6)  =  a^  —  a6  +  6«. 

(3)  (a»  —  6»)  :  (a  —  h)  =  a^  +  ab  +  h\ 

(4)  (a*  —  6*) :  (a  +  6)  =  a«  +  «'&  +  «&'  +  &'. 

(5)  (a^  +  fcö)  :  (a  +  6)  =  a*  —  a»6  +  a^fe«  —  al^  +  k\ 

3)ie  gomieln  (1)  unb  (4)  brücfen  folgenbeg  ©efefe  auS: 
1)  3)ie  Diffetenj  jttjeier  gteid^artigen  geraben  ^ßo^ 
tenjen  ift  fott)oi)I  burd^  bie  Summe  aU  burd^  bie 
S)ifferenj  ber  ©tunbjal^Ien  (oI)ne  Sfteft)  teilbar.  2lu« 
ben  gormein  (2)  unb  (5)  folgt:  3)ie  ©umme  gleid^  ^oi)er 
ungeraber  ^ßotenjen  ift  nur  burd^  bie  ®ummt  ber 
®runbjai)Ien  teilbar,  formet  (3)  fprid^t  ba8  ®efe^  aug: 
3)  S)ie  3)ifferenj  jttjeier  gleid^  l^oiien  ungeraben  ^ßo« 
tenjen  ift  nur  burd^  bie  3)ifferenj  iiirer  ©runbjal^Ien 
teilbar.  4)  dagegen  ift  bie  Summe  jttjeier  5ßotenjen 
mit  gleid^em  Sjponenten,  j.  S.  a^  +  6*,  a*  +  6*,  tt)eber 
burd^  bie  ©umme  nod^  burd^  bie  Differenj  ber  ©runb- 
jal)len  teilbar.  3)a8  ®efe^  über  bie  ©lieber  ber  Quotienten 
ift  fid^tbar.  ÜÄittefö  begfelben  fann  man  ben  Quotienten  ol^ne 
Sfted^nung  i)infd^reiben. 

Scjei^net  n  eine  beliebige  ungerabe  ßal^I,  fo  ift  allgemein: 

(a«  _  ft«) :  (a  —  6) 

(6)  { =  a«-i  +  a»-2  'h  +  a'^''b^  +  a»-*  •  6»  + 
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VI.   ^utrfjeln« 

1)  SBur^elaudstel^en. 

§  18.    Segtiff  ber  SBurjef. 

SRad^  §  14  l^cifet  ba8  ^robuft,  tocld^eg  burd^  aRuItipIifation 
einer  3^^^  ^^  biefer  S^^^  ic^t)p  entfielet,  Duabratjal^I.  3n 
ber  gläd^enred^nung  fommen  Duabratgal^Icn  l^aufig  öor,  toenn 
aus  ber  9Ra|jai)l  ber  ©eite  eines  Dnabrate*  ber  gläd^eninl^alt 
begjelben  bered^net  »erben  fofl.  Dnabratjat)Ien  lönnen  baiier 
atg  „3n]^alt3"5  ober  „gläd^enjai)lcn"  ber  9iannigrö|e  „Duabrat" 
Qufgcfalt  unb  bnrd^  lefetcre  öerpnnlid^t  werben. 

©Ott  nmgefe^rt  ans  bem  Snl^att  eines  DuabrateS  bie 
Seitenlange  beSjelben,  bie  9Ra|ga]^l  einer  ©eite,  ermittelt 
»erben,  fo  niu|  man  biejenige  Qa\)l  fud^en,  beren  Dnabrat 
ber  bie  ^Injal^I  ber  gläd^enein^eiten  barfteüenben  3^^^  9^^^^ 
ift.  ®iefe  Qa\)l,  anS  ttjeld^er  bie  Duabratjal^I  als  entftanben 
betrad^tet  »erben  fann,  nennt  man  Dnabratttjnrgel  (SBnrjel 
beS  DnabrateS).  5!Bäre  j.  83.  ber  gläd^eninlialt  eines  Dua- 
brateS  144  qcm,  fo  ift  bie  Sänge  einer  Dnabrat jeite  in  cm 
bie   Dnabratrourjel   aus    144   gleid^    12,    tt)ofür    man   furj 

|/li4  =  12  fc^reibt.  ®ie  3a^I  12  ift  »irlKc^  bie  Duabrat- 
ttjurjet  aus  144,  »eil  12  •  12  ober  12*  bie  gegebene  Duabrat^ 
jal^I  144  liefert.  ÜÄan  öerftel^t  bal^er  unter  ber  Duabratmurjel 
aus  einer  beliebigen  natürlid^en  3^^^  ^f  ^iJ^ä  ^nter  ]/ä,  bie^ 
jenige  3^^^/  öjeld^e,  inS  Duabrat  erl^oben,  bie  3^^^  «  giebt. 
SBie  femer  in  §  14  gejagt  »orben  ift,  nennt  man  bie 
3ai)Ien,  »eld^e  bnrd^  ä»eimalige  ÜÄultiplifation  mit  fid^  felbft 
IjerauSlommen,  SSSürfel^  ober  Äubif galten.  Scfetere  erfd^einen 
BefonberS  in  ber  ©eometrie  bei  ber  SSered^nung  beS  Äörper* 
inl^alteS  eines  SBfirfelS,  unb  eS  lönnen  bal^er  atte  Äubifjal^Ien 
als  „3n]^aItSja]^len"  biejeS  ÄörperS  angefel^en  »erben.  —  3ft 
nun  umgefe^rt  auS  bem  Äörperinl^alt  eines  SBürfelS  bie  ßanten^ 
länge  bes|elben  ju  beftimmen,  fo  mu|  man  biejenige  3^^!  ^^rd^ 
Sied^nung  finben,  »eld^e  breimal  als  fjaltor  geje^t,  bie  gegebene 
„Sm^altSja^l"  beS  SBürfelS  liefert,  ©ieje  gefugte  3a^l  Reifet 
Subitouräel.     ©nt^ätt  j.  83.  ein  SBürfel  1728  cbcm,  fo  ift 
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jcine  Äantenlänge  in  cm  gleid^  bcr  Äubifroutjel  aug   1728, 

m^  furj  }/lf2S  =  12  bargeftettt  wirb.  S)ie  3a^l  12  i[t  bic 
tid^tigc  Äubütputäcl  au8  1728,  inbem  bai  5ßrobu!t  12.12-12 
ober  12^  ber  gegebenen  Äubifja^I  gleid^  ift. 

©tatt  Ouabrats  unb  Äubitourjel  jagt  ntan  aud^  jtoeite, 
begtt).  britte  SBurjel.  3«  ber  Slritl^meti!  !ommen  nidjt  blo| 
bie  genannten  SBurgeln,  fonbern  aud^  bie  vierten,  fünften,  über? 
l^aupt  bie  w^ten  SBurjeln  aus  Qai)Un  öor.  ©o  ift  j.  85.  bie 
t)ierte  SBurjel  au^  81  gleid^  3,  benn  3*  =  81,  bie  Qaf)l  4 
bie  fünfte  SBurjet  auS  1024,  n^eil  4^  =  1024  unb  a  bie  fed^Ste 
SBurjel  öon  a^.  ^aä)  §  14  brüdEt  bie  ©teid^ung  a^  =p  fot 
genbe  Sejiel^ung  jtuif^en  ben  @rö|cn  a,  n  unb  p  auS:  toenn 
man  bie  ©runbjaiit  a  mit  bem  ©Eponenten  n  potenjiert,  fo 
crl^ält  man  ben  5ßotenjtt)crt  p.  Setrad^tet  man  nun  umgelel^rt 
bie  3aI)Ien  p  unb  n  afe  belannt,  fo  lann  man  fid^  bie  grage 
tjorlegen,  tt)ic  man  bie  unbefannte  ®runbjal)l  finbet.  S)iefe 
Aufgabe  fül^rt  un§  auf  eine  neue  9ied^nungäart,  ba§ 
SBurjelaugjielien.  SSejeid^net  man  bie  gefud^te  ®runbiai)l 
mit  X,  fo  mufe  x''=p  fein.  3)ie}e  ©leid^ung,  in  ujeld^er  p 
unb  n  natürlid^e  ßal^Ien  öorftcüen,  l^at  ftets  nur  eine  Sluf- 
löfung,  weld^e  man  bie  n^^te  SBurjel  au8  p  nennt.   3n  Qtx6)tn: 

x  =  yp.  Unter  ber  w=ten  SBurjel  au8  einer  3^^^  P 
tjerftel^t  man  biejenige  natürlid^e  3^^^,  weld^e,  mit  n 
potenziert,  bie  3^^!  p  giebt.  S)a§  Sied^nungSüerfal^ren, 
xoobvixä)  man  bie  Sffiurjel  finbet,  l^ei^t  SBurjetaugjiel^en  ober 
9iabiäieren.  S)iefe  SRed^nungSart  ift  bie  Umfe Irrung  ber 
^ßotenjierung.  2)ie  ^ßotenj  j)  erl^ätt  nun  ben  Flamen  Siabi- 
fanb  unb  ber  ^ßotenäejponent  ttjirb  jum  SBurjeleEponent. 
S)a§  3^^^^/  toeld^eS  baS  SBurjelauSjiel^en  anbeutet,  l^ei^t 
SBurjelä^id^en.  Über  bag  SBurjeljeid^en  fc|t  man  ben 
SBurgeleEponenten ,  mit  ujeld^em  bie  gegebene  Qa^  rabiiiert 
Ujerben  foQ.  SSeim  SluSjiel^en  ber  Duabratttjurjel  ift  e§ 
gebräud^üd^,  ben  SBuräelesponenten  fortjutaffen. 


§  19.   (S^edmeitifd^e  Serfinnlid^nttg  beS  fini^it^tni  ber  Cuabtattourjel.    69 

§  19.    eeomeitif^e  eet{iiinlid|ttng  bc9  Vn9}ie)eii9  ber 

Cttubtfiittittrjel. 

a)  SBorbctcituug.  Die  SBurjcIn  bcr  Duabratja^Icn  im 
ßal^Ienfrcije  1  Ui  100  finb  auS  bcm  ©inmaleing  geläufig. 
Stud^  bie  Duabratoutjeln  tnand^er  jioci^  unb  breiftefliger  3^^^^^ 
pnb  au§  ben  entfpred^enben  Slufgaben  be3  5ßotengierettS  befannt. 
Sei  größeren  3^^!^^  bebarf  eS  jur  Seftimmung  i^rer  SBurjeln 
eines  be|onbern  Sied^nunggöerfal^reng.  DaS  äuSjie^en  ber 
EluabrattDurjet  ift  bie  Um!e^rung  beg  DuabrierenS  üon  3öI)Ien. 
gaffen  toir  ben  gegebenen  9iabifanben  ate  SniialtSjal^t  eines 
ßuabrateS  auf,  |o  öerftnnlid^t  eine  Seite  bc8  OuabrateS  bie 
SBurjel  ber  Snl^altSjal^I  unb  eS  ift  baS  SluSjiel^en  ber  Ouabrat^ 
tourjel  ntd^tS  anbereS,  als  bie  ©rmittelung  ber  Sänge  einer 
Duabratfeitc.  Um  baiier  bie  ©runblage  für  ba^  einjuj^Iagenbe 
Serfal^ren  ju  gettjinncn,  mu|  man  fid^  bie  SBeftanbteile  eines 
jufammengefe|ten  DuabrateS,  nämlid^  beS  DuabrateS  über  ber 
Summe  ättjeicr  ©trecfen,  wol^l  merlen. 

mi  §  14,  aUed^teöfa^  2«  ift  ber  giäd^enin^alt  eines 
QuabrateS  öon  24  cm  =  (20  +  4)  cm  auS  folgenben  ©tücf en 
jufammengefe^t: 

1)  btm  Ouabrate  über  20cm  =  20-20-lqcm  =  400qcm 
Sniialt; 

2)  gtuei  Sfted^tecfen  mit  ber  ©runbjeite  20  cm  unb  ber 
§ö^e  4  cm  =  2  .  20  .  4  qcm  3n^alt; 

3)  bem  Duabrate  über  4  cm  =  4  •  4  qcm  Snl^att. 
®aS  Duabrat  einer  jnjeifteöigen  3ö^f  befielet: 

1)  aus  bem  Duabrate  ber  3e^ner,  nämlid^  20-20  =  202; 

2)  aus  bem  boppetten  ^ßrobult  ber  3^^^^^  ^^^  @iner, 
2 -(20.  4); 

3)  aus  bem  Duabrate  ber  Siner,  4  •  4  =  4^ 

SSor  SBeginn  ber  SRed^nung  jur  Ermittelung  ber  Quabrat^^ 
tt)ur}el  teilt  man  ben  9iabifanben  tjon  red^tS  nad^  Un!s  in 
filaffen  öon  je  jttjei  ©teilen.  Um  flar  einjufet)en,  weS^alb  bieS 
gefd^iel^t,  bead^te  man,  ia^  bie  Ouabrate  ber  Qabiltn  1  bis  9 
eine  ein-  ober  jtoeijifferige  3ö1^I  liefern  unb  na^  bem  Dejimat 
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f^ftcm  jcber  S^ff^^  ^i^  ©tcllcnttjcrt  jufoimnt.  SBcbeuten  bic 
Qa\)Un  1  Bis  9  @incr,  fo  niu|  offenbar  ba§  Duabtat  berjelbctt 
bic  crftc  unb  jiocitc  ©teile  ber  Duabratjal^I,  bejtt).  nur  bie 
(Siner  bcbeden.  Umgeleiirt  mu^  ber  Seil  ber  SBurjel,  ber  bie 
@iner  bejeid^net,  ftetS  in  ben  3^^^^^  ^^^  (Sinem  ober  in 
legieren  aflein  entl^alten  fein,  ©teflen  l^ingegen  bie  einfteHigen 
3ai)Ien  St^xitx  t)or,  fo  liefert  bag  Duabrat  bicfer  3^^tterjaI)Ien 
entttjeber  nur  ^unberter  ober  Xaufenber  unb  ^unberter. 
§ierau3  folgt,  ba§  bie  3^^"^  ^^^  SBurjel  enttocber  nur  auf  ben 
©teQen  ber  Xaufenber  unb  ^unbertcr,  ober  in  ber  le^teren  3^^^' 
orbnung  aflein  ju  fud^en  finb.  SBejeid^nen  bie  3^^!^^  1  t>i8  9 
^unberter,  fo  befleißen  i^re  Duabrate  entroeber  nur  aug  3^^^' 
taufenbern  ober  au8  ^unberttaujenbem  unb  3^^^töiif^^^^^- 
^ieraug  ergiebt  fid^,  ba%  bie  ^unberter  ber  SBurjel  in  ben 

3a]^Iorbnungen  ber  ^unbert-  unb  3^^^*^^!^^^^^  ^^^^  i^ 
lefetercr  Drbnung  aflein  enthalten  fein  muffen  u.  f.  to.  Sie 
SBurjel  enthält  fo  öiele  ©teflen,  ate  ber  9iabi!anb  Ätaffen 
l^at.  (S§  ift  jebod^  ju  bead^ten,  ba^  bie  l^öd^fte  klaffe  aud^ 
nur  eine  Drbnung  umfaffen  fann.  3n  le^terer  ift  atsbann 
baS  Duabrat  ber  l^öd^ften  SRangjiffer  ber  SBurjel  entl^alten. 

®iefe  rein  aritt)metifd^e  Segrünbung  ber  ©inteilung  einer 
Duabratjal^I  in  Slaffen  finbet  eine  Slnalogie  in  ber  Siaumlel^re, 
bejtü.  in  ber  ©inteilung  ber  gläd^enma^e.  2)en  3ö^torbnungen 
(Siner,  3^^^^^^/  ^unberter,  Saufenber  fann  ntan  beftimntte 
Benennungen  beS  ntetrifc^en  ©^ftemS,  etwa  bie  Sängennta^e 
m,  dkm,  hm,  km  gur  ©eite  fteflen.  ®ie  Qai)l  5468  beftel^t 
aus  8  ©inern,  6  3^^nern,  4  ^unbertern  unb  5  Saufenbern; 
5468m  entl^alten  8m,  6dkm,  4hm  unb  5km.  S)a8  Ouabrat, 
beffen  ©eitenlänge  5468  m  beträgt,  I)at  einen  gläd^enin^alt  üon 
5468  .  5468  qm  =  29  89  9024  qm.  ®a  nun  bie  gW^enma^e, 
fafl?  feine  Slbteilung  überjprungen  tt)irb,  burd^gängig  burd^  bie 
3a^t  100  fortfd^reiten,  fo  fönnen  mx  biefen  Sn^alt  aud^  burc^ 

29  qkm  +  89  qhm  +  90  qdm  +  24  qm   auSbrüdfeu.     3u  üor^ 

liegenber  Quabratjal^I  getreu  mitl^in  bie  beibcn  erften  ©teflen 
ben  qm,  b^e  folgenbe  Slbteilung  ben  qdkm,  bie  britte  ben  qhm, 
bie  öierte  ben  qkm  an.  SBäre  bie  Sul^alt^äal^I  29899084 qcm, 
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\o  tDörbe  man  bicf clbc  butd^  29  qdkm  +  89  qm  +  90  qdm 
+  84  qcm  barftcQcn  lönncn.  ^ierauS  folgt:  3ft  ber  Snl^alt 
eiltet  Quabrateg  in  qcm  gegeben  unb  bie  ^läd^enjat)!  ixotu 
ftellig,  fo  enti)ält  bie  ©eite  beg  Duabrate»  nur  cm.  ^at 
bagegen  bie  Duabratjai)!  3  ober  4  ©teflcn,  fo  muß  bie  SSSurjel 
cntoeber  nur  dm  ober  dm  unb  cm  entl^alten.  SBenn  j.  83. 
J=  4096  qcm  =  40  qdm  +  96  qcm  ift,  fo  befielt  bie  Sänge 
einer  Duabratfeite  au8  dm  unb  cm.  gaQ8  bie  beiben  erften 
Stellen  ber  gläd^enja^I  SluQen  finb,  entl^ält  bie  Duabrotfeite 
nur  dm.  Raffen  wir  nun  bie  Duabratja^Ien  ate  ttjirttid^e 
Sn^aßgjal^Ien  eineg  Duabrateg  auf,  toa^  ftet«  ftatt^aft  ift,  fo 
Icud^tet  aug  bem  ©efagten  ber  ®runb  ein,  ttje^l^alb  öor  ber 
9led^nung  bed  SßurjelauSjie'^eni^  ber  9fabi!anb  t)on  red^td  nad^ 
linU  in  klaffen  ober  Abteilungen  öon  je  jttjei  ©teQen  jer* 
legt  tnirb. 

b)  ?lufgabe:  Die  DuabratttJurjel  au8  5184#  ju 
jiel^en.  SSetrad^tcn  toxx  5184  aU  eine  ben  Släd^eninlialt 
eineg  Duabrateg  bejeid^nenbe  3^^^/  ^^^  h^^'^  ^^^  51 84  qcm 
=  51  qdm  +  84  qcm,  fo  entl^ält  bie  ©eite  be^  entfpred^enben 
öuabrateS  nad^  ben  ©rörterungen  unter  a)  dm  unb  cm. 
gigur  9,  ©eite  52  öcrfinnlid^e  bie  Sn^attSjal)!  5184  qcm, 
toeld^e  nad^  a)  an^  bem  Snl^alte  be§  Duabrateg  über  AB, 
jttjei  gleiten  auS  ben  ©tredfcn  AB  unb  BG  gebitbeten  SRec^t^ 
edfen  unb  btm  Duabrate  über  BC  befielet.  S)er  Snl^alt  beg 
Ouabrateg  über  ber  ©tredfe  AB  ftedft  in  ben  51  qdm  ber 
gläd^enja^I;  folgttd^  ift  ©eite  AB  be§  DuabrateS  gleid^ 
^49  =  7  dm.  3^^^  tt)ir  ben  Snl^alt  biefeS  Ouabrateg, 
nämlid^  49  qdm,  üon  51  qdm  bejtt).  t)om  ganjen  Snl^alt  ab, 
f 0  bleiben  2  qdm  +  84  qcm  =  284  qcm  für  bie  beiben  ^Rec^t- 
edEe  2 ab  unb  baS  Duabrat  über  BG.  S)a  bie  Sänge  ber 
9ied^tetfe  befannt,  nämtid^  gleid^  ber  Duabratfeite  AB  ift,  fo 
finben  tt)ir  bie  SSreite  BG,  inbem  njir  284  burd^  2  •  70  teilen. 
284:140  =  2  9ieft  4;  mithin  ift  5(7=  2  cm.  S)a§  Quabrat 
über  B  C  I)at  einen  Snl^alt  öon  4  qcm.  ßiel^en  njir  te^teren 
t)on  bem  Sfteft  ab,  fo  bleibt  nid^tS  übrig.  2)a  bk  SSeftanbteile 
eineg  jufammengefefeten  QuabrateS  mit  ben  Sängen  ^£=7  dm 


72  erfter  «bWttitt.    Xie  tialürlit^en  Sal^Icn. 

unb  JBC=2cm  beim  ©ubtrai)ieren  öom  Sn^alt  be8  Duabrate§ 
leinen  Sieft  übrig  laffen,  fo  ntu§  bie  Seitenlange  be§|elben 
7  dm  +  2  cm  =  72  cm  gro|  fein.  3)ie  Quabrattourjel  au§ 
5184  ift  mithin  bie  3a^I  72. 

3ur  SSerfinnlid^ung  be§  Sßerfal^ren^  bei  fünf=  unb  ntel^r- 
fteüigen  ^dfjUtn  benufee  man  bie  gigur  ju  SRed^tecffafe  3  ©eite  55 
unb  bie  bort  gegebenen  (Erörterungen. 

(Slefd^id^tlid^e  S3emer!ung.  ©d^on  bet  grted^ifd^e  Ttati^ematilet 
%f^ton  üon  ^lesanbrta,  koeld^et  jut  3^^  ^^^  fRegtetung  %^toho[in^  be^ 
Otogen  lebte,  lehrte  ba§  StuSjie^en  ber  Ouabrattourjcl  mit  gcometrijd^ct 
SScrfinnlid^ung  bcg  SScrfal^rcnS  in  bct  ^eutc  übUd^cn  SBeifc,  nur  bcnu^te 
er  ftatt  ber  bcjimalen  ©ejagcftmals33rüd^e. 

3)a8  Slugjiel^en  ber  Duabratwurjetn  au8  jufammengeje|ten 
allgemeinen  SluSbrücfen  gejd^iel^t  nad^  ber  formet: 

Ya^  +  2ab  +  h^  =  a  +  b. 

®enn  ba  baS  Duabrat  beg  SSinomS  a  +  6  ate  9Jorm  für  bie 

Sitbung  ber  Quabrate  aller  meiirgliebcrigen  äuSbrütfe  bienen 

fann  (§  16  3/3  u.  f.  f.),  fo  !ann  bie  SRabijierung,  aU  bie  Um- 

!ei)rung  be§  ^ßotenjieren*,  aud^  allgemein  nad^  öorftel^enber 

formet  auSgefüt)rt  ttjerben. 

Hnf finget  btQii)tn  ^äuftg  ben  Sel^Ier,  jebeS  ®(ieb  eines  ^ufantmen^ 
gefegten  Siabifanben  ju  tabijieten,  {.  93.  }u  lec^nen: 

yi6  +  9  =  4  +  3  =  7;        >/a*  +  6«  =  a  +  6 ; 

Va'  +  6'  =  a  +  6. 

3)ie{e  ®Ietd^ungen  finb  unrid^tig,  '^iet  entfielet  nämlic^  but(^  ^otenjieteit 
bei  äBurjeln  mit  bem  S^ponenten  nid^t  bei  Stabilanb. 

§  20.    Wein  itrUl^ntttif^e  Sertd^nung  btr  Outliiriitiiittrjel. 

S^arfteQung  be§  SiedinungSOerf a^renS : 

1/51|84  =  70  =  a 
a2  =  70*=    4900 

2a  =  140  ^      2  84  =    2  =  6 
2ab  =  140  •  2  =      280 

4 

62  =  2^  =  4 

Ö. 
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(Sriäutctuttg  bcg  rein  aritl^tnctijd^cn  SBcrfal^rcnS: 
2)ie  Duabratjal^I  5184  tcftel^t  au8  j»ci  filaffen;  folglid^  tnU 
^lt  bic  aSurjet  jtoei  ©tcHen.  Qvitx]t  ift  öon  bcr  Duabratjatit 
ia^  Duabrat  bcr  Qtiimx  ju  fubtral)icren.  3)a  biefcg  5ßrobuft 
nur  bic  ^unbcrtcr  Bejtt).  bic  §unbcrtcr  unb  Xaufcnber  beS 
Duabratcg  befc^t,  fo  niu§  baSfelbc  in  ben  51  ^unbcrtern  ent^ 
galten  fein.  SBir  erl^alten  bic  Slnjaiil  Qtijntx  ber  SBurjel, 
inbem  toir  bic  größte  ganje  Qa^l  fud^en,  beren  Duabrat  in  51 
^unbertern  [tedt.  Sic  gejud^tcn  3^^^^^^  f^^^  offenbar  a  =  7. 
2)urd^  ©ubtraltion  beg  Seltner  ^Duabrateg,  nämlid^  4900  öon 
5100,  bleiben  2  ^unberter  qI§  Sfteft.  ®a  ber  jttjeite  S3eftanb= 
teil  ber  Quabratjai)!,  2  x  3^^^^^^  x  ®itier,  in  ben  3^^^^^^ 
ber  Dnabratja^I  ftedt,  fo  öertoanbeln  mx  bic  2  ^unberter  in 
ßel^ncr  unb  fügen  bie  8  3^^^^^^  ^^^  jttjciten  Älaffe  tjinju.  Um 
bie  @iner  ber  SBurjel  ju  erl^altcn,  biüibieren  ttjir  2a  =  2  x  7 
3e]^ner  in  28  3^^^^^-  ®^^  gefudjte  Duotient  liefert  2  @iner. 
yiaä)  ©ubtraltion  öon  2x7  3^^^^^  x  2  =  28  Q^^mx  öon 
28  3^t)nern  bleibt  0  übrig.  9lun  nehmen  toir  bie  4  Stner 
hierunter.  SSon  biefen  ba§  Öuabrat  ber  Siner  fubtral^iert,  liefert 
ben  9fieft  9luII.  3)a  burd)  ©ubtraftion  ber  SSeftanbteite  beS 
Slu^brudg  (70  +  2)^  t)on  ber  Duabratja^I  5184  ber  9ieft  0 
entfielet,  fo  ift  ^5184  =  72. 

Sä^t  man  bie  ben  Slang  ber  3iff^^  bejeic^nenben  JiuHen 
ttjeg  unb  jicl^t  öor- ©ubtraftion  eineg  S3eftanbteileg  ftetS  nur 
eine  3iff^^  l^erunter,  fo  erfd^eint  bie  giedjnung  in  folgenber 
fürjerer  gorm: 

a  +  b 


V'5184  =  72 
a^  =  7^=    49_ 

2a  =  14  ^      28 
2aJ/  =  14  •  2  =      28 


4 
6«  ==  2^  =  4 


// 


SBie  in  §  16  geometrifd^  unb  aritlimetifd^  erläutert  toorben 
ift,  f ann  bie  gormel  für  ba^  Quabrieren  eineä  SSinom^  a  +  6 
aU  SRid^tfci^nur  für  bie  SBitbung  ber  Quabrate  aöer  mel^r^ 
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gücbrigcn  ?luSbrü(fc  bicncn.   @g  ift  j.  95.,  tt)cnn  toir  bic  ß^^incr 
bcr  QaijH  245  mit  a  unb  bic  Siner  mit  h  bcjcic^ncn: 

245«  =  (240  +  5y  =  240«  +  2  •  240  •  5  +  5«  =  60025. 

SBcnn  ballet  in  einer  beliebigen  me^rfteDigen  SBurjel  bie 
Siner  burc^  h  unb  bie  übrigen  ©teDen  mit  a  bejeic^net  werben, 
fo  beftel^t  bie  Duabratjal^I  aug  fotgenben  ©tüdfen: 

1)  bem  Duabrate  be^  crften  Xeileg, 

2)  bem  boppelten  5ßrobuft  beg  erften  unb  jtoeiten 
Xeileg; 

3)  bem  Duabrate  beg  jWeiten  Xeileg. 

S)a  nun  bie  StuSgiel^ung  ber  Duabratwur gel  bie  Umfel^rung 
beg  Duabrieren^  ift,  fo  mu§  bie  gormel: 

Va^  +  2ab  +  6«  =  a  +  & 

aud^  auf  folc^e  Duabratjal^Ien  antoenbbor  fein,  bereu  SBurjetn 
mel^r  ate  jtt)ei  ©tetten  enthalten.    @o  ift  j.  83.: 

}/6Ö025  =  }/24Ö«  +  2  .  240  .  5  +  5«  =  240  +  5. 

$at  man  batier  burd^  Sted^nung  xoxt  öorl^in  jtt)ei  ©teDen 
ber  aSurjet  gefunbcn,  fo  betrad^te  man  biefe  aU  erften  Xeil  a 
unb  beftimme  atebann  ben  folgenben  Xeil  V  u.  f.  f. 


iiei: 

a  +  b 

a«  —  7»  — 

>/614656  = 
49 

=  784 

a'     6' 

2a  =14   : 

2a6  —  14  •  8  — 

124 
112 

6^  —  8«  — 

126 
64 

2a'— 2-78   : 
2a'6  —  2  •  78  •  4  — 

625 
624 

5'2  _  42  _ 

16 
16 

/r 


^ug^tel^en  ber  ^ubtltourjel. 

§  21.    SegHff  ber  ftiitifmuirjel. 

ßufotge  ber  in  §  14  gegebenen  ©rflärung  nennt  man  bie 
bei  SBered^nung  be§  Sörperinl^atteg  eine^  SBürfetg  entftel^enbe 


§  21.   begriff  ber  ^BütDurael. 
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3a^I  SSäfirfcI*  ober  Äubtljol^I  ober  furjtocg  ÄubuS.  Sft 
nun  bcr  Stil^ölt  ctncS  SBflrfcfe  gegeben,  fo  lann  man  bie  fjrage 
ftcßen,  tote  gro§  bie  Äantenlänge  biefeg  SBürfete  fei.  2)ie 
SSeantoortung  biefer  fjrage  föDt  mit  ber  Aufgabe  jufammen, 
au§  ber  Äubifjal^I  biejenige  3^^I  ä^^  berechnen,  beren  Subug 
ber  gegebenen  äSürfeljal^I  gleid^  ift.  2)ie  gefachte  ßal^I,  »elc^e 
breimal  aU  fjaftor  ju  fefeen  ift,  bamit  au^  biefem  ^robuft  bie 
fiubifjal^I  entftel^t,  l^ei^t  Äubifttjurjel  ber  gegebenen  3^^^/ 
unb  bag  Jftec^nunggöerfa^ren,  ttjoburc^  bie  Äubihourjel  gcfunben 
wirb,  nennt  man  „Xtuggie^cn  ber  Äubifmurjel".  ©o  ift 
j.  33.  bie  Äubifmurjel  aug  216  bie  3a^I  6,  weil  6»  =  216 
ift.  Um  anjubeuten,  ba§  aug  einer  Qa^l  bie  ^nUU  ober  britte 
SBurjel  gejogen  werben  foD,  fe^t  man  über  ben  Jftabifanben 
ba§  aSäurjeläeic^en  mit  bem  aSurjelejponenten  3,  unb  fc^reibt 

g.  33.  y^  =  6.  —  8lug  ber  SSejie^ung  jttjifc^en  SBürfel  unb 
SBürfeljal^I  unb  Äante  unb  Äubifmurjel  gel^t  l^eröor,  ba§  bie 
Äubifjal^I  unb  itire  ftubifmurjel  burc^  einen  SBürfel  unb  feine 
Äantcnlänge,  bejtt).  bie  ©eite  eineg  ber  gteid^en  Duabrate, 
toeld^e  ben  SSSürfel  begrenjen,  öerfinntic^t  toixb. 


§  22.    ®efe^e  ber  ftubiening  nnh  i^xtx  Umfel^ntng^  bed 

UMiit^tn»  ber  ftiibifmurael. 

S)ie  Subiftourjetn,  toeld^e  einftettige  Qa^Un  finb,  unb  i^re 
entfpred^enben  Äubifjal^ten  finb  aug  folgenber  S)arftenung  er- 
fid^tlic^.  3^^^  83ered^nung  öon  ixotU  unb  me^rftettigen  Äubit 
tourjeln  ift  bie  fefte  Sinprägung  biefer  Xabette  unerläßlich. 


Äubif tt)uräeln : 
^bif  jal^ten : 


Slug  biefer  2)arfteDung  ergiebt  fid^  burc^  Umfel^rung 

^ntgernng  1:  S)ie  ftubiftourjeln  aller  ein^,  jtoei^ 
unb  breifteUigen  j^af^Un  finb  einftellig,  b.  \).  bie 
SBurjel  entl^ält  nur  Siner. 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

1 

8 

27 

64 

125 

216 

343 

512 

729 
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Sebcutcn  bie  ©tni^citen  bcr  3^^^^^  1  ^^^  9  Qtfjntx,  \o 
crl^attcn  bie  jugcl^örigen  Shtbif jagten  brci  SRuDcn: 

10»  =  1000,    20»  =  8000, 90»  =  729000. 

^olgeruns  2:  2)ic  ftubiftourjcln  aller  öier^  bis 
fec^gftelligen  ßal^Ien  fitib  ätoeiftenig,  b.  1^.  bie  SBurjel 
befielet  cnttoeber  nur  auS  3^^^^^^  ^^^^  ^^^  3^^^^^^ 
unb  ©inern. 

©teilen  bie  ©inl^eiten  ber  einftettigen  3ö^ten  §unberter 
t)or,  fo  erl^ätt  jebe  ber  Äubüjal^Ien  ber  Xabette  rechts  fed^S 
SRußen  angel^ängt: 

100»  =  1000000,    200»  =  8000000, 

900»  =  729000000. 

^nlgening  3:  Sllle  fieben^  big  neunftetligen  Äubif* 
jaulen  l^aben  breiftellige  Äubiftt)urjeln. 

.S)ie  in  biefen  Folgerungen  bargetegten  SBa^rl^eiten  finb 
ber  Orunb,  xot^^atb  man  öor  83eginn  ber  SRed^nung  beg  Subü- 
tt)urjetSlu§äiel^en§  bie  Äubifjal^t  öon  rec^fö  na6)  linfg  in  Slb^ 
teilungen  ober  Slaffen  öon  je  brei  ©teßen  teilt.  Sei  biefer 
©inteilung  lann  felbftüerftänblid^  bie  pd^fte  Slaffe  aud^  nur 
jtoei  3iff^i^^  ^^^^  ^^^^  ©teile  entl^alten. 

gaffen  tt)ir  bie  gegebene  3^^!^  au§  loeld^er  bie  Äubitourjel 
gebogen  toerben  foß,  als  toirflid^e  Snl^altSja^I  eines  SBürfelS 
auf,  fo  lönnen  tt)ir  bie  ©inteilung  ber  Äubifial^I  in  breijifferige 
Slaffen  burc^  bie  Einteilung  ber  Äörperma^e  begrilnben.  ®er 
Äörperin^alt  eines  SBürfelS  öon  9  cm  Santenlänge  beträgt 
729  cbcm.  ^ierauS  folgt  untgefel^rt:  ©nt^ält  bie  3n^attS:= 
jal^I  nur  cbcm,  fo  l^at  bie  Sante  beS  SSürfelS  nur  cm. 
Sft  bie  Sante  beS  SBürfelS  24  cm  =  2  dm +  4  cm  lang,  fo 
ift  fein  Sörperinl^alt  13824  cbcm.  S)a  nun  je  jttjei  aufeinanber 
folgenbe  Slbteilungen  ber  Äörperntaße  lonfequent  burd^  bie  3^^! 
1000  f ortf d^reiten ,  fo  fann  man  13824  cbcm  auc^  burc^ 
13  cbdm  +  824  cbcm  auSbrüden.  Umf el^rung :  öeftel^t 
eine  Subifja^I  auS  jtoei  Slbteilungen,  cbdm  unb  cbcm, 
fo  entl^ält  bie  SBürfelfante  dm  unb  cm.  S)er  Snl^alt 
eines  ÄubuS  üon  234  cm  =  2  m  +  3  d  +  4  cm  Äantenlänge 
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beträgt  12812904  cbcm  =  12cbm  +  812cbdm  +  204cbcm. 
Umfe^rung:  Äann  man  bic  aBürfcIja^I  burd^  brct  8(6- 
teilungcn,  cbm,  cbdm  unb  cbcm  barftcllcn,  fo  befielet 
bie  Santcnlängc  beg  SBürfcIg  aug  m,  dm  unb  cm. 

Sin  einem  jum  Qtotdt  ber  SScIe^rung  angefertigten  gerleg^ 
baren  SBürfel  öon  18  cm  =  (10  +  8)  cm  Äantenlänge  fann 
man  folgenbe  SBeftanbteile  biefeg  ÄörperS  jur  Slnfc^auung 
bringen: 

1)  einen  SBürf et,  beffen  Äante  10  cm  lang  ift.  S)er  Stnhih 
in^alt  btefeg  SBürfete  beträgt  10»  cbcm  =  1000  cbcm ; 

2)  brei  fongruente  5ßrigmen;  jebeg  5ßriima  ^at  eine  qua^ 
bratifd^e  ©runbfläd^e  öon  10  cm  Seitenlange  unb  feine  §ö^e 
beträgt  8  cm.  S)er  ®efamtinl)att  biefer  ^ßri^men  ift  3- 10^ -8  cbcm 
=  2400  cbcm; 

3)  brei  fongruente  5ßrigmen,  jebeg  5ßrigma  öon  8  •  8  qcm 
©runbfläd^e  unb  10  cm  §öl^e.  S)er  (Sefamtinl^alt  biefer  brei 
5ßri§men  ift  3  •  10  •  82cbcm  =  1920 cbcm; 

4)  einen  SBürf el  üon  8  cm  Äantenlönge;  fein  Snl^alt  ift 

8»  cbcm  =  512  cbcm. 

aßit^in  ift  ber  Äubifin^alt  beS  ganzen  SBürfelS 

18-18-18  cbcm  =  5832  cbcm. 

2egt  man  ber  9ted^nung  jur  SSilbung  be§  ÄubuS  eine§ 
SBinomS  bie  §  16,  9  entwidelte  gormel: 

(a  +  hy  =  a«  +  da^  +  3ah^  +  h^ 

jugrunbe  unb  fe^t  a  =  1  3^^ner,  &  =  8  ©inern,  fo  ift: 

a»  =  10»  =  Dem  ^ubu§  ber  ^ti)ntx. 
Sa^fc  c=  3  .  102 .  8  =  3  X  Quabtat  ber  Seltner  x  einer. 
3afe2  =  3  .  10  -  8^  =  3  X  Seltner  x  Duabrat  ber  einer. 
63  =  8»  =  bem  Äubug  ber  einer. 

®ie  SSeftanbteile  red^ts  öom  ®Ieid^{)eitjeid^en  finb  atfo  ber 
2lu§brudE  beg  befonbern  ®efe^e§,  ttjeld^eS  bei  SSilbung  be§  ÄubuS 
jttJeifteHiger  befabifd^er  Qa^kn  ju  befolgen  ift.  S)er  ^ubu§ 
ber  3^^^^^  liefert  Saufenber,  b.  t).  biefeS  5ßrobuIt  befe^t  bie 
niebrigften  ©teilen  ber  Äubiljal^I   mit  9luHen.     S)er  jttjeite 
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Scftanbtcil  gicbt  ^unbcrtcr  jum  ^robuft,  b.  ^.  bic  Slang* 
orbnungcn  bcr  ©ncr  unb  Qtiintx  ftnb  mit  SRuDen  bcfc|t. 
2)ag  brittc  ©tüd  liefert  ein  $ßrobuIt  aus  S^^n^tn,  eS  befe|t 
alfo  bie  niebrigfte  ßö^torbnung  (CKner)  mit  einer  SRutt.  Snb^ 
lic^  ber  vierte  Seftanbteil  ber  Äubif  jal^I,  ber  ^in^  ber  (giner, 
beberft  tüenigftenS  in  jebem  fjaüe  bie  Siner.  S)ie  ^bug  öon 
3  ®inern  unb  4  ®inem  bcfe^en  bie  Drbnungen  ber  B^^ner 
unb  @iner  unb  bie  britten  $ßotenjen  ber  @iner  5  big  9  bebeden 
bie  niebrigfte  klaffe  ber  SSürfeljal^I,  tpie  bie  Xabette  jeigt. 

yiaä)  ben  öorl^ergegangenen  (Erörterungen  ift  ber  ffubif* 
inl^olt.  eines  SBürfelS  öon  25  cm  =  (20  +  5)  cm  ^antenlänge: 

(20  +  5)»  cbcm 

=  (20»  +  3  .  20^ .  5  +  3  .  20  .  5^  +  5«)  cbcm  =  15625  cbcm 

ober  in  rein  oritl^metijd^em  Sinne: 

(20  +  5)»  =  20^  +  3  .  20« .  5  +  3  .  20  •  5«  +  5«  =  15625. 

S)a  nun  ia^  SluSjiel^en  ber  Äubitourjel  bie  Umfel^rung 
ber  Operation  beS  ÄubierenS  ift,  fo  mufe: 


■j/203  +  3  .  20« .  5  +  3  .  20  .  5*^  +  5«  =  20  +  5 
ober  allgemein: 


ya^  +  3a«6  +  Sab^  +  6^  =  a  +  6 

fein.  Unb  toie  bei  S3itbung  beS  SubuS  ber  Summe  jWeier 
natürtid^en  Qai)Un  bie  8luSbrüde  unter  itm  SBurjeljeii^en 
abbiert  werben,  bejtt).  bie  ©umme  biefer  %t\U  in  einer  Äubifc 
iaijii  entl^alten  ift,  fo  mu^  man  umgefetirt  bei  SBered^nung  ber 
ftubitourjel  biefelben  SBeftanbteile  bilben  unb  fie  in  berfelben 
Drbnung  öon  ber  SBürfelja^I  fubtral^ieren.  SBIeibt  nad^ 
biefer  ©ubtraftion  fein  Jfteft,  fo  finb  bie  erl^attenen  ©ummanben 
a  +  b  bie  rid^tige  Äubifujurjet  ber  gegebenen  Äubifjal^L 

§  23.    Undjirl^en  ber  ftubUkourjet  mittels  genmetrtf^er 

IBerfinnli^ung. 

«iifgabe:  9(uS  bem  tubuS  46656  bie  tubifu^urjel 
ju  jie^en. 
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Äuflöfung:  SBtr  bctrad^tcn  bie  gegebene  abftrafte  3^^^ 

a(§  Sttl^altöjal^I  eines  S93ürfelS  unb  jtpar  afö  46656  cbcm. 

Sa  \DXX  bie  je  gnl^alWäal^I  burd^  jtpei  Abteilungen  ber  ftörper- 

mo^e,  nämlid^  burd^  46  cbdm  +  656  cbcm,  barfteDen  fönnen, 

fo  entl^ält  ixt  gefachte  ^antenlänge  beS  äSürfelS  dm  unb  cm. 

SBon  bem  Snl^aft  beg  ftubu«  muffen  tt)ir  naä)  §  22  juerft  ben 

Snl^alt  beg  SBürfelg  fubtral^ieren,  ber  jur  Äante  bie  gefud^te 

änjal^I  dm  t)at;  alfo  a'  cbdm.    S)a  ber  ftubug  ber  3^^t  a, 

toetd^e  burd^  bie  aBürfellante  öerfinnlic^t  xoxxb,  in  46  cbdm 

ftedEt,  fo  ntu^  berfetbe  ber  näc^ft  Keinem  aBürfeljal^t  27  gleid^ 

fein.    S)ie  ftantenlänge  biefeg  aSürfefö  beträgt  dfo  a  =  3dm, 

tüeld^e  ben  erften  Xeil  ber  ftubiftt)uräel  bilben.    ytai)  ©ub^^ 

traftion    öon    27  cbdm    üom    gonjen    3nt)alt    bleiben    nod^ 

19cbdm  +  656cbcm  =  19656cbcm.     3n  biefem  8fleft  finb 

junäd^ft  entl^aften  bie  Snl^alte  öon  brei  ^ßriSmen  mit  3a^6cbcm. 

Sin  ©teile  biefer  brei  ^riSmen  fönnen  toxi  ein  ^ßriSma  fe^en, 

beffen  ©runbfläc^e  bur^  3a^  unb  beffen  $ö^e  mit  6  bejeic^net 

xoxxb.    9iun  finbet  man  bie  §öl^e  eines  5ßriSmaS,  tt)enn  man 

bie  abftralten  ^nf)Q^t^a\)kn  öon  Sörper  unb  ©runbftäc^e  burc^ 

einanber  biüibiert.  '  S)ie  gefud^te  $ö^e  b  beträgt  alfo: 

19656  :  3  .  30«  =  19656  :  2700  =  6  (cm). 

S)a  nun  ber  Xeil  ber  SBürfelfante,  ber  bie  gefud^te  Slnjal^I  cm 
ober  ben  jtt)eiten  Seil  ber  SBurjel  entl^ätt,  bie  $ö^e  b  beS 
5ßriSmaS  ift,  fo  n(u§  ber  anbere  Santenteil  beS  gegebenen 
SBürfetö  6  cm  lang  fein.  Subtrahieren  toir  ben  3nl)att  beS 
?ßriSmaS,  nämlit^  3a^6cbcm  =  16200 cbcm  oon  19656 cbcm, 
fo  bleiben  3456  cbcm.  ^ieröon  ift  nun  ber  gn^att  t)on  brei 
5ßriSmen  mit  3  a  6*  cbcm  =  3  •  30  •  6^  cbcm  =  3240  cbcm  »ab- 
jujiel^en,  tt)obur($  ein  Jfteft  üon  216  cbcm  entftel^t.  Unb  tt)enn 
toir  t)on  biefer  3^^^  ^^^  ÄubuS  öon  6  cm  ßantenlänge,  nämlid^ 
216  cbcm,  fubtra^ieren,  fo  bleibt  iRuU  übrig,  tt)orau§  wir 
fd^Iie^en,  ba§  bie  Santenlänge  eines  SBürf eis  öon  46  656  cbcm 
Snl^alt   6  dm +  6  cm  =  36  cm  lang  fein  mu|.    3Kit^in  ift: 


1/46656  =  36. 


80  (Stfler  Slbfd^nttt.    Xit  natütlid^en  Saldiert. 

§  24.    Wein  aritl^ittetif^ed  fßtx\a^xtn  Ulm  HuSjiellen  ber 

StnbilmnxitU 

S)arftcIIuTig  bcg  Jftcd^nunggöcrfal^rcng:. 


a»  —  30»  — 

1/46656  =  30  —  a 
27000 

3«^'  — 2700-:- 
3a^b  —  2700  -6  — 

19656=    6  — & 
16200 

3ai^  —  3  •  30  •  6»  — 

3456 
3240 

6»  —  6»  — 

216 
216 

// 


Slrit^mctijci^c  ©rtäuterung  bicfcr  9tcci^nung.  S)a 
bic  Äubifjat)!  au§  jtoei  Slbtcilungeti  befielet,  fo  ift  bic  Subifc 
tt)urjel  eine  jttjetfteßige  Qaf)l  Qnnä6)\t  ift  üon  ber  ÄubifjQl^I 
ber  ÄubuS  ber  3^^^^^  i'^  fubtrat)icrcn.  ©crfclbc  ftedt  nad^ 
bcm  üorigcn  5ßaragrap]^cn  in  bcn  (46)  Xaufenbern  unb  mu| 
27  Xaufcnbcr  betragen.    S)ie  Slnjal^I  ber  3^^^^^  ^^^  SBurjel 

ift  alfo  gteid^  y27  =  3.  3la6)  ©nbtraftidn  beg  3^^^^^^^!^^ 
t)on  46  Xaufenbern  bleiben  nod^  19  Sanfenber.  ?lun  ntn| 
ia^  breifad^e  5ßrobuft  an^  bem  Dnabrate  ber  Qtl)ntx 
nnb  ben  ©inern  fnbtral^iert  ttjerben.  S)a  biefeg  5ßrobnft  in 
ben  ^nnbertern  be§  Subng  entl^atten  ift,  fo  üertoanbeln  toir 
ben  Sieft  (19  Saufenber)  in  ^nnberter  nnb  abbieren  bie 
6  §nnberter  ber  fotgenben  Stoffe  t)injn.  S)ie  gefnd^ten  ©iner 
erhält  man,  ttjenn  man  196  §unbcrter  bnrt^  bag  breifa^e 
Dnabrat  ber  3^^^^^/  ^^f^  ^^^^  27  ^nnberter  biöibiert.  2)er 
3tt)eitc  Xeil  ber  aSnräet  beträgt  alfo  196  :  27  =  6.  3)ag  ab- 
jnjiel^enbe  5ßrobuft  l^ei^t  alfo  6  x  27  ^nnberter  ==162  $nn= 
berter.  S)nrd^  ©nbtraftion  be^felben  bleiben  34  ^nnberter 
übrig.  S)a  ber  britte  Seftanbteil  eines  Snbng,  3  x  3^^^^^ 
X  Dnabrat  ber  ©iner,  ein  5ßrobnIt  an§  3^^^^^^  bilbet,  fo 
brüden  toir  ben  9teft  in  Qtf)mxn  an§  nnb  fügen  bie  3^^^^^ 
ber  tnbif jat)I  l^injn,  ba§  giebt  345  3e]^ner.  ^ierüon  3  •  3  •  6^ 
3e^ner  =  324  3e^ner  fnbtra^iert,  bleiben  21 3e^ner.  ©c^Kefelic^ 


§  24.  Stein  atttl^etif^'*  Setfol^ren  (eint  XnSsie^en  bei  SMAton^et    81 

t[t  no(^  bet  ^6u8  ber  ISiner,  n&mlt^  6'  •=  216,  abjujie^en, 
tooburd^  bie  Sle^nung  aufgebt 

SEßenn  man  bie  ben  9lang  bet  3iffc^  bejeic^nenben  9htQen 
toeglält  unb  t)Ot  ber  ©ubtraltion  eines  93eftanbtei(e8  beS  JiubuS 
jebegntol  nut  eine  Qi^tx  ber  Slaffe  jum  8lefte  „herunternimmt", 
jo  ergiebt  fi^  folgenbe  fürjere  Z)arfteIIung: 

yl6J656  =  36 
o»=  27 

3a»  =  27  -=-  196 
3a*6  =  27  •  6  =  162_ 

345 
3o6*  =  3  •  3  •  6«  =   32£^ 

216 
6»  —  6»  =    216 


// 


ßufolgc  §  16  fann  ber  ^hui  einer  jtoeiteiligen  Summe 
a  +  6  atö  aSegtoeifer  für  bie  Silbung  ber  ftu6en  aller  mel^r- 
gliebrigen  8lugbrüde  fein,    ©o  ift  j.  S.: 

345«  =  (340  +  5)» 

=  340»  +  3  .  340* .  5  +  3  .  340  .  5«  +  5». 

3erlegt  man  bal^er  trgenb  eine  mel^rfteHige  natürliche  ßöl^I 
in  jttjei  Seile  unb  bejeic^net  bie  @iner  mit  h,  alle  übrigen  3^^^* 
orbnungen,  alfo  n  —  1  ©teilen  mit  a,  fo  toirb  bag  in  §  16  für 
eine  jtt)eiteiüge  ©umme  enttt)idefte  ®efe|  allgemein  fo  lauten: 

S)er  Äubug  irgenb  einer  ©umme  befielet: 

1)  aug  bem  Subu§  beg  erften  SieileS; 

2)  aug  bem  S)reifac^en  be«  Duabratcg  be8  erften 
2;eiIeS  multiplijiert  mit  bem  j^eiten  Xeile; 

3)  aug  bem  bretfad^en  5ßrobuft  be§  erften  Seile« 
mit  bem  Duabrate  be«  jtoeiten  Seite«; 

4)  aus  bem  ftubu«  be«  jtoeiten  Seile«. 
S)ie  gormel: 

y^a^  +  3a^b  +  3ah^  +  b^  =  a  +  b 

fann  bal^er  burd^gängig  beim  8lu«äie]^en  ber  Äubiftouräel  jur 
aflid^tfci^nur  bienen.    9Wan  beret^ne  junöd^ft  »ie  üor^in  jtt)ei 

©füllet,  «ritl^metit  6 


82  ®tftet  ^bf^nitt.    ^ie  natütlid^en  gal^Ieit. 

©tcDctt  bcr  SBurjct,  bann  fcl^c  man  bicfc  atö  erftcn  Seil  a 
an  unb  bcftimmc  bcn  folgcnbcn  Seil  6',  u.  f.  tp.,  J»  83.: 


o»  —  2»  — 

1^17173512  = 
8 

=  258 

V7 

3o«  =  12-: 

91 

3a«6  —  12  •  5  — 

60 
317 

3a6«  —  3-  2  •  5*  — 

150 
1673 

6»  —  5»  — 

125 

3o'*  —  1875  - : 

15485 

3o'86'  —  1875  •  8  — 

15000 
4851 

3a'6'»— 3•25•8*  — 

4800 
512 

6'»       8» 

512 

// 


Q^efd^id^tlid^e  93emetlungen.  ^er  $^t]^agoreec  dlüontad^ud 
k)on@)erafa  (ettoa  100 n.  ^l^r.)  bilbete  bte ^ubtljal^Ien  butd^ @ummierung 
aufcinanbcrfolgcnbcr  ungcrabcn  gal^Ien.  (5r  fagt:  „S)ic  crfte  Äubiljal^I 
ift  gleid^  bet  erften  ungeraben  3^^^/  ^i^  ^toette  gleid^  ber  @umme  bet 
beiben  folgenbeit;  bie  btttte  entfielet  burd^  ^bbition  bet  bret  folgenben 
ungeraben  ^tiS^\txi'\  wie  folgenbc  3)arftenung  jetgt: 

1  =  1»  =    1 
3  +    5  =  2*=    8 
7  -^    9  +  11  =  3»  =  27 
13  +  15  4-  17  4-  19  =  4»  =  64     U.  f.  to. 

S)er3nber  2lrl5ab]^atta(476n.®]^r.)bebiente  fid^  juerft ber  gotmeln: 

(a  +  6)«  =  a*  +  2a&  +  &«    unb    (a+ &)«  =  a»  +  3a*&  +  3a&*  + 6» 

5ur  93ered^nung  ber  Buabrat»  bejto.  ber  ^bilwur5el.  @r  f|)ri(l^t  auS- 
brüdEItd^  t)on  ber  Einteilung  bed  Stabtlanben  in  gtoei-  bejto.  breifleEige 
fKbfd^nitte  t)or  ^uSfül^rung  ber  Stec^nung.  ^^äBurjel  i^berl^au))t,  aud^  in 
ber  93ebeutung  ber  äBurjel  einer  ^ßanje,  l^eigt  müla  ober  pada;  varga 
bebeutet  eine  9leil^e  gleid^er  Q^egenftänbe,  bann  ein  Cluabrat  im  geometri^ 
fd^en  wie  im  aritl^metifd^en  @inne  bed  SBorted;  gbana  bejeid^net  einen 
S^5r))er.  ^urd^  B^f^^^^^nfe^ung  biefer  ^udbrüdEe  gewann  man  bie  i)>{amen 
varga  müla,  b.  i.  Cuabratwurjel  unb  ghana  müla,  b.  i.  ^ubilwurjel."*) 

*)  ©antor,  ,,SSorIefungen  über  QJejd^id^te  ber  SJlatl^ematil",  1.  ©anb. 
Solebroole,  ^ritl^meti!  unb  Algebra  bed  93ral^megupta  unb  ©l^SScara. 
ßonbon  1817. 


§  25.    ;8e]^r{a|e  über  hai  fRed^nen  mit  SBuraeln.  83 

2)  Sel^rfa^e  über  bad  9ied^nen  mit  SBuraeln. 

§  25. 

9iad^  §  18  nennt  man  ben  aug  ber  ©Icic^ung  a;"  =-  p 

ffir  a;  \x6)  crgebcnben  S33crt,  nömlid^  bic  Qa^i  YPf  ^^^^  SSSutjcI. 
3)cutct  man  nämlic^  bie  Jftabijicrung  einer  ^(i\)l  bto§  an,  o^ne 
Me  Serec^nung  ber  toirfüc^en  SBurjet  augjufü^ren  ober  htxotxh 
fteHigen  ju  fönnen,  fo  nennt  man  ben  SluÄbrndE  einen  SBurjefc 

ou^brud  ober  eine  SBurjelgrö^e.  2)er  SlnSbrudf  >/p  ift  bat)er 
bie  allgemeine  gorm  einer  SBurjetgrö^e.  SBurjetn  mit  gleichem 
SBurjelejponenten  l^ei^en  gteid^artige.    S33ie  bereite  bemerft,  joD 

bie  SSSutjel  Yp  eine  natürtit^e  3^^^  bejeid^nen.  S)a  man  ou^ 
einer  einfad^en  allgemeinen  ^(Aji  p  nid^t  toie  bei  beftimmten 
3a^Ien  bie  toirfUt^e  SBurjel  berechnen  fann,  fo  ift  eg  nötig, 
bie  ©efe^e  ju  fennen,  na^  toelc^en  mit  ß^^tformen  öon  ber 

^rt  }/p  gerechnet  toerben  mu|.  —  S)ie  Operationen  ber  erften 
©tufe  fönnen  nur  an  SBurjetn  mit  gleichem  9labi(anben  unb 
gleid^em  SBurjetejponenten  öottjogen  toerben. 

§  26.    S)ie  ®ninbgefe^e  über  fötttaeln. 

@emä|  ber  S)efinition  ber  SBurjel  (§  18)  fagt  bie  aug 

ier  ©runbgleid^ung  x""  =  p  abgeleitete  ©leic^ung  x  =  }/p 
tiic^tg  anbereS,  al^  ba|: 

S)efinitionSformeI  I.      y^»  =  p ; 

ienn  bie  SBurjel  p  mit  ber  3^^I  ^  potenziert  liefert  ben 
Sfiabifanben  p".    gerner  mu§  aud^: 

S)efinitiongformeI  IL      (v^)**  =  p 

fein,  benn  ber  SlugbrudE  y5  bebeutet  biejenige  Qaf)l,  bie  bur^ 
^otenjierung  mit  n  bie  5ßotenj  p  giebt.  Slu^  gormel  II  er= 
fltebt  fid^  fe|r  Ilar,  ba§  ^ßotenjieren  unb  atabijieren  inöerfe 
^ed^nungSarten  finb,  bie  mit  berfelben  3^^^  tjoßjogen,  fic^ 
gegenfeitig  aufgeben. 

6* 


84  (Stfter  «[bf^ttitt.    ^ie  natütlic^en  Säulen. 

Scifpicic: 

ni.  fjomtcl:        YcT  =  "  y^a"^  •<'  =  '*  f/ö^*^ . 

®efe^  ber  föertieflattbisfeit  einer  föuqet:  S)er  Sßert 
einer  SBnräel  bleibt  ungeänbert,  toenn  man  SBnrjel^ 
nnb  ^otenjejponenten  mit  berfelben  3al^I mnltiplijiert 
ober  beibe  burd^  biejelbe  3^1)1  biöibiert. 

SlUe  a5ett)eife  für  bie  9lid^tißfeit  ber  gomieln,  tt)eld^e  Sel^r^ 
fäfee  über  SBurjeln  au^brüden,  tt)erben  auf  (Srunb  ber  Definition 
einer  SBurjel  geführt,  man  jeigt,  ba|  bie  SBurjetgrö^e  mit  bem 
SBurjelejponenten  potenjiert  ben  9tobifanben  giebt. 

Um  alfo  bie  9tid^tig!eit  ber  gormel  III  ju  bemeifen,  jeigen 

xoxx  erfteng,  ba|  bie  aSurjel  y^  niit  bem  SBurjetesponenten 
n-c  potenjiert  ben  9tabifanben  a"**^  liefert.    @g  ift: 

gemä§  §  17  Sel^rfafe  9.  3la^  gormel  II  fann  man  für  ben 
SCugbrud  red^t§  ben  lürjeren  {a'^y  fe^n  unb  biefer  ift  gemä^ 
§  17,  8  gleich  bem  3labifanben  a"»^  —  2)ie  Jftid^tigfeit  be^ 
jtt)eiten  Seiten  üorftetienben  ßel^rfafeeg  folgt  aug  ber  betoiefenen 

gormel  **  "pa"*  •  ^  =  Vo^ . 

Sel^rfa^:  &Uxä)t^  bur^  gleiche  Qa^Un  rabijiert,. 
giebt  ©leic^eg. 

§  27. 
SBeifpiele: 

]/l6T25  =  |/16  .  j/25  =  4  .  5; 
^^27^64  =  >/27  .  y^  =  3  .  4. 

I.  gormet:        }/ab  ^y^a-i/b. 

1)  Sel^rfa^:  @in  5ßrobuIt  tt)irb  burd^  eine  3^^! 
rabijiert,  inbem  man  \thtn  gaftor  burc^  bie  3^^t 
rabijiert  unb  bie  erl^altenen  SBurjeln  miteinanber 
multiplijiert. 


§  26.  S)te  a^runbgefe^e  üBer  SBuTaeln.    §  27.  ScOrfä^e.        85 

83ctt)ctg.  2)te  gormcl  ift  rid^tig,  tocnn  (v^-V^j^^n 
mbifanben  afcgicbt.    S«ac^  §  17  Se^rfo|  5  ift: 

(yä  •  y^)"  =  (y'ä)''  •  (ySy  =  a6    nad^  gortnci  IL 
SSorftel^cnbe  gormd  lautet  rüdtoärtg: 

y^.yi  =  ^ab . 
Sn  aSortcn: 

2)  Sel^irfa^:  ©Icid^artigeSButjcIgrö^cn  tocrbcn  mxU 
einanbcr  multipltjicrt,  inbem  man  bag  5ßrobuft  il^rcr 
Sfabtfanben  burd^  bcn  SBurjcIcEponcntcn  rabijicrt. 

SBcifpicIc: 

l/144:9  =  |/i44:|/9  =  4; 
V2I6  :  27  =  >/2r6  : 1/27  =  2 . 

IL  gortnci:        y^olft  =  y'ä :  >/6 . 

3)  Sel^tfa^:  @tn  Duoticnt  toirb  rabiäicrt,  inbem 
man  fotool^t  feinen  S)it)ibenben  aU  feinen  S)it)ijor 
tabiäiert  unb  bie  erfte  aBurjel  burd^  bie  gtoeite 
biüibiert. 

Settjeig. 

(ra:nY^{VäY:(nY'-a:b 

nad§  §  17,  7  unb  gormcl  IL 

®urd^  Umfel^rung  ber  formet  V  ergiebt  fid^  ber 

4)  Sel^tfa^:  Gleichartige  aBurjeln  toerben  biöibiert, 
inbem  man  ben  Duotienten  beg  ätabifanben  burd^  ben 
gemcinfd^aftüd^en  SButäeleEponenten  rabijierL 

Seifpiele: 

|/646  =  64«-3  =  64«;        Yär'  =  a^ 

IIL  gormet :        Yä^  =  a"» = » . 

5)  Sel^rfa^:  Sine  ?ßotenj  toirb  rabijiert,  inbem  man 
ben  ^oteuäeEponenten  burd^  ben  SBurjeleEponenten 
biüibiert. 


86  (Stpet  »bfd^nttt.    S)ie  natütltc^nt  Sal^Ien. 

2)amtt  ber  Duoticnt  m :  n  eine  tiatürlid^e  ßol^I  bejeid^nct^ 
niu§  w  ein  SJielfac^eg  öon  n  fein.  SHe  Jftit^tigfeit  ber  gormel 
folgt  unmittettar  auS  gomtet  III. 

SBeifpiele: 

|/27«  ==  (1/27)'  =  3«;         }/9*  =  (VdY  =  3*. 

IV.  gormel:        }/ä^  =  {Väy . 

6)  Sel^rfa^:  @ine  $otenj  n)irb  rabiitert;  inbent  man 
il^re  ©rnnbja^t  rabijiert  unb  bie  erl^altene  SBurjel 
ntit  bem  ^ßotenjeEponenten  potenziert. 

S)ie  5<>^^^I  IV  ift  rid^tig,  totiU 

aiüdfwärtg  gelefen,  brüdt  gormel  IV  folgenbeg  ©efefe  au«: 

7)  Sel^rfa^:  Sine  SBurjel  xoxxb  potenjiert,  inbem 
man  ben  Jftabifanben  mit  bem  ©jponenten  potenjtert 
unb  bie  erl^altene  5ßotenj  rabijiert. 

SBeifpiel: 


1/1/4096  =  }/4096  =  4 . 

V.  gormel:       K>^«  =  '^  V«  =  V}^cl, 

8)  Sel^irfa^:  ©ine  SSurjetgrö^e  tt)irb  rabijiert,  in^^ 
bem  man  ben  Jftabilanben  burd^  baS  5ßrobuft  aus  S^^t 
unb  SBurjelejponent  rabijiert. 

SetüeiS.  S)en  SluSbrud  ""  }/ä  mit  n  potenjiert,  giebt: 
{"^'y/äY  =  "^yä^    (naä)  ßel^rfa^  7) 

=  Va    (gemäfe  gormel  III,  §  21). 

S)ie  Umfel^rung  biefer  gormet  brüdt  folgenbe  SBal^r* 
l^eit  auS: 

Sel^irfa^:  Sine  3^^I  tt)irb  burd^  ein  ^ISrobuft  rabi*^ 
jiert,  inbem  man  fie  burc^  bie  eiujelnen  gaftoren  in 
beliebiger  Drbnung  rabijiert. 


§  28.    3ttfatnmenl^ang  ber  S^ed^tiungSüerfal^rcn.  87 

ür  bai^  9ttd)nvx  mit  äBurjeln  ftnb  ttod^  folgenbe  ber 

@(eici^ung: 

(a  +  6) .  (a  ~  6)  =  a«  —  i« 

entfprcd^cnbc  fjomtcln  öon  SBtc^tigfcit: 

(yä  +  b)  (yä-b)  =  a-hK 

(ya  +  yb)(yä  —  yF)=a  —  b. 

S)tcfc  gormcin  toerbcn  befonbcrS  angctocnbct,  um  SBurjcIn 
aus  bcm  S)tt)ifor  üon  Duoticutcn  fortjujci^affett,  j.  83.: 

yb  +  yc~  (yh  +  Vc)  (Vb^Yc)^     b—c 

§  28.    Siifammettllang  bet  8leil^nttng9tietfa]|ren. 

2n  §  4  ift  gcjcigt  toorbeu,  ba§  bte  ©ubtraftiou  bic  Um« 
tel^rung  ober  bie  3nt)erftou  ber  SCbbitiou  ift.  S)ie  erfte  Dperatiou 
ber  Srttl^mettl  l^at  nur  eine  inöerfe  9tec^nunggart.  3)ieg  ^at 
feinen  ®runb  barin,  ba§  nad^  bem  ^ommutationSgefefee  ber 
äbbition  bie  ©ummanben  einer  Summe  öertaujc^t  »erben 
fönnen.  S)ie  britte  SRec^nungSart,  bie  2J?uftipIifation,  ift  il^rem 
Ursprünge  nad^  nid^tS  anbereS  afö  eine  üerlürjte  Äbbition. 
©inb  nämlid^  in  einem  befonbern  t^aUt  bie  Seite  einer  ©umme 
gleid^,  fo  gel^t  bie  Slbbition  in  bie  aWuttiptifation  über.  Sediere 
l^at  ebenfaDS  nur  ein  umgefel^rteS  Stec^nungSüerfal^ren ,  bie 
S)it)ifion.  S)a  nämli^  bie  galtoren  eines  5ßrobuIteS  mitein- 
anber  üertauft^t  »erben  bürfen,  fo  fliegen  bie  beiben  Um- 
fel^rungen,  »etc^e  bie  SRuItiplifation  eigenttid^  l^aben  mfi^te, 
in  eine  einjige  Operation  jufammen.  S)ie  ^otenjierung  ift 
il^rem  SBefen  nad^  ein  befonberer  gaD  ber  SRuItiptifation. 
SBenn  nämlid^  bie  galtoren  eines  ?ßrobufteS  gteid^  finb,  fo 
fann  boS  ^robuft  fürjer  burc^  eine  ^otenj  bargefteßt  »erben. 
S)ie  ^otenjrec^nung  l^at  jtt)ei  entgegengefe^te  9ted^nungSarten, 
nfimlid^  baS  SBurjelauSiiel^en  (SBurjetred^nung)  unb  bie  ßoga^^ 
ritl^mierung  (Sogaritl^menred^nung).    3n  ben  ©leid^ungen: 
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1)        8^*  =  512    oßgcmcin    a«  =  p  •  • .  I 

lommen  brei  @rö§cn  inbetrac^t,  toclc^c  in  einer  f old^cn  SBejiel^nng 
ju  einanber  [teilen,  ba§  mit  §ilfe  jtoeier  bie  britte,  nnbef  attnte 
®rö§e  cmiittett  »erben  fann. 

93etrac^tet  man  in  ben  @Ieic^nngen  1)  unb  I  bie  ®rö^en 
512  unb  3,  bejtt).  p  unb  n  ate  gegeben,  bie  ©runbjal^I  ate 
gefud^t  unb  fefet  biefette  gleid^  x,  fo  »itb  ber  SSSert  für  x 
bnx6)  bie  befannten  3^^^^  ^J^f  fotgenbe  SBeife  bejeid^net: 

2)        x  =  yEl2  =  8 ;    allgemein    x^yp-U. 

Srfte  Umfel^rung:  Äug  bem  ^otenjtoert  unb  bem 
Sjponenten  bie  ©runbjal^I  finben,  l^ei^t  Slabijieren 

(§  18). 

SRimmt  man  bagcgen  in  ben  Gleichungen  unter  1)  unb  I 

512  unb  8,  bejtt).  p  unb  a  afe  befannte  @rö§en  an,  ben 

©Eponenten  afe  gefuc^t  unb  bejeic^net  biefetben  mit  x,  \o 

»irb  X  burd^  fotgenbe  ©leic^ungen  auggebrüdt: 

3)        X  =  ®log  512 ;    allgemein    x  =  "log  p-   III. 

(©etefen:  x  =  a ^ Sogaritl^mug  üon  p.)  SRun  erl^ätt  bie  5ßotenj, 
512,  p,  ben  Kamen  SRumeruS,  unb  ben  SEponenten  x  nennt 
man  jefet  Sogaritl^mug;  ber  SRame  SBafig  tt)irb  beibel^alten. 

Breite  Umfel^rung:  3Kan  foll  au^  ber  $otenj  unb 
ber  ©runbjal^I  ben  ©Eponenten  (ßogaritl^mug)  be* 
red^nen,  mit  »elc^em  man  bie  S3afi§  poteujieren  mu§, 
um  bie  ^ßotenj  ju  erl^alten.  S)iejeg  Sled^nunggöerfal^ren 
l^ei^t  ßogaritl^mieren. 

S)er  ©runb,  totSf)alh  bie  $ßotenjierung  jtoei  umgelel^rte 
Operationen  l^at,  liegt  in  folgenbem.  3n  ber  ©leid^ung 
a»  =  jp  [teilen  ©runbial^I  unb  ©jponent  in  »ejentlid^  öerfd^ie^ 
bener  ©ejiel^ung  jum  ^ßoteujtoert  p  unb  fönnen  bal^er  im  aH^ 
gemeinen  (nur  in  einjetnen  gätten,  j.  S.  2*  =  4*)  nid^t  mit- 
einanber  öertaujd^t  »erben.  S^^IflK^  ^^^^  ^^^  SBered^nung  ber 
SBafig  unb  be§  ©Eponenten  nic^t  auf  biejelbe  SBeife  öott- 
jogen  »erben,  ba§  ^otenjieren  mufe  j»ei  umgelel^rte  SRed^nungg- 
»erfatiren  l^aben. 
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S)ie  fteben  ©ntnbred^nungiSQrten  bet  Slrit^metit  (onn  man 
in  jtoci  ®tuppen  Bringen,  in  bircf tc  unb  in  inbircf tc.  3)ircftc 
0))erationen  ftnb  Slbbition,  aRultiplitotion  unb  ^otensietung, 
bic  übrigen  ]^ei|cn  inbircftc.  3)ic  SBcgicl^ung  bicfcr  Qa\)U 
ücrfnüpfungcn  gcl^t  qvl^  folgenber  3wfömmenftcQung  l^crtjor: 


S)ircftc  Operationen: 

3nbirefte: 

a  +  6  —  c. 

a  =  c  —  6. 

a  -b  '^  c. 

a  =  c:  6. 

a*  =  c. 

a  =  Vc. 

b  =  •loff  c. 

2)urd^  bie  birciten  SRed^nungSöerfal^ren  werben  QQf)Un 
jufammengeje|t,  burd^  bie  inbireftcn  bagegcn  gergtiebert, 
tDei^l^QlB  bie  erfteren  aud^  tJ^etijd^e,  bie  anbern  l^tijd^e 
Operationen  genannt  werben.  Sine  Operation,  weld^e  aus 
einer  anbern  l^eröorgel^t,  ftel^t  l^infid^tüd^  beS  SRangeS  um  eine 
@tufe  ^öl^er  atö  bie  urfprünglid^e  Sfted^nungi^art.  S)a  bie 
ÜRuItipIifation  au«  ber  Slbbitton  entfte^t  (§  7),  fo  gehört 
erftere  ber  jweiten  Stufe  an,  unb  weil  baS  ?ßotengieren 
eigentlid^  ein  öerfürgte«  Sßultipüjieren  ift,  fo  ift  bie  ?ßotengie- 
rung  eine  Operation  ber  britten  @tufe.  3ebe  birefte  Operation 
mit  i^ren  gugel^örigen  umgetel^rten  9ied^nung«arten  nennt  man 
gufammen  „Operationen  einer  @tufe",  „ gleid^ftufige  Opera* 
tionen"  ober  „8fled^nung«artcn  gleid^en  JRange«".  S)ie  in  biefem 
?l6fd^nitt  bel^anbetten  SBerbinbungen  ber  natürlid^en  Qa^Un 
werben  aud^  einbeutige  SSerfnüpfungen  genannt,  weil  fie 
ftet«  nur  ein  JRefuItat  für  bie  SRed^nung  liefern.*) 

2)er  ßufammen^ang  unb  bie  SBegiel^ung  ber  bel^anbelten 
®runbred^nung«arten  ber  Slrit^metit  gu  einanber  gel^t  aud^  au« 
folgenben  ©ä|en  l^eröor: 

®ie  Slbbition  ift  ^ingufügen  gleichartiger  (benannter  ober 
unbenannter)  (Sinl^eiten. 


*)  a)a  in  biefem  5lbfd^nitt  nur  notütlid^e  Söl^^en  inbetrod^t 


«.- 


fommen,  fo  ift  yp  botläufig  einbeutig. 
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S)ai^  ©uBtral^ieren  beftel^t  im  SEBegnel^nten  gleid^artiger 
(Knl^citcn. 

SRuItipUIation  ift  äbbicrcn  gleid^cr  Qa^iUn  (©ummanbcn). 

S)ic  S)iöifiott  ift  ©ubtraJ^icrcn  glcid^ct  Qaf)Un  (©ubtra* 
l^enbctt). 

S)aS  ?ßotcttjicrctt  Bcftel^t  in  bcr  SRuItipIifation  gleid^cr 
ßal^Ien  (gaf toten)  miteinanbcr.    a-  a-  a  =  a^. 

2)a3  SaäurgcIauSgiel^cn  ift  S)iöifion  burd^  gleid^e  3^^^^^/ 
j.  93.:   yiö^  =  a^ :  a  =  a. 


SöJeitcr  Slbf(!^n{tt. 

§  29.    JBortegtiffe. 

S)ic  ©trcdc  OB  fann  man  jtd^  auf  gtocifad^c  SBcifc  tnU 
ftanben  üorftcUcn,  crftcnÄ  baburd^,  ba|  pd^  bcr  ^un!t  0  nad^ 
B  bctocgt  unb  jtocitenS  baburd^,  ba|  ?ßun!t  JB  bcn  SBcg  tyon 
B  tiad^  0  burd^Iäuft.  S)ie  JRid^tung  OB  ift  ber  JRid^tung  BO 
cntgcgctigcfelt. 

Sfig.  16. 

A\ + \B 

SScrWtigcrt  man  bic  ©trcdfc  OB  über  0,  fo  ift  bie  neue 
©trcdfe  OA  offenbar  baburd^  cntftanbcn,  ba§  bcr  erjcugcnbe 
?ßunft  0  fid^  in  einer  fWid^tung  Betoegt  l^at,  bie  feiner  urfprüng- 
lid^en  gortbettjegung  t)on  0  bii^  JB  entgegengefe^t  ift.  SBääl^It 
man  0  alg  SlnfangSpunlt  beiber  ©tredten,  fo  ift  flar,  ba§  alle 
?ßun!te  t)on  OA  ber  Sage  nad^  entgegengefe^t  finb  ben 
$ßunften,  bie  red^ts  t)on  0  auf  OJB  liegen.  SSeif^jiele  über 
entgegengefefete  JRid^tungen  liefern  bie  $immelggegenben.  Steifen 
ixod  $ßerfonen,  A  unb  B,  t)on  bemfelben  Drte  auf  ber  @rbe 
ab,  bie  eine,  A,  uaä)  SRorben  unb  bie  anbere,  B,  naä)  ©üben, 
fo  finb  bie  9lid^tungen  il^rer  SBege  einanber  entgegengefe^t.  S)en 
©egenfa^  biefer  SRid^tungen  ftettt  man  burd^  bie  3^^^^^  + 
unb  -  bar.  3ft  A  j.  83. 10  SKeilen  nörblic^  unb  B  6  SKeilen 
füblid^  t)on  Äöln  entfernt,  unb  fe^t  man  bie  SRid^tung  nad^ 
SRorben  aU  bie  pofitiüe  feft,  fo  be^eic^net  man  bie  ©ntfernungen 
beiber  ?ßerfonen  öon  Söln  burd^  + 10  Sßeüen  unb  —  6  SKeilen. 
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S)ie  (Sntftel^utig  cinci^  SaäinfdS  J.OJB  !ann  man  ftd^  fo 
torftcUcn,  ba§  ber  ©d^cnfd  0^  pd^  Bis  tu  bic  Sage  bci^  fcftcn 
©d^cnfclS  OB  bcttjcgt,  ober  aud^,  ba§  bcr  Ic|tcrc  fid^  utn  0 

Offenbar  ftnb  beibe  ©rel^ungen  bem  ©tnne 
nad^  entgegengefe^t.  SRennt  man  bie 
©rel^ung  im  ©inne  bei^  Ul^rjeigerS  bie 
pofitiöc  unb  begeid^net  fie  mit  +,  fo  muB 
man  ber  entgegengefe^ten  ©rel^ung  bie  SSejeid^nung  „ncgatiö" 
beilegen  unb  fie  burc^  ba2  ^t\6)tix  —  barfteHen. 

(Sntgegcngefe^te  ®rö|cn.  SMe  benannte  ^(x%\  „10  JC'* 
ift  ein  ab  fo  tut  er  @rö|enbcgriff ;  ,,10  JC  SSermögcn"  unb 
„10  JC  ©d^ulben"  finb  relative  (begüglid^e)  ®rö§enbegriffe. 
2Ran  nennt  bie  ®rö§enbegriffe  „Vermögen"  unb  „©d^ulben" 
in  SSejie^ung  aufeinanber  entgcgengefe^te  ®rö§en. 

3ur  (Srgeugung  eines  beutlid^en  SSegriffeS  t)on  ben  ent^ 
gegengefe^ten  ®rö§en  bienen  befonberS  bie  Sräfte.  SBirft  auf 
einen  Äör^jer  t)on  ber  einen  ©eite  eine  Äraft  t)on  10  kg,  unb 
gleid^jeitig  eine  eben  fo  grofee  Sraft  t)on  ber  entgegengefefeten 
Seite,  fo  bleibt  ber  Äör^Jer  in  SRul^e.  SRennen  ttjir  bie  eine 
Äraft  bie  pofitiüe  unb  bejeid^nen  fie  mit  +  10  kg,  fo  ift  bie 
anbere  Sraft  bie  negative  unb  ttjir  ftettcn  fie  burd^  —  10  kg 
bar.  —  Slud^  bie  SBirfungen  ber  bciben  magnetif^en  ^äftc, 
be§  9?orb=  unb  beS  ©übmagnetiSmuS,  finb  cinanber  entgegen* 
gefegt.  SBäenn  man  bem  9lorb|)oI  eincS  SÄagnetftabeS,  ber  ein 
Sifenftüdt  trägt,  öon  ber  nämlid^en  ©eile  ben  ©fib^jol  eines 
anbern  aWagnetS  t)on  gteid^er  ©tärfe  näl^ert,  fo  faßt  baS  ©ifen^ 
ftüdt  jur  @rbe.  ©teid^ftarfc  entgegengefefete  aRagnetiSmen  lieben 
fid^  bei  i^rer  ^Bereinigung  ganj  auf,  fie  öemid^ten  fid^  gegen« 
feitig.  ©röfeen,  bie  bei  il^rer  ^Bereinigung  fid^  enttt)cber 
gang  ober  gum  Xeil  aufl^eben,  fid^  gegenfeitig  gang 
ober  gum  Xeit  ücrnid^tcn,  l^ei^en  entgegengefe^tc 
®rö§en.  —  Qu  ben  lefeteren  gel^ören:  ®ett)inn  unb  SSerluft; 
gortfd^ritt  unb  SRüdffd^ritt;  |)ebung  unb  ©enfung;  SBcfd^Ieuni- 
gung  unb  SSergögerung;  Slngi^l^ung  unb  Slbftofeung;  ©innal^me 
unb  SluSgabe. 
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§  30.    Sie  Kttir. 

3)er  Segriff  ber  ©ubtraltiou  unb  bie  Sel^rfä^e  über  bie 
Differenz  a  —  b  finb  urfprüngüd^  unter  ber  SSorauSjefeung 
aufgefteüt  tuorben,  ba§  ber  SDlinuenb  größer  aU  ber 
©ubtral^eub  ift;  benn  nur  in  biefem  tjaße  ift  ber  9ieft  eine 
»irflid^e,  natürlid^e  Qa\)l.  SEBenn  g.  5B.  a  =  Ib,  b  =  10,  \t> 
Vjt  a  —  6  =  5.  ©inb  in  einem  befonbern  gade  Sßinuenb  unb 
©ttbtral^enb  einanber  gteid^,  toirb  j.  83.  6  =  a  gefegt,  fo  entfielt 
bie  2)iffereng  a  —  a.  ^iü)Tt  man  in  le^terer  bie  ©ubtraftion 
oug,  fo  bleiben  leine  ©inl^eiten  übrig.  SWan  fteßt  baS  Ergebnis 
biefer  ©ubtraltion  burd^  ba2  Qtiäien  0  bar,  toetd^eS  „Slutt" 
ou^gefprod^en  toirb.  SRuH  ift  ba2  (SrgebniS  einer  @ub= 
traltion,  bei  ttjeld^er  SWinuenb  unb  ©ubtral^enb  ein:= 
anber  gleid^  finb. 

SBenn  toir  bie  aritl^metifd^e  Aufgabe  5  —  5  an  unferer 
grap^ifd^en  S)arfteQung  ber  natürtid^en  Qa^knxeif)t  töfen,  fo 
muffen  toir  t)on  bem  bie  ßal^I  5  üorftettenben  ^unft  au^  um 
5  ©d^ritte  xMto&xt^  gelten.  SWan  gelangt  alsbann  an  ben 
änfanggpunft  ber  ©eraben,  ber  bie  ß^^t  0  üerfinnlid^t. 

§  31.    ®nifie|ttng  ber  negaiinen  S^^Un,  geometrifi^ 

tieranfi|attlii|t. 

S)ie  Söfung  ber  aufgäbe  5  —  6  an  unferm  gal^Ienbilbe 
(§  1)  verlangt,  ba§  man  t)om  fünften  ?ßunft  ber  ©eraben  au^ 
um  6  ©d^ritte  (fünfte)  rüdtoärtsfd^reite.  3unäd^ft  ift  bieg 
nur  um  5  ©d^ritte  möglid^,  nämlid^  big  jum  SRuH^Junft.  SSon 
le^terem  muffen  toir  nun  nod^  einen  ©d^ritt  nad^  linfg  gelten. 
Um  bieg  tt)irtKd^  augfül^ren  ju  fönnen,  ift  eg  nötig,  t)on  Slutt 
aug  einen  ?ßunlt  in  berfelben  9lid^tung  mit  ben  übrigen  fünften 
ber  Qai)Unxdf^t  unb  in  gteid^em  Slbftanbe  mit  benfelben  einen 
neuen  ^ßunft  ju  fe^en.  Slunmel^r  finb  ttjir  imftanbe,  bie  öor« 
liegcnbe  Slufgabe  ju  löfen.  S)er  neue  ?ßun!t  teranfd^autic^t 
burd^  feine  (Sntfernung  öom  Slnfangspunft  offenbar  bie  Qaf)\  1. 
S)a  aber  nad^  ben  ©rläuterungen  unter  1  bie  Sage  beg  i^inju- 
gefügten  $unfteg  ber  Sage  aller  ^ßlinlte  red^tg  t)on  3lnü  tnU 


94  3»«tn  «bf^idtt.    9legattoe  Saluten. 

gegengcfefet  ifl,  unb  bie  beiben,  bic  Qotit  1  öcrjuiuUd^enben   j 
^unhe  leicht  miteinanber  Dertoet^felt  loerben  tonnten/  fo  ift  eS   j 
notoenbii  bie  Serfd^ieben^it  bet  Soge  beiber  ^nnfte  än^ertii^    \ 
ju  tennjeicbnen.    ^ied  gefc^ie^t  nad^  §  29  boburd^/  ba^  n)tr  ber    ^ 
natürli^en  Qahl  1  büÄ  S^xiftn  +  nnb  bet  linfö  öon  9hiß 
ftebenben  1  bet»  3*^^^^^  —  öorfe^en-    SKit  §ilfe  beS  neuen 
3öt)Iäei(l^en^   —  1  fönnen  toir  nun  bie  Söfung  öorUegenber 
Aufgabe  barfhüen,  e«ijl5  —  6  =  —  1.    S)qS  neu  entftanbene 
3öl)ljei(§en  —  1   nennen  toir  eine  negative  2a\)l  unb  bie 
frübere  natürliche  ^afjll  1,  meld^  bad  Sorjeid^en  +   trdg^ 
Reifet  nun  eine  pofitioe  ^affi.    ^i§t  bie  ?üifgabe  5  —  7,  fo 
muffen  toir  jur  ÄujSfü^rung  ber  Söfung  an  unfereni  3^^^^- 
bilbe  Un(^  noc^  einen  ^^untt  ^in^ufe^en,  ber  benfelben  %ox^ 
berungen  cntfpric^t,  wie  bie  übrigen  fünfte.    Äonfequent  ber 
eingeführten  iöejeic^nung  »irb  biefem  5ßunft  bie  3^^!  —  2 
jugeorbnet  unb  im  (Segenfa^e  ^ierju  gel^t  bie  natürUd^e  3^^^  ^ 
in  bie  pofitioe  +  2  über.    6«  ift  alfo  5  —  7  =  —  2. 

Statt  t)on  ber  natürlid^en  Qafjji  5  aui^  um  6,  7  ©inl^eiten 
tüdtoärtÄ  ju  fd^reiten,  lönnte  aud^  verlangt  »erben,  8,  9,  10, 
100,  übcrl)aupt  eine  fe^r  grofee  3^^!  t)on  5  abjugiel^en.  Um 
alle  biefc  Jlufgaben  bilblic^  löfen  gu  fönnen,  ift  ei^  SBebürfni^, 
aud)  linfS  Don  9lull  eine  unbegrengte  Slngal^I  t)on  fünften  in 
bcrfclben  (Seraben  tiegenb,  gu  fefeen,  begto.  fid^  öorgufteHen, 
unb  benfelben  bie  entfpred^enben  negativen  3^^^^^  guguorbnen. 
©amtliche  3ö^1^"  ^^^  natürlid^en  3^^!^^^^^^^  erhalten  baiJ 
SJorjcidjen  +  unb  fie  ge^en  in  pofitiöe  Qaf)Un  über.  SBir 
crl^altcu  aUbann  folgenbe  äbbilbung  ber  3ö^ten- 

-OO +00 

-7,-0,-6,-4.-3,-2,-1,   0,    +l,+2, +S,+4,+5. +6,  +  7,  +  8, +9, 

S)iefc  S)arfteQung  f)at  Ä^nlid^feit  mit  ber  @!ala  eines 
3;]^ermometerS. 

§  32.    Wein  aritllmetifi^e  Verleitung  bet  negativen  8^^Un. 

Sft  bie  aufgäbe  5  —  8  gegeben,  fo  formen  wir  biefelbe 
mittels  beS  Sel^rfafeeS  über  bie  SBertbeftänbigfeit  ber  ©iffereng 
fo  um:  (5  -  5)  -  (8  —  5).    SRun  ift  5  -  5  =  0  unb  8  —  5 
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=  3;  folglid^  5  —  8  =  0  —  3.  Snbcm  toir  qI|o  bic  3a]^I  8 
tjon  5  fubtro^crcn,  erl^aften  ttnr  eine  3)iffcrcng,  bcrcn  SDWnuenb 
9htS  unb  beten  ©ubttal^enb  eine  natürtid^e  3^^^  ^ft-  Sßenn 
in  ber  allgemeinen  3)ifferenä  a  —  h  ber  ©nbtral^enb  größer 
old  ber  SRinnenb  ift,  alfo  ettoa  b  =  a  +  n,  fo  ift 

a  —  h  ^=  a  —  (a  -\-  n)  =  (a  —  a)  —  n  =  0  —  w. 

S)ifferenjen  öon  ber  tjorm  0  —  n  nennt  man  negative  ßal^ten. 
S)a  aße  Bälgten  bicjcr  Art  benfelben  SWinnenben,  SRnH,  l^aben, 
ftd^  aljo  nnr  burd^  il^ren  ©ubtral^enbcn  nnterfd^eiben,  fo  tä§t 
man  in  ber  Sftegel  ben  SD'Zinnenben  fort  unb  {d^reibt  nur  ben 
©ubtra^cnben  mit  bem  SSorjeid^en  — .  @ine  negative  gal^I 
ift  baS  ©rgebnig  einer  ©ubtraltion,  bei  toeld^er  ber 
©ttbtral^enb  größer  aU  ber  SDlinuenb  ift. 

S)ie  allgemeine  Slritl^mctil  jiel^t  atfo  größere  Qa^Un  öon 
Heineren  ab,  unb  eg  tritt  baburd^  bie  SRottoenbigfeit  ein, 
ba§  3ö^tengebiet  über  bie  urf^jrüngUd^e  ©renje,  SRutt,  l^inaug 
um  eine  unenbttd^e  JReil^e  wn  ©inl^eiten  ju  erweitern.  S)a 
aber  biefe  ß^^Ienreil^e  unb  bie  urf^jrünglid^e  mit  SRüdffid^t  auf 
ii^ren  gemeinfd^afttid^en  StuSgangS-  unb  SRittetpunft  —  bie 
Slutt  —  unb  i^rem  Sl^arafter  nad^  im  ©egenfa^  ju  einanber 
fielen,  fo  nennt  man  nunmel^r  unfere  natürlid^e  3^^^^^^^*^^ 
bie  ^)ofitit)e  unb  bie  neu  erl^altene  bie  negative  So^^^^^^i^^« 
Sie  negativen  Qa\)Un  finb  aui^  ber  negativen  (Sinl^eit  ge= 
bilbet,  fo  ift  j.  85.  (—  3)  =  (—!)  +  (-  1)  +  (~  1).  ®a= 
gegen  befielt  bie  pofitite  Qa\)i  au«  pofitiüen  ©inl^eiten; 
eg  ift  j.  SB.  (+  3)  =  (+!)  +  (+  1)  +  (+  1).  S)urc^  ba8 
©ebiet  ber  negativen  Qaf)itnxtxf)t  toxxi  alfo  bie  ©renje,  tt)etd^e 
bie  natürlid^e  Qai)Urmxf)t  nad^  ber  einen  Seite  burd^  bie  SRutt 
l^atte,  befeitigt.  S)ie  SRuQ  bittet,  tt)ie  bereit«  gefagt,  ben  Slug^ 
gang«^  unb  SÄittelpunlt  beiber  S^^t^ngebiete,  in  i^r  öerfd^ttjinbet 
ieber  3ö^Ienunterfd^ieb,  SRuQ  !ann  fotool^I  pofitit)  al«  negatit) 
genommen  werben,  e«  ift  +  0  =  —  0.  Slu§  ber  Sntftel^ung 
ber  negativen  jia\)Un  ergiebt  fid^,  ba§  biefelben,  abfolut  betrad^tet, 
fämtlid^  Heiner  afe  SRuU  ftnb.  dagegen  finb  bie  pofitiüen  S^^^en 
größer  aU  SiuQ  unb  folglid^  aud^  größer  afe  jebe  negative  Qa^. 
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(Sitic  gal^t  bcr  ^jofitiocn  SRcil^c  ift  um  \o  grölet,  je  toeiter  ftc 
im  ßö^Ienbübc  Don  0  entfernt  ift.  hingegen  ift  eine  gal^I  mif 
ber  negativen  §ätfte  ber  ©eraben  um  fo  grölet,  je  nä^er  fie 
bem  SRuHpunfte  liegt.  83on  jtt)ei  negativen  S^^^en  ift  dfo 
biejenige  bie  größere,  bie  im  ßal^tenbilbe  ben  geringeren  8lb» 
ftanb  üon  SRnO  ^at.  @o  ift  j.  85.  (—1)  größer  alg  (—12). 
Dl^ne  SSejiel^ung  anf  bie  üerfinnüd^te  ßal^Ienreil^e  brürft  man 
biefe  SBal^rl^eiten  ^äufig  oQgcmein  fo  aui^:  3rgenb  eine  gal^I 
ber  altgemeinen  (erweiterten)  ga^Ienreil^e  l^ei^t  größer 
aU  eine  anbere,  menn  man  jn  Unterer  eine  |iofUUie 
3a]^I  abbieren  mn^,  nm  bie  erftere  gn  erl^alten. 

Sing  ber  Bilbüd^en  SJarftcttung  ift  erfid^tlid^,  ba§  man 
nid^t  Bto§  t)on  ber  Slutt,  fonbern  flberl^anpt  ton  jeber  Qa^i 
ans  burd^  SSorttJörtg*  bejtt).  bnrd^  JRüdtoärtSfd^retten  in  bai^ 
entgegengefeite  ßo^I^ngebiet  gelangen  lann.  SlnS  biefem  ©rnnbe 
bejeid^net  man  beibe  QoiiUnxd^tn  mit  bem  gemeinfd^aftttd^en 
SRamen  relative  (bejügüd^e)  ^a^Un,  nnb  nennt  im  ®egenfa| 
l^ierjn  bie  nrf^jrünglid^e,  natürlid^e  Qdf)Unxtif)t,  t)on  ber  toir 
ausgingen,  bie  abfolute  Qa\)Unxt\f)t.  S)a  bie  ^jofitiüen  unb 
negativen  QafjUn  ©egenftanb  ber  Sltgebra  finb,  fo  ^ei§en  fie 
aud^  algebraifd^e  QQi)Un.  Unb  weil  biefelben  i^rem  85egriffe 
nad^  im  SSerl^ältniffe  beS  ®egcnfa|eS  ju  einanber  ftel^en,  fo 
nennt  man  fie  aud^  entgegengefe^te  3^]^tgrö|en.  Qux  SSe- 
jeid^nung  berfelben  bienen,  mie  befannt,  bie  Operations jeid^en 
+  unb  — .  Sefetere  l^eifeen  aber,  wenn  fie  gur  SSejeii^nung 
ber  Slrt  (Dualität)  ber  Qa^  üerwenbet  werben,  DualitätS^  ober 
SSorgeid^en.  Qaf)l  unb SSor jeid^en  werben  i^äufig  eingeftammert, 
um  bie  Slrt  ber  ga^I  beutlid^  l^erüorjul^eben.  Qa^Un  mit 
gleid^en  SSorjeid^en  l^cißen  gleid^artige  S^tlten.  S)en  nega- 
tiüen  3öt)ten  fe|t  man  baS  SWinuSjeid^en  t)or,  weil  bie  ©ub^ 
traftion  jur  ©ntftel^ung  berfelben  gefül^rt  ^at;  baS  SBorjeid^en 
ber  pofitiüen  3^^^^^  ^^^^  bagegen  wegbleiben. 

833ie  bereits  erwäl^nt  worben  ift,  erftredtte  fid^  ber  urf^rüng- 
tid^e  ©ubtraftionSbegriff  nur  auf  fold^e  S)iff erengen ,  bereu 
SKinuenb  größer  als  ber  ©ubtral^enb  ift.  3)ie  allgemeine 
S)iffereng  a  —  b  l^atte  nur  für  ben  gaU  eine  öebeutung,  baß 
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a  größer  atö  b  loar.  S)ie  8[ntt)enbung  ber  SSud^ftaben  ate 
aUgcmctncr  Qa\)iiti6)m,  ba2  öebürfnis,  bic  aritl^mctifd^cn 
©cfc^c  aHgcmcin  angutoenben ,  forbertc  nottüenbig  bie  SSe« 
^eitigung  jener  Sinfd^tänfung  a>b,  verlangte  eine  Srtoeiterung 
beS  ßo^I^^^^flriffi^,  uttb  führte  jur  @infüt)rung  ber  SRutt  unb 
ber  negativen  S^^Ien  in  bie  Slrit^metif.  SDiefe  unterttjirft  biefe 
neuen  gal^Igeid^en  benfetten  ©efefeen,  bie  für  bie  natürtid^en 
(abfoluten)  ßal^Ien  gelten,  unb  nennt  erftere  be^l^Ib  aud^ 
fd^Ied^toeg  „Sorten".  Unb  toie  man  urfprünglid^  unter  ber 
Srtffereng  a  —  6  bie  3^^^  öerftel^t,  bie  gu  b  abbiert,  a  giebt, 
jo  l^at  man  bie  ä^^tenüerbinbung  6  —  10  fo  ju  beuten,  bafe 
man  für  (6  — 10)  +  10  bie  3a^I  6  fefeen  miC. 

3n  ber  allgemeinen  S)iffereng   a  —  6  finb  mitt)in  brei 

befonbere  S^l^Ifö^wi^«  entl^alten:  1)  bie  pofittoe  3^^^/  ^^^^ 
a  größer  ate  6  ift;  2)  bie  SRutt,  toenn  b  =  a  unb  3)  bie 
negative  QoXjii,  fattS  a  Meiner  alg  6  ift.  S)ie  allgemeine 
©ifferenj  a  —  b  l^at  alfo  nad^  ÄenntniS  ber  SRutt  unb  ber 
negativen  Qa^tn  in  atten  %&\ltn  eine  SSebeutung. 

@in  allgemeines  Qoif)i^i6)tn  fann  an  unb  für  fid^, 
ol^ne  SSorjeid^en,  jebe  Qa^  ber  relativen  Qaf)ltnxti^t 
Bejeid^nen.    3n  ben  ©teid^ungen: 

1)    a:  +  2  =  10;  2)    a;  +  18  =»  10 

]^at  bag  3^i^^^  ^  ^i^  SBäerte: 

1)    x=  +  8    unb    2)    ä;  =  (— 8). 

3)a  nun  baS  SSorjeid^en  +  t)or  einer  3ö^Igtö§e  bebeutet,  ba| 
biefelbe  im  urfprünglid^en  ober  bireften  Sinne  gefegt  ttjerben 
foQ,  bag  Sdä)tn  —  bagegen  auSbrüdtt,  ba§  bie  mit  il^r  be= 
haftete  3^^!  in  entgegengefe^tem  ©inne  aufjufaffen  ift,  fo 
mu§  fonfequent  biefer  SSejeid^nung,  tt)enn: 

1)    x  =  (+8)     ift, 
QUd^         +  a;  =  +  (+  8)    unb    —  a;  =  —  (+  8) 

unb  faO«  2)    a:  =  (-  8)     ift, 

aud^        +  ^  =  +  (—  8)    unb    —  a;  =  —  (—  8)     fein. 

3)a  nun  aber  +  a;  unb  — a;  in  jebem  S^Qe  einanber  ent^r 

(B^üUex,  Vrii^metil  1 
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gegengefe^te  @rö§en  barfteHen,  fo  ergeben  ftd^  f)maM  \oU 
genbe  SBesiel^ungen: 

1)  +(+8)  =  +  8    Uttb    -(+8)^ 8; 

2)  +(— 8)  =  — 8    Uttb    —(—8)  =  +  8. 

§  33.    Httkoenbttitg  bet  algeltaifdlen  Sollen. 

©rö^en  an  \xä),  j.  SB.  ©tredett,  lönnett  »ebcr  pofitiü  ttod^ 
ttegatiü  fein.  ©on^ol^I  bie  pofttiüen  atö  bie  negativen  3^^^^^ 
lommen  für  fid^  allein  nid^t  t)or.  SBeibe  Arten  öon  3^^^« 
finb  öielmel^r  nur  in  SBejiel^ung  aufeinanber  benfbar. 
S)ie2  liegt  im  833efen  ber  entgegengefe|ten  S^^^^*  ?llgebraifd^e 
3a]^Ien  fönnen  nur  ba  inbetrad^t  fommen,  wo  nid^t  für  fid^ 
benfbare  S)inge,  fonbcrn  bie  SSegiel^ung  berfetben  ju  einanber 
bag  ©ejäl^fte  finb,  „too  bag  ©ejäl^tte  ein  @ntgegengefe|teiJ 
^at,  ba^  mit  il^m  bereinigt  gebadet,  ber  Sßemid^tung  gleid^- 
!ommt"  (®ou§),  alfo  aud^  bei  ben  entgegengefe|ten  @rö|en. 
(©icl^e  @.  91.)  Salier  bejeid^nen  tt)ir  j.  95.  15  ©rab  SEBärme 
an  ber  @fala  t)on  R^aumur  mit  +  15^  R  unb  6  ®rab  Äälte 
burd^  —  6^  R.  3ttJei  Äräfte,  bie  in  entgegengefe|ten  JRid^tungen 
auf  einen  Äörper  mit  ben  3ntenfitäten  w^  unb  w^  toixttn, 
fteHen  toir  burd^  +  Wj  unb  —  w^  bar.  —  Siegt  ein  Ort  A 
25  aWeiten  nörblid^,  ein  anberer  10  aWeilen  ffiblid^  t)on  ÄMn 
unb  toir  begeid^nen  bie  (Sntfernung  beS  DrteS  A  t)on  Äö(n 
burd^  +  25  Sßeilen,  fo  muffen  toir  mit  iRüdffid^t  auf  ben 
©egenfafe  ber  Sagen  ben  Slbftanb  beg  DrteS  B  t)on  Söln  burd^ 
„—  10  Sßeilen"  augbrüdfen.  S)ie  d^riftlid^e  3rit^cd^nung  be- 
ginnt mit  ßl^rifti  ©eburt.  S)ie  3^it^äume  üor  unb  bie  QtiU 
räume  nad^  biefem  änfang^punft  toad^fen  in  entgegen^ 
gefegtem  ©inne.  SJal^er  !ann  man  mit  Siüdffid^t  auf  biefen 
gemeinfd^aftlid^en  änfang^^junft  bie  3^^^  ^^^  3a]^re  nad^ 
Sl^riftug  mit  +  unb  bie  3^^^^  ^^^  ^a^xt  t)or  Sl^riftui^  mit 
—  bejeid^nen. 
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ütt  U^»  (Sxnribxtifnunseu  mit  algebraifi^ett  Jaulen. 

I.    3lbMtlan* 

§  34.    Hbbiiion  in  gleidlmt  Sinne:  bie  Snmmanhrn  finh 

gleii^  atiige  8a|(en. 

a)  S)ie  äbbitiou  fann  in  gleid^em  unb  in  entgegen^ 
gefegtem  ©inne  auSgefül^rt  werben,  ©oll  baS  Äbbieren  in 
bentfclbcn  ©inne  gef^el^en,  fo  ^aben  bie  ©nmntanben  gleid^e 
SSorjeid^en,  im  anbem  tJaHe  finb  bie  SSorjeid^en  öerfd^ieben. 

aieift  A  öon  Söln  ang  jnerft  6  SDleilen  nnb  l^ieranf 
4  SReilen  in  nörbtid^er  fWid^tnng,  fo  ift  er  10  üReilen  nörbtid^ 
t)on  Äöln  entfernt.  Selben  wir  bie  SRid^tung  nad^  SRorben  aU 
bie  pofititje  an,  fo  ftetten  wir  baS  (SrgebniS  anf  folgenbe  833eife 
bar:  (+ 6)  +  (+ 4)  =  (+ 10). 

S)ie  arit^metifd^e  änfgabe  (+  12)  +  (+  8)  auf  unfcr  Saluten- 
Bilb  übertragen,  l^at  fotgenben  @inn:  SWan  fott  t)on  bcm  ?ßunlt 
au2,  ber  bie  Qa^  +  12  öerfinnltd^t,  um  8  ©tredfen  (?ßunfte) 
im  pofitiöen  ©inne  fortfd^reiten.  SBir  gelangen  afebann  an 
ben  bie  ß^^I  +  20  barftettenben  ?ßunlt  ber  ©eraben;  mithin 
ift:  (+  12)  +  (+  8)  =  (+  20). 

3n  allgemeinen  3^^ten: 

(+«)  +  (+ 6)  =  +  («  +  &). 
S33enn  B  t)on  Söln  auS  juerft  5  SDleilen  unb  bann  nod^ 
7  SReilen   in   füblid^er  9lid^tung   reift,   fo   befinbet   er   fid^ 
12  aÄeilen  füblid^  t)on  Söln.    »ejeiinen  wir  bie  SRid^tung 
üon  Äötn  nad^  ©üben  mit  — ,  fo  ift: 

(-5) +  (-7)  =  (-12). 

Söfen  wir  bie  Aufgabe  (—8) +  (—6)  mit  §itfe  unferiJ 
ßal^IenbilbeS,  fo  muffen  wir  t)om  ad^ten  ^ßunft  auf  ber  nega^ 
tiöen  §älfte  ber  ©eraben  aug  um  6  Sängen  im  negativen 
©inne  fortfd^reiten.  S)a  wir  an  ben  ^ßunft  gelangen,  ber  bie 
ßal^I  —  14  üerfinnlid^t,  fo  ift: 

(-8) +  (-6)  =  (-14). 
©el^t  man  üon  9luQ  au^  auf  bem  negativen  Xeile  juerft  um 
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a  unb  l^ietQuf  um  6  ©trcdcn  (?ßunltc)  tuciter,  fo  l^at  man  ftd^ 
um  a  +  6  ©tredcn  öom  SRuQpunftc  entfernt.  S)a  bie  Sängen 
IxnU  t)on  SRutt  mit  bem  SSorgcid^en  —  t)erjet)en  tt)erben  mflffen, 
fo  ift:  (-  a)  +  (-  6)  =  -  (a  +  6). 

Sel|rfa^:  ©leid^artige  ä^^Ien  tt)erben  abbiert,  in* 
bem  man  i^re  abfotuten  ßal^Ienmerte  abbiert  unb  ber 
ertialtenen  Summe  bag  SSorjeid^en  ber  ©ummanben 
giebt. 

Slu^  ben  ertöuterten  SSeifpielen  ergiebt  fid^:  @inb  bie  ju 
abbierenben  8^^^^^  gteid^artig,  \o  mu^  man  bei  ber  Bilblid^en 
Söfung  t)on  bem  ben  erften  ©ummanben  barfteHenben  5ßunft 
an^  in  berfetben  SRid^tung  f ortf d^reiten ,  bie  eingefd^Iagen 
»erben  muß,  um  t)on  SRuQ  aus  an  ben  betreff enben  5ßunft  ju 
gelangen,  ^uf  ber  pofitiüen  $ätfte  ber  ©eraben  gcfd^iel^t 
alfo  (in  öorliegenbem  gaUe)  bag  gortfd^reiten  in  ber  SRid^tung 
öon  0  nad^  +  ^  ^^^  ^uf  ber  negativen  $älfte  in  ber 
SWd^tung  t)on  0  nad^  —  cx> 

§  35.    Hbbiiion  in  enigegengefe^iem  Sinne:  bie  Snmmanbett 

l|aben  enigegengefe^te  ßorjeii^en. 

SReift  A  t)on  SSerlin  auS  12  SWeilen  in  nörblid^er  unb 
l^ierauf  8  2ß eilen  in  entgegengefe^ter  SRid^tung,  fo  befinbet  er 
fid^'4  SReilen  nörblid^  t)on  SSerlin.    3n  ßeid^en: 

(+ 12)  +  (~  8)  =  +  4. 
S)ie  Slufgabe  (+  6)  +  (-  15)  auf  unfer  ßa^lenbilb  über* 
tragen,  bebeutet:  ©d^reite  t)on  SRutt  auö  auf  ber  pofitiüen 
§älfte  ber  ©eraben  um  6  5ßunfte  öorttjärts  unb  barauf  üon 
bem  ßiele  aus  um  15  5ßunfte  in  entgegengefe^ter  3fiid^tung. 
S)a  man  fid^  nun  9  ©d^ritte  t)on  SRuQ  entfernt  auf  ber  nega* 
tiöen  $älfte  befinbet,  fo  ift: 

(+6) +  (-15)  =  (-9). 
(Srtäuterung  ber  Slufgabe  ( —  6)  +  (+  15):  ©d^reitet  man 
ton  SRutt  au§  auf  ber  negativen  $älfte  um  6  Sängen  t)or* 
toärts  unb  t)on  bem  erl^altenen  ^unft  auS  in  entgegen* 
gefegtem  ©inne  um  15  Sängen  toeiter,  fo  ift  man  9  Sängen 
red^tS  t)om  SlnfangSpunft  entfernt. 
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3n  allgetneinen  ßol^Ien: 


(+  ö)  +  ( —  *)  =  +  («  —  *)/    ttjcnn 
(+  a)  +  (—  6)  =  —  (6  —  a),    tücnn 


a>b. 
b  >a. 


Se|tfa^:  Sllgebraifd^e  Bal^len  mit  entgegengefeiten 
SBorgeid^cn  »erben  abbiert,  inbem  man  bie  Iteinere 
öon  ber  größeren  3^^!  fubtral^iert  unb  bem  erl^altenen 
9left  ba^  SSorgeid^en  ber  größeren  ^^\)\  giebt. 

?lug  ben  gelöften  SSeifpielen  folgt:  $aben  bie  jn  abbierenben 
galten  entgegengcfe^te  JBorjcid^en,  fo  mu^  man  bei  ber 
Söfung  am  ßö^^^^^tbc  t)on  bem  ben  erften  ©nmmanben  üer^ 
anfd^aulid^enben  ^nnft  au^  in  entgegengefe^ter  9iid^tnng, 
alfo  nad^  bem  Slunpnnfte  l^tn,  fortfd^reiten. 

SBei  ber  ^jraftifd^en  SSereinigung  ungleichartiger  ^fi^^zn 
toenbet  man  2n)edhnä§ig  baS  fogenannte  ,^@r gangen''  an. 

b)  Sin  ©teile  ber  üorl^erge^enbcn  öel^anbtung  lann  aud^ 
bie  folgenbc  treten.  S)ie  Äbbition  !ann  im  pofitiücn  unb  im 
negativen  ©inne  üolljogen  toerben.  S)en  pofitiüen  Sl^arafter 
ber  Slbbition  geigt  man  burd^  85orfe|en  beS  3^^^^^^  +  ^^^ 
bie  gu  abbierenbe  ßo^t  öu,  toäl^renb  ba2  Slbbieren  im  entgegen^ 
gefegten  ©inne  burd^  SSorfefeen  beg  3^^^^^^  —  ^<>^  ^^^  gleiten 
©ummanben  begetd^net  tt)irb. 

1)  Slbbition  in  pofitiüem  ©inne:  «)  beibe  ©um* 
manben  finb  pofitiö,  g.  85.  (+15) +  (+7);  ß)  ber  erfte 
©ummanb  ift  negatiö,  ber  gu  abbierenbe  pofitit),  g.  95. 
(— 15)  +  (+  7).  ©rläuterung  ber  aufgäbe  (+  15)  +  (+  7) 
am  gö^'^^^Wlbe:  ©d^reite  t)on  bem  bie  3ö^l  (+  15)  üor- 
fteHenben  ?ßunlt  aus  um  7  ©tredten  im  ^jofitiüen  ©inne  tt)eiter. 
2)ie  Slufgabe  (—  15)  +  (+  7)  bebeutet:  ©el^e  t)on  bem  ?ßunlte, 
ber  bie  ^a\)i  —  15  öerftnnlid^t,  auS  7  ©d^ritte  im  ^jofitiüen 
©inne  weiter. 

2)  Slbbition  im  negativen  ©inne:  a)  ber  gtt)eite 
©ummanb  ift  negatit),  g.  83.  (+  12)  +  (—  6);  ß)  beibe 
©ummanben  finb  negatiö,  g.  ®.  (—  12)  +  (—  6).  S)ie 
erfte  Aufgabe  bebeutet:  SWan  foU  öon  bem  bie  2fi\)l  (+  12) 
öorfteHenben  ^unlt  aus  6  Sängen  im  negativen  ©inne  fort^^ 
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fd^reitcn.  S)ie  bilbltd^e  Sluflöfung  ber  itoeiten  SCufgabe  t^er- 
langt,  ba%  man  öou  bcm  ?ßunft  aus,  tudd^ctn  bic  ßal^I  (— 12) 
jugcorbnct  ift,  6  ©d^rittc  im  negativen  ©innc  tociterfd^citc. 

6S  Iä§t  fid^  leidet  nad^tucifcn,  ba§  man  ftcti^  bicfdbe  ?lttt* 
n^ort  erl^öU,  n^enn  man  bie  beiben  ©ummanben  üertaufd^.  S)ai^ 
©runbgcfefe  für  bie  Slbbition  bcr  natfirlid^cn  Qai^Un 
ift  alfo  au^  für  atgcbraifd^c  Qa\)Un  gültig. 

S)ai^  äbbicrcn  algcbraifd^er  Qaijiitn  nennt  man  alge^ 
braifd^e  Slbbition.  Slui^  bem  legten  Sel^rfa^e  ergiebt  fid^  ein 
tt)efentUd^er  Unterfd^ieb  bei^  äbbieren«  entgegengefe^ter  alge- 
braifd^er  3^^^^^  ^^^  ^^^  äbbition  ber  natürtid^en  3^^^^^ 
(§  2).  gür  baS  ?lbbieren  ungleichartiger  algebraifd^er  Qai)kn 
finb  bie  im  erften  Slbfd^nitt  §  2  gegebenen  ©rllärungen  ber 
Slbbition  nid^t  gültig;  benn  bie  Summe  algebraifd^er  3^^^^^ 
ift  f  lein  er  aU  eingelne  ©ummanben.  S)ie  frül^er  aufgeftellten 
S3egriffSerMärungen  l^aben  bie  natürlid^en  Qa^Un,  alfo  bie 
©teid^artigfeit  ber  burd^  +  öerbunbenen  ©lieber,  jur  SSorauS^ 
fe|ung.  @ott  ber  ^Begriff  ber  Slbbition  aud^  für  bie  SBer^ 
Inüpfung  pofitiüer  unb  negativer  3^^^^^  jutreffenb  fein,  fo 
muffen  toir  ben  Umfang  begfelben  ertt)eitem.  833ir  faffen  bal^er 
ben  ^Begriff  ber  Stbbition  in  größerer  Sfilgemeinl^eit  als  bie 
^Bereinigung  mel^rerer  üerfnüpfter  Qa^Un  ju  einem  ©angen, 
bei  beffen  SSilbung  bie  ©leid^artigfeit  unb  ber  ©egenfa^ 
feiner  leite  inbetrad^t  ju  jiel^en  ift.  älgebraifd^  abbieren 
l^ei^t  ba^ienige  ©ange,  bie  afgebraifi^e  ^nmmt  (§  43) 
fud^en,  bereu  fämtUd^e  leite  bie  ©ummanben  finb. 

IL    ^nbivoMion* 

§  36.    iSulitafiiott  in  g(e{i|em  Sinne:  SRinuenb  unh 
<Sttbital|enb  finb  gleii^ariige  Spillen. 

a)  SBie  bei  ber  äbbition,  fo  ift  aud^  l^ier  eine  ©ubtraftion 
in  gteid^em  unb  in  entgegengefefetem  ©inne  gu  unter* 
fd^eiben.  2)ie  erfte  Art  ber  ©ubtraftion  finbet  ?lntoenbung, 
toenn  SRinuenb  unb  ©ubtral^enb  mit  gleid^em  SSorgeid^en  be* 
l^aftet,  alfo  gleid^artige  l^oiiUn  finb,  toäl^renb  biefe  Operation 
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in  entgegengefe^tem  ©inne  Bei  Serfd^iebenl^eit  ber  SSorjeid^en 
t)olliogen  tohb. 

^a  bie  ©ubtraftion  bie  ber  Slbbition  entgegen^ 
gefegte  Sied^nungi^Qrt  ift,  fo  mug  bei  Söfung  Don 
aufgaben  ber  ©ubtraftion  am  gal^Ienbilbe  ba«  bem 
Sbbieren  entgegengefe|te  SSerfal^ren  eingefd^Iagen 
»erben.  (Sntfpred^enb  ben  Aufgaben  ber  Slbbition  werben 
ottd^  l^ier  bie  SSeifpiete  unterfd^ieben. 

a)  SDlinuenb  unb  ©ubtral^enb  finb  pofitiü. 

S)a  man  bei  ber  büblid^en  ?lugfü^rung  ber  Slbbition 
poptiüer  Qaf)Un  in  ber  JRid^tung  t)on  0  nad^  +  cx>  auf  ber 
|)ojttiüen  ^ätfte  ber  ©eraben  fortfd^reitet,  fo  mu§  man  bei  ber 
©ubtraltion  pofitiöer  S^^^en  in  entgegengefefetcm  ©inne,  in 
ber  SRid^tung  öon  +  oo  nad^  0  ^\n,  fortgeben,  alfo  rüdhoärts 
fd&reiten.  S)er  ©inn  ber  Aufgabe  (+  12)  —  (+  8)  ift  aI|o, 
man  foU  Don  bem  bie  3^^^  (+  12)  barfteHenben  ^unlt  auÄ 
um  8  ©tredfen  rüdtoärtö  ge^en.  S)a  man  ben  bie  3^^!  (+  4) 
üorfteDenben  5ßunlt  ert)ält,  fo  ift  (+  12)  —  (+  8)  =  (+  4). 
3ft  ber  ©ubtral^enb  größer  ali^  ber  SDlinuenb,  fo  ift  baS  (Sr^ 
gebnig  eine  negative  3^^^^  5-  S5.: 

(+12) -(+15)  =  (-3). 

3u  bemtelBen  9iefultat  gelangen  mir  burd^  folgenbe  93etrad^tung. 
^te  :|)oittit)e  ^dlfte  ber  ©eraben  be^eid^ne  bie  nörblic^e  unb  bie  negative 
^aifte  bie  {üblid^e  9iid^tung.  A  beftnbe  fic^  im  S^uO^unlt,  B  l^abe  feinen 
6tanb:|)un!t  12  Schritte  bon  A  in  nörblic^er  9iid^tung.  &e^t  nun  A 
15  @4rttte  nad^  SHorben,  fo  ift  ber  @tanb^un!t  beg  6  3  (Schritte  füblid^ 
t)on  A. 

3n  allgemeinen  Sc(f)Un: 
(+  a)  —  (+  6)  =  +  (a  —  h),    tt)enn    a  >  6. 
(+  a)  —  (+  6)  =*  —  (6  —  a)f    tt)enn    6  >  a. 

S)ie  ©ubtraftion  einer  pofitiüen  t)on  einer  pofi^ 
tiöen  3^^!  fließt  alfo  mit  ber  Slbbition  ber  entgegen- 
gefegten  j^af^l  (§35)  in  eine  einjige  D^jeration  ^n^ 
fammen. 

b)  ÜRinuenb  unb  ©itbtral^enb  finb  negatiö. 
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3)a  bic  abbition  itocicr  ncgatiöcn  QafjUtn  an  unfcrm 
gal^Icnbilbc  burd^  ein  gortfd^rcitcn  in  bcr  Slid^tung  t)on  0 
big  —  oo  bctocrfftcnigt  toirb,  fo  mu§  bie  ©ubtraüion  folc^er 
Qaf)Un  burd^  gortgc^cn  in  entgegcngefcfetcr  SKd^tung,  aljo 
t)on  —  oo  nad^  0  l^in,  auggcfül^rt  tocrbcn.    @8  i[t  bälget: 

(-  24)  -  (-  16)  =  (-  8). 

S33cnn  bcr  abjolute  Qa^Untottt  bcg  SBinucnbcn  größer  als  bic 
abfolutc  3ö^I  beg  ©ubtral^cnbcn  x%  fo  bleibt  man  beim  SRftd« 
ttjärtgfd^reitcn  auf  ber  negativen  §älfle,  b.  1^.  bie  3)ifferenj  ift 
eine  negatiöe  ßal^L    ^Dagegen  ift: 

(_  24)  -  (-  30)  =  (+  6). 
S)a8  SrgcbniS  bcr  ©ubtraftion  liefert  eine  pofitiöe  Qa% 
njenn  ber  abfolute  3^^^^^^^^*  ^^^  ©ubtral^enben  größer  al8 
bie  bem  3Kinuenben  entfpred^enbe  abfolute  ßal^I  ift.  SBie  man 
erfiel^t,  fällt  bie  ©ubtraftion  mit  bem  SSerfal^ren  bei 
ber  Slbbition  in  §  35  jufammen.  ®8  ift  einerlei,  ob 
man  öon  einer  negativen  3^^^  ^^^^  anbere  negative 
3ci]^I  fubtral^iert,  ober  bie  bem  ©ubtral^enben  ent^: 
gegengefe^te  3^^I  i^^  3Rinuenben  abbiert. 
Sn  Qüä^m: 

(-  24)  -  (-  16)  =  (-  24)  +  (+  16) 
unb  (—  24)  —  (—  30)  =  (—  24)  +  (+  30). 

2)ie  gegebenen  $eif))tele  I5nnen  auä)  burd^  folgenbe  ^eranf(^QuIid^ung 
gelöft  ttetbeti.  «Reift  A  öon  Äöln  aug  24  SWeilen  nnh  B  16  SWetlen  in 
{üblid^et  m^tung;  fo  ift  A  8  SReUen  füblid^  t)on  B.  2)a  biefe  SSesiel^ung 
aritl^tttetifd^  buttä^  —  8  SKeilen  bejeid^net  ttirb,  fo  ift: 

(_  24)  -  (-  16)  «  (-  8). 

8u  bemfelben  ©rgebntS  gelangen  toir,  toenn  A  guetft  24  SWeilen  nad^ 
8üben  unb  l^tetauf  16  9]ileilen  in  entgegengefe^tet  dltd^tung;  alfo  nad) 
««orben,  reifte.  Slufgobe:  (—  24)  —  (—  30).  B  befinbc  fid^  in  SWünd^en 
unb  A  fei  24  SJleilen  füblicä^  ton  biefer  @tabt.  9leift  nun  B  30  SJleircn 
in  fübUd^er  IRid^tung,  fo  bcpnbet  A  ftd^  6  SKeilen  ndtblid^  öon  B.  SaS^ 
felbe  aiefultat  toütbe  fid^  ergeben,  toenn  B  in  SRünd^en  bliebe  unb  A 
30  aWeilen  nad^  Sf^orben  reifte. 

Sn  allgemeinen  QQi)Un: 

(-a)-(-6)  =  (-«)  +  (+6). 
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§  37.     S]ilttafti0tt   in  mtgegengefe^tent  Cittne:   IRiittteitb 
iittb  @iiltra]|ettb  %ü%tn  entgegntgefe^te  Sorjei^eit. 

a)  3)cr  SWinucnb  ift  eine  pojititje,  ber  Subtral^enb 
eine  negatiöe  S<^^I- 

3)ag  SSerfal^ren  jnr  ?luf(öfnng  t)on  SBeifpielen  biejer  8trt 
ip  bent  SBerfa^ren  bei  ber  Sbbition  in  §  35  entgegcngejelt. 
»ei  ber  «uflöfung  ber  Aufgabe  (+  24)  —  (—  16)  am  3a^Ien* 
Bilbe  muffen  »ir  alfo  t)on  bem  bie  ßal^t  (+  24)  öorftellenben 
^nft  aui  in  ber  Slid^tung  öon  0  nad^  +  cx>  l^in  um  16 
©trecfen  fortfd^reiten.  S)a  man  an  bem  bie  3^^'^  (+  40)  öer^ 
fittnüd^enben  ^unft  ber  pofitiöen  ^älfte  ber  ©eraben  anlangt, 
foift:  (+24) -(-16)  =  (+40). 

hieraus  ergiebt  fid^,  ba§  bieSugfü^rung  ber  ©ubtraftion 
einer  negativen  ß^^^'^  ^on  einer  pojitiöen  mit  bem  SSer« 
fahren  bei  8lbbition  pofitiöer  3^^^^^  übereinftimmt. 
(©iel^e  Slbbition  in  §  34.)  3)ie  ©ubtraftion  einer  nega^ 
tiöen  Qaf)i  gel^t  in  bie  8lbbition  ber  entgegengefefeten 
Qa\)l  über. 

3u  bemfelben  (Srgebnig  gelangen  tt)ir  burd^  folgenbe  an* 
fd^aulid^e  Darlegung.  Sefinbet  ftd^  A  in  Äöln  unb  B  reift 
t)on  biefer  ©tabt  aug  24  km  nad^  SWorben,  fo  »irb  bag  3^^ 
be§  B  mit  SBejiel^ung  auf  Äöln  ober  bie  5ßerfon  A  offenbar 
burd^  +  24  km  bejeid^net.  Sleift  nun  A  16  km  in  jüblid^er 
Slic^tung  (bejeid^net  burd^  —  16  km),  fo  ift  B  offenbar: 

(24  km  +  16  km  =)  40  km 
nörblid^  öon  A,  toa^  aritl^metifd^  burd^  +  40  km  auggebrüdEt 
toirb.    Solglid^  ift: 

(+  24)  -  (-  16)  =  (+  40). 
©iefeibc  Slntttjort  ert)alten  ttjir,  ttjenn  B  nod^   16  km  nad^ 
Sftorben  reift,  ftatt  ba^  A  fid^  um  biefelbe  Slnjal^I  km  in  füb^ 
üd^cr  Siid^tung  öon  Söln  entfernt. 

3n  allgemeinen  Qa^Un: 

a  — (— 6)  =  +  (a  +  6). 

b)  3)er  SWinuenb  ift  negatiö,  ber  ©ubtral^enb 
pofitit). 
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3)ie  @u6trattionSaufgaBen  biefer  fixt  entf))red^en  ben  9ttf^ 
gaben  beS  StbbierenS,  in  tpeld^en  bie  @umnte  negatit)  unb  bie  - 
abbicrte  gal^I  pofitiö  i[t    Äu8  ber  Änfgabc: 

(-  12)  +  (+  4) 
toirb  folgcnbc  Aufgabe  ber  ©ubtraftion  hergeleitet: 

(-  8)  --  (+  4). 

yiaäf  ben  (Srläuterungen  unter  §  35  (Seite  100)  »irb  bie  Söfung 
ber  erften  Aufgabe  im  bilbluä^en  ©inne  ausgeführt,  inbem  man 
auf  ber  negativen  §älfte  ber  ©eraben  nad^  bem  5RuQpunfte  l^in 
fortfd^reitet.  S)a  bie  ©ubtraltion  bie  Umlel^rung  ber  Äbbition 
bilbet,  fo  mu§  man  bei  Söfung  ber  in  ber  Überfd^rift  bejeid^ 
neten  Slufgaben  auf  ber  negativen  Hälfte  in  ber  SUd^tung  t)on 
0  nad^  —  cx>  l^in  fortgel^en.  833ir  erhalten  alfo  bie  3)ifferenj 
ber  Slufgabe  (—8)  —  (+4),  inbem  toir  t)on  bem  bie  Qaffl 
(—  8)   öeranfd^aulid^enben  ^unft  aus    um   4  Sängen   nad^ 

—  cx>  l^in  fd^reiten.  3)a  »ir  ben  mit  ber  3^^^  (—  12)  tjer^ 
f eigenen  5ßunft  erl^alten,  fo  ift: 

(_8)_(+4)  =  (-12). 
erläuterung  ber  Aufgabe  (—  24)  -  (+  16).    Steift  A  t)on 
einem  beftimmten  Orte   aus  24  km  nad^  ©üben  (bejeid^net 
burd^  —  24  km),  unb  B  t)on  bemfelben  Orte  au8  16  km  nad^ 
SWorben  (bargefteQt  burd^  +  16  km),  fo  befinbet  fid^  A: 

(24  km  +  16  km  =)  40  km 

füblid^  öon  B.    3)ieje8  JRefuItat  toirb  aber  arit^metifd^  burd^ 

—  40  km  bejeid^net  unb  mithin  ift: 

(-  24)  ~  (+  16)  =  (-  40). 
Sn  allgemeinen  3^^^^^* 

(-  «)-(+&)  =  -(«  +  6). 

?lu8  bem  SSorftel^enben  gel^t  l^ertjor,  ba|  bie  ©ubtraftion 
einer  pofitiöen  t)on  einer  negativen  3^^!  ^^  3öl^Ien' 
bilbe  bem  SSerfal^ren  bei  ber  Äbbition  jttjeier  nega* 
tiöen  3<^^icti  gleid^  ift. 

SBan  !ann  bal^er  bie  ©ubtraftion  einer  pofitiöen  t)on 
einer  negativen  3^^I  i>urd^  Slbbition  beS  entgegengefe|ten 
©ubtral^enben  erfefeen. 


r^ 


§  87.    @tt(trafttim  in  entgegengefet^tem  @i|tne.  107 

®em&|  ben  bei  93e^anblung  ber  t)etfd^iebenen  ^(ufgaben 
beS  ©ubtral^ierenS  burd^  ©penbrud  ]§ert)orge]^obenen  SSemer- 
fangen  (§  36,  a  nnb  b),  fällt  ba8  JBerfa^rcn  bei  ber  ©ubtraWon 
einet  algebraifd^en  3^^I  f^^^^  ^ii  ^^  ^(bbition  beS  entgegen- 
gefegten  @ubtra^enben  {nfammen.  3Ran  brüdt  ballet  in  ber 
9tegel  bai^  ©abtrainieren  einer  algebraifd^en  QafjH  bnrd^  fol- 
genbei^  einfädle  @efe|  anS:  (Sine  algebraifd^e  3^^^  ^i^t^ 
fubtral^iert,  inbent  man  fie  mit  entgegengefe|tem  83or< 
{eid^en  jnm  äRinnenben  abbiert. 

b)  aSir  laffen  ^ier  bie  SBel^anblung  ber  ©nbtraftion  folgen, 
todd^e  ber  «bbition  nnter  b  §  35  entfpric^t.  SKit  «üdtfid^t 
auf  ba8  Sorjeid^en  beS  ©nbtral^enben,  +  ober  — ,  fann 
man  eine  ©nbtraftion  im  pofitiüen  unb  im  negatit)en 
Sinne  nnterfd^eiben.  SIU  bie  Umfe^rung  ber  Slbbition  mu§ 
bie  ©ttbtraltion  am  ßa^Ienbilbe  bnrd^  bie  bei  ben  ent* 
{pred^enben  8(nf gaben  ber  ^(bbition  bejeid^nete  entgegen^ 
gefegte  S3en)egnng  auf  ber  ®eraben  üoÜjogen  tt)erben. 

1)  ©ttbtraftion  im  pofitiöen  ©inner  ber  ©nb* 
tral^cnb  ift  pofitiö. 

Slad^  §  35,  b,  1  toirb  bie  Äbbition  im  pofitiöen  ©inne 
auf  beiben  leiten  ber  ®eraben  burd^  ein  gortfd^reiten  im 
t^ofititjen  ©inne,  nämßd^  in  ber  8flidE|tung  öon  0  nad^  +  oo 
l^in,  ausgeführt  golglid^  mu^  bie  ©ubtraftion  in  pofitioem 
Sinne  burd^  aiüdtoärtgfd^reiten  auf  ber  pofitiöen,  bej».  burd^ 
SorttJörtgfd^reiten  auf  ber  negativen  $älfte  ber  ©eraben  bettjer!« 
fteQigt  »erben.  @8  ift  bal^er: 
(+  8)  -  (+  6)  =  (+  2);      (+  8)  -  (+  12)  =  (-  4); 

(_6)-(+4)  =  (-10). 

2)  ©ubtraftion  im  negativen  ©inne:  ber  ©ub== 
tral^enb  ift  negatit). 

SHe  Äbbition  im  negativen  ©inne  ift  nad^  §  35,  b,  2 
ein  StüdEmärtgjd^reiten  auf  ber  pofitiöen,  bejtt).  ein  SSorttJärt»:* 
fd^reiten  auf  ber  negativen  ^ätfte.  SBitl^in  mu§  bie  ©üb:: 
traltion  im  negativen  ©inne  burd^  gortfd^reiten  nad^  +  cx>  l^in, 
alfo  in  ber  pofltiöen  SUd^tung,  öolljogen  »erben,  ^olgüd^  ift: 
(+8)-(-6)=.(+14)    unb    (-12) -.(^20) -(+8). 
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§  38. 

93eim  9RuItt|)Itjteren  jiDeier  olgeBraifd^en  Qofjlitn  lotnmeii 
öicr  gäDc  inbctrad^t 

1)  aj^ultiplifator  unb  aKttIti))Ufanb  finb  ^ofitiu. 
S)a  ber  aKuItipIüatot  feinem  JBeflriffe  flemä^  eine  natüt*  ^ 

Ud^e  reine  Qafjji  ift  (§  8, 3),  \o  tann  betfelbe  ftrenfl  genommen 
tt)eber  pofttit)  nod^  negatit)  fein. 

Aufgabe:  (+  3)  (+4).  Auf  unfere  gropl^ifd^e  ©ot^ 
fteQung  ber  S^^^^nreil^en  äbertragen,  i)at  bie  Aufgabe  folgenben 
@ittn:  ^Ran  foQ  t>on  92uQ  au^  auf  ber  pofitit)en  ^älfte  ber 
®eraben  3ma(  um  4  ©treten  fortfc^retten.  2)a  man  ben  mit 
(+  12)  öerfel^enen  $un!t  er^t,  fo  ift: 

(+  3)  .  (+  4)  =  (+  12). 

Sn  allgemeinen  Qoi)ltn: 

(+a).(+6)  =  (+a6). 

2)  S)cr  aWuttipIüanb  ift  negatit),  ber  2SlnUxplu 
tatüx  pofitit). 

Sie  aufgäbe  (+  3)  •  (—  4)  bebeutet:  ©d^reite  öon  Slutt 
aus  auf  ber  negativen  ^älfte  3  mal  um  4  ©treden  fort.  SWan 
getaugt  baburd^  an  ben  mit  ( — 12)  bejeid^neten  ^unft  ber 
®eraben;  mitl^in  ift: 

(+  3) .  (-  4)  =  (-  12). 

Allgemein  ift: 

(+a).(-6)  =  (-a6). 

3)  ©er  SKuItipIüanb  ift  pofitio,  ber  SKuItipIi^ 
fator  negatit). 

Vorbereitung  jur  folgenben  Slufgabe.  ©c^t  man 
auf  einer  unbegrengten  Oeraben  ML  bie  {Rid^tung  OL  als  bie 

m- 18- 
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m^       ^« 


—  3  +3 

pofititje  feft,  fo  toirb  bie  entgegengefefete  iRid^tung  OM 
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mit  —  bejeU^net  (§  29).  Xrägt  man  nun  t)on  0  auS  nad^ 
entgegengefe^ten  9iid^iungen  gletd^  ©treden  OA^ »  OA^  ah, 
fo  n)itb  bie  Sage  beS  fünftes  A^  burc^  +  0^^,  bagegen  bie 
Böge  öon  0^,  burd^  —  0^,  bargcftcQt.  3)ic  Übertragung 
beg  fünfte»  A^  in  bie  entgegengefe|te  Sltd^tung  OM  bejeid^nct 
man  alfo  aritl^metifd^  burd^  SSorfe^ung  beS  aRinuSjeid^enS, 
ober,  toxt  es  aud^  aufgefaßt  n^erben  fann^  burd^  ä3or{e|ung 
beS  galtorg  (—1),  fo  bafe  OA^  =  (—l)'OA^  i[t. 
SBir  öerftel^en  nfimlid^  unter  bem  ?lu8bmd  (—  1)  •  OA^  ba8 
?ßrobttft  1  •  OAi  mit  bem  JBorjeid^en  —  unb  ba8  ift  gleid^ 
—  OA^.  JBerfinnlid^t  nun  ^unft  A^  bie  3<i^I  +  3,  fo  öer^ 
anjd^autid^t  ^unlt  A^  bie  S^^^  (—  3),  unb  nad^  ber  öorigen 
(Slcid^ung  ift   (—  3)  =  (—  1)  •  +3,   ober  allgemein: 

(-a)  =  (-l).(+a). 

S)iefe  ©Icid^ung  ift  aud^  offenbar  in  ber  Um fe Irrung  rid^tig, 

oljo:  (—  1)  .  (+  a)  =  —  (1 .  +  a)  —  —  a. 

3)er  gaftor  (—  1)  ^at  a(fo  ben  ßl^aralter,  ba§  er  jebe  3^^! 

ber  pofititjen  ipatbaEC  OL  auf  ben  negativen  leil  OM  ber 

©eraben  ML  überträgt.    Unb  »eil  ber  gaftor  (—  1)  eine 

8a%  »eld^e  ber  pofitiöen  Slid^tung  OL  angel^ört,  auf  bie  ent* 

gcgengefe^te  Slid^tung  OM  öerfefet,  fo  nennen  tt)ir  biefen  galtor 

einen  Slid^tunggfaftor.    833irb  eine  pofitiöe  Qa^  (+  a)  mit 

(—  1)  multi|)lijiert,  fo  mu§  man  ju  ber  entfpred^enben  QafjH 

ber  negatioen  ßal^Ienreil^e  übergel^en,  b.  1^.  berjenigen  negativen 

Qa%  ttjeld^c  abfolut  gebadet,  a  (äinl^eiten  entpit.    Definition: 

ßinc  pofitiöe  gal^I  (+  «)  mit   (—  1)   multiplijieren 

l^ei^t,  üom  SluHpunft  ber  ©eraben  ML  aug  Imal  um 

a  ©inl^eiten  in  ber  negativen  Slid^tung  fortfd^reiten. 

^iernad^  ift  ber  @inn  ber  Slufgabe  (—  3)  •  (+  4)  fofc 
genber:  SKan  foQ  t)on  Slutt  aug  in  ber  ber  pofitioen  ent^ 
gegengefe^ten  Siid^tung,  a(fo  auf  bem  negatioen  XeUe  ber 
® eraben,  3 mal  um  4  ©tredfen  fortgel^en.  3)a  man  ben  bie 
3a^t  (-  12)  öerfinnlic^enben  ^unft  erl^ält,  fo  ift: 

(-3).  (+4)  =  (-12). 

3n  allgemeinen  Qd6)en: 

.     (~  a) .  (+ 6)  =  (- a6). 
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4)  aRuItipIifanb  unb  SKuttipIifatot  finb  negatiu. 

9lad^  ben  t^origen  (Erörterungen  unb  nad^  §  32  (Ie|ter 
Äbfa^)  ift  —  0Ä^  =  +  OÄi,  ober  »enn  nion  [tatt  ber 
©trerfen  bie  öerftnnttd^ten  ßö^Ientoerte  fefet:  —  (—  3)  «=  +  3. 
aRit  fonfequenter  S3efoIgung  ber  t)origen  ^ejeid^nung  l^at  man: 

ober  augemetn: 

(-!)•(-«)-  +  «. 

Sine  negatioe  3^^^^  (—  ^)  ^^t  ( —  1)  muUipUjieren 
l^ei^t;  t)om  Sluüpunft  au^  auf  ber  pofitiü-en  Stiftung 
OL  Imal  um  a  Sinl^eiten  fortfd^reiten.*) 

S)ie  Aufgabe  (—  3)  •  (—  4)  bebeutet:  ©d^reite  t)om  An- 
fang8punft  au8  3  mal  um  4  ©treden  in  ber  ber  negativen  ent^ 
gegengcfe|ten  JRtd^tung,  atfo  auf  bem  j)ofitit)cn  leite  ber 
®eraben,  fort.  SBan  gelangt  an  ben  bie  3<i^I  12  barfteQenben 
^un!t  ber  pofitiöen  ß^^^^^rei^e;  mitl^in  ift: 

(-  3) .  (-  4)  =  (+  12). 

3n  allgemeinen  Qaf)Un: 

(-«)-(-6)  =  (+«6). 

8tu8  ben  unter  1  bi8  4  abgeleiteten  gormein  ergiebt  fid^ 
für  bie  3RuitipIi!ation  algebraifd^er  3^^ten  folgenbe  ^Definition: 
SBit  einer  pofitiöen  ober  negativen  Qa^l  bie  aRuUi- 
plilation  öollgiel^en  l^ei^t,  ben  SBultiptüanben  mit 
ber  abfoluten  Bal^I  beS  SRuItiptüator«  multiplijieren 
unb  bag  ^robuft  pofitit)  ober  negatit)  fe|en. 


*)  @ine  <)orttit)c  ober  negotiüc  S^f)l  mit  (—  1)  inultipftjieren  l^eijt, 
ben  SRuIti^Iüanben  auf  bie  entgegengefe^te  ^alba^e  betfe^en.  ^ie 
Übertragung  einer  S<^^  auf  htn  entgegengefe^ten  Seil  ber  ®eraben 
fann  burd^  eine  ^rel^ung  ber  bie  3o^I  berfinnlid^enben  ©trede  um  einen 
äBintel  bon  180^  in  ber  Sbene  (l^albe  Umbrel^ung)  berfinnlic^t  toerben. 
^aS  arit^metifd^e  Seichen  für  bie  gan^e  Umbrel^ung  einer  ©trede  um 
ben  ^hiOpunft  ift  (—  l)  •(-!)«  (—  l)».  3)a  nm  (—  l)  •(+!)  —  (—  1), 
f 0  muj  (—  1) .  (—  1)  =  (+ 1)  fein.  2)er  Slid^tung»-  ober  3)re^ttng»fa!tor 
für  bie  gonae  Umbrel^ung  in  ber  (Sbtnt  ift  alfo  (+  1). 
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äteitt  atitl^metifd^e  (Srläuterung  ber  t)ier  Formeln. 

1)  (+  ^)  •  (+  *)  bebeutet  « •  (+  6)  mit  pofttiöem  Sor  jcid^cn, 

—  +  (+  a6)  —  +  ah. 

2)  (+  a)  •  ( —  b)  l^ei^t  a  •  (—  6)  mit  pofitiöem  JBorjeid^cn, 

=  +  (—  ah)  —  —  ah, 

3)  (—  a)  •  (+  6)  bebeutet  a-  {+h)  mit  ncgatiöcm  SBorjeid^en, 

«=  —  (+  a6)  =  —  ah. 

i)  (—  a)  •  (—  h)  f)tx^t  a  •  (—  6)  mit  negatiüem  SSorjcid^eu, 
=  —  (—  a6)  =  +  a6.    (§  32  am  ©d^tuffc.) 

^aufitgefe^e:  1)  2)aS  ^robuft  jtoeier  gleid^artigen 
3al^Ien  ift  pofitit),  baS  ^robuft  auS  jn^ei  ungleid^^ 
artigen  Baf^ltn  ift  negatiö.  2)  Sin  ^robu!t  i[t  pojitiö 
ober  negatit),  |e  nad^bem  bie  Stnjal^I  ber  negatit)en 
JJaltoren  gerabe  ober  ungerabe  ift. 

IV.    IJtoin^n* 

§  39. 

S)ie  ®efc|e,  »eld^e  beim  Seilen  algebraifd^er  S^^^^n  ju 
befolgen  finb,  ttjerben  ang  ben  öorftel^enben  gormein  abgeleitet, 
©a  bie  ©iöifion  bie  ber  aKnIti|)ftfation  entgegengefefete  SRed^* 
nunggart  ift,  fo  ergeben  fid^  folgenbe  ©leid^ungen: 

1)  (+a6):(+«)  =  (+6);     2)  (+ a6) :  (-a)  =  (- 6); 
3)  (_a6):(+a)  =  (-6);     4)  (- ah):{- a)  =  {+h). 

^anfitgefe^:  jpaben  3)it)ibenb  unb  3)it)ifor  gleid^e 
SSorjeid^en,  fo  ift  i^r  öuotient  pojitiö,  bei  entgegen^ 
gefegten  SSorjeid^en  bagegen  negatit). 

Slnmerfung.  3tt)ifd^en  unferer  bilblid^en  3)arfteIIung 
ber  relativen  S^^Ienreil^e  unb  ben  5ßunften  einer  ©eraben 
beftel^t  eine  enge  Segiel^ung,  eine  innere  SSertoanbtjd^aft. 
Sejeid^net  man  bie  Slbftänbe  ber  fünfte  A,  B,  C,  D  einer 
©eraben  tjon  einem  beliebigen  fünfte  (Änfanggpunfte)  mit 
X,  x^f  x^f  x^f  fo  ift  ftetg: 

(a?i  —  jt)  +  {x^  —  a?i)  +  {x^  —  x^  ^x^  —  x. 
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^aSfelbe  ®efe|  gilt  anä)  für  bie  Qaf/ltn  ber  ollgemeimil!; 
ßal^Ienret^e.    @o  ift  j.  ^.  mit  SSejiel^ttttg  auf  bie  9luII:    fiv 

(8  -  3)  +  (15  -  8)  +  (24  -  15)  =  24  —  3  =  21 
5+7+9         =21. 

SBegcn  bicfcr  inneren  SSertoanbtfd^aft  jtüifd^en  jiai)UxixA\fii 
unb  ber  ©eroben  fann  le^tere  jur  SSerfinnUd^ung  ber  diU 
gemeinen  ß^^Icnrei^e  biencn. 

©ef^id^tUd^e  ^nnterlung.  ©d^on  bie  alten  Snber  l^aben  mit 
))orttit)en  unb  negatiben  Qafjiitn  gered^net.  3)ie  elfteren  feigen  dhaoA 
ober  8va  unb  toerbcn  in  ber  ©ebeutung  t)on  SScrmögen  angetoenbet;  ■ 
bie  Ie|teren  l^aben  bie  tarnen  rina  unb  kshaya  unb  tDerben  im  @inne 
bon  @d^ulben  gebrandet.  @elbft  bie  ^erfinnlid^ung  be9  ^egenfa^eS 
bon  ))ofttit)en  unb  negatiben  S^W^  ^nrd^  htn  (Slegenfa^  ber  0lid^tung 
jtoeier  ©treden  ift  htm  Snber  ni^t  fremb. 

§  40.    Selitfa^e  ttier  »uU. 

S)a  nad^  §  29  aße  ©ifferenjcn  gleid^er  Qoillm  ben  SBert 
$RuII  l^aben,  jo  fann  man  umgefel^rt  für  bie  3^"^!^  0  eine 
beliebige  ©ifferenj  aus  jtt)ei  gleid^en  3^^^^^  ^ti^tn.  ^ieröon 
mad^t  man  3lntt)enbung,  um  bie  @efe|e  für  ba8  Sled^nen  mit 
Slutt  ju  entttjidfeln  unb  ju  begrünben. 

SluS  ber  3)efinition8formeI  ber  SRutl: 

a  —  a  =  0 

folgt  mit  SSenu^ung  öon  §  5,  2 

gormel  I:    a  +  0  =  a 

unb  mit  Änttjenbung  öon  §  5,  3 

gormel  II:    a  —  0  =  a, 

b.  f).  in  SBorten: 

1)  Sel^tfa^:  3)er  SBert  einer  3^^^  bleibt  ungeänbert, 
toenn  man  SWuII  ju  berjelben  abbiert  ober  öon  ber* 
feiben  fubtral^iert. 

^aä)  §  8, 1  ift: 

a.O  =  0  +  0  +  OH 0    (a^mal) 

S)er  3Bert  biejer  Summe  ift  nad^  bem  vorigen  Se^rfafee  gteid^ 
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9hiIL    @e^t  man  in  bent  ^robnfte  a-b-O  an  ©teile  t)on 
Sfltttt  bte  SDiffetenj  m  —  w,  fo  entfiel^: 

a  •  &  •  0  <=  a6(fn  —  m)  =  aftw  —  aftw      nad^  §9/4 

=  0. 

2)  8el|tfa^:  (Sin  ^robnft,  in  n^eld^ent  ein  f^afior 
ainll  i[t,  ^at  bcn  SBert  9flu«. 

Um  ben  SBert  beg  önoticnten  0 :  a  jn  beftimmen,  fe|cn 
toir  0  =  w  —  w,  bann  ift: 

0:a  =  (ni-m):a  =  ^-^    (§13,3)    =0. 

gormel  III:    0:  +  a  =  0. 

3)  Seltfa^:  3)et  SBert  eine»  Quotienten,  beffen 
3)it)if or  eine  (pofitiöe  ober  negative)  Qaf)i  unb  bejfen 
»iöibenb  JRuU  ift,  ift  ber  SfluH  gieic^. 

S)ie  iRid^tigleit  ber  gormet  III  ergiebt  fid^  aud^  barau8, 
ba§  nad^  bem  jmeiten  Sel^rfa^e  baS  ^robutt  aud  bem  2)it)ifor 
a  unb  bem  Quotienten  0  ben  3)iöibenben  0  giebt. 

S)er  SBert  beS  Quotienten  0 : 0  ip  unbeftimmt.  ®r 
fann  jcber  poßtiüen  unb  negativen  3^^^/  ^^^  ^^^  S^^tt  glcid^ 
fein.  3)enn  er  bejeid^net  bie  ßal^I,  ttjeld^e  mit  0  multiplijiert 
bm  SBert  ^nü  liefert  unb  nad^  bem  jttjeiten  Sel^rfa^e  ift  baS 
^robuft  au8  jeber  3^^^^  ^^'^  9*^Q  ^^^  3)it)ibenben  0  gleid^. 
Sn  jebem  einjelnen  gaQe  jebod^  mu§  ein  Quotient,  ttjenn  er 
fid^  oud^  in  ber  fd^einbar  unbcftimmten  gorm  0:0  barfteßt, 
einer  pofitiöen  ober  negativen  3^^^^  ober  aud^  ber  $RuQ  fetbft 

gleid^  fein,    ©o  erl^ält  j.  93-  ber  Quotient —  burd^  ©in- 

f e|en  be»  SBerte»  a;  =  4  bie  gorm  ^ .    QtxkQt  man  aber  ben 

3)iüibenben  in  jttjei  fjaltoren,  t)on  »eld^en  einer  bem  3)it)ifor 
gleid^  ift,  unb  l^ebt  burd^  a?  —  4,  fo  entftel^t: 

X  —  4  X  —  4  ~     • 

©e|t  man  nun  aj  =  4,  fo  ift  ber  SBert  be8  Quotienten  gteid^  8. 

3)er  SlugbrudE  a :  0  fann  feine  algebraifd^e  3^^!/  bie  $Rutt 

eingefd^ioffen,  bejeid^nen;  benn  jebe  3<i^t  ber  relativen  3^^!^^' 

@ defilier,  «rit^metil.  ^ 
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rei^e  mit  bem  Sbifor  0  inttlti))liiiert  giebt  0^  oBer  nientott 
ben  2)imbenben  a.    äBtr  fd^Iie^en  ballet  jebe  2)it)ifion  burd^  0 
beim  Siec^nen  mit  enblid^en  j^ciijixjx   auS.     3)aS  ^it)ibierett 
bun^  0  fü^rt  iu  toiberfinnigen  Sfiefultoten.    @o  ift  j.  8.    1 
nod^  bem  ^toeiten  Sel^rfo^e  bie  ©leid^ung:  j 

1.0  =  5000.0  j 

unbebingt  rid^tig.    SEBoOte  man  jtd^  aber  erlauben,  beibe  @etteit    \ 
biefer  ©leid^ung  burd^  0  ju  biüibieren,   fo  tpürbe  fid^  bet 
SBiberfinn    1  =  5000   ergeben. 

Änmerfung.  S)ie  SSivSi  ift  inbifd^en  Urfprung«  utib 
jd^on  jur  2fi\i  SBra^meguptag  (geb.  598  n.  Gl^r.)  beftanbcn 
aber  bai^  iRed^nen  mit  berfelben  beftimmte,  toenn  aud^  bütf' 
tige  Siegeln,  dagegen  SB^äSfara  (geb.  1144  n.  ©l^r.)  tt)et§ 
bie  Sebeutung  bei^  Cluotienten  a:0  richtig  anzugeben,  oB- 
gleid^  er  an  anberer  ©teile  f,ia^  Sied^nen  mit  ber  9luQ  in 
^aarfträubenber  SBeije  miprauc^t" 

Aber  unenblic^  ®to^e9  unb  unenblic^  ßleineS.  ^im  na(| 
beiben  Seiten  %\n  unbegrenzte  ®erabe  iß  eine  unenblic^e  ®tdge.  %xt\t 
Sinie  burc^  eine  9Rageti)|^eit,  5.  9.  1  cm  gemeffen,  »ürbe  eine  ^a^fi  mit 
unenbli^  bielen  (Sin^eiten  liefern.  S)aS  unenblic^  ®ro6e  ift  größer  afö 
iebe  ^a^l,  bie  »ir  burc^  S^ffent  bejei^nen  tonnen,  ed  ift  ein  unbe- 
grenjted  ^ielfac^e  ber  ^nl^eit  im  ®egenf(4  ju  ben  enbUc^en  3^^^^^^/ 
bie  ein  begrenztes  SSielfad^e  oon  +  1  barßellen.  @d  ftnb  berfd^iebene 
unenbli(]^c  S^t^gr^Ben  benibar.  ^entt  man  ftd^  §.  9.  eine  nad^  beiben 
Seiten  l^in  ol^ne  @nbe  fortlaufenbe  ©trede  in  einem  beliebigen  fünfte 
geteilt,  fo  Derftnuli^t  iebed  Stüd  ein  unenbUc^  ®rogeS.  gebed  berfelben 
ifi  aber  offenbar  ocr trieben  oon  bem  unenblid^  ®ro^en,  toelc^ed  burd^ 
bie  gan^e  Sinie  bargefteüt  mirb.  ^l  ifi  aber  gebr&uc^Ii^,  iebeS  unenblid^ 
®roge,  infofem  ed  nur  im  ©egenfa^  su  ben  enblid^en  ^a^ltix  gebadet 
»irb,  burd^  baSfelbe  S^^^'n»  nfimlic^  cx>  auSsubrüden,  bad  ,,unenbHci^" 
audgefproc^en  mirb.  ^ie  diid^tigleit  ber  folgenben  ©leid^ungen  ifi  aud 
bem  SSegriff  bed  Unenblic^en  leicht  ^u  ertoeifen. 

1)  (X>  +  cx>  =  oo;       2)   cx>-cx>  =  öo;       3)   cx>  +  o=»<x); 

4)cx>  —  a  =  cx>;  6)a-<X)=»cx>;  6)(X):a  =  cx>. 

Um  bie  ^beutung  bed  Quotienten  a :  0  barjulegen,  fe|e  man  an 
Stelle  oon  92un  oorläufig  bie  oeränberli^e  @röge  x,  »elc^e  im  ßeten 
Sbne^men  begriffen  gebadet  »irb.  @d  fei  x  »  0,000001,  fo  »irb  a  :  x 
=  a  :  0,000001  =  o9Rinionen;  bebeutet  x  =  0,000000001,  fo  »irb  a :  x 
»  aS^niarben,  u.  f.  to.    3e  nfil^er  ber  SSBert  fikr  x  an  bie  ^ren^e  0 
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lädt,  befto  mel^r  todd^ft  bet  Ouotient  a :  x  unb  jule^t  mug  fein  93ect 
00  tDerben.  &  ift  ha^n  a :  0  »  oo  nichts  anberei^  aU  ein  abgefür ^tec 
luSbntdE  bafür,  ba^  bie  @ren}e  bet  fottgete|ten  Teilung  butd^  einen  ^etö 
üeiner  metbenben  3)it)t{ot  au^etl^alb  bet  enblid^en  gol^Ienteil^e  liegt.  — 
Btm  ^gegen  in  bem  Ouotienten  a  :  o;  bie  ))etänbetlic^e  @t56e  x  ftetd 
üKulfenb  unb  5Ule^t  fo  gtog  gebadet  toitb^  ald  f^aht  fie  bai^  (Skbiet  bet 
enblid^en  Saf^Urttexf^t  überf^titteU;  {o  mug  bet  SSBett  bed  Quotienten  fx6) 
rnionfi^ötlid^  bet  !RuQ  nä^etn.  3ft  bet  Quotient  fo  {lein  gen^otben,  ba^ 
feine  Setfc^tebenl^eit  t)on  0  nid^t'mel^t  angebbat  ift,  fo  nennt  man  bie 
3al^I  ;/UnenbIid^  Hein''.  2)ie  unenbUc^  Heine  3<^^1  ^i^b  ^uftg  eine 
„im  SSetf^ioinben  begtiffene''  (tjetfd^minbenbe)  3^^^  genannt.    9[U  Sud^ 

brutf  füt  biefelbe  bient  ha^  Seichen  il^tet  ©tenje/fo  baft  q^=ö  gefegt  toitb. 

§  41.    f^otensen  bet  (lofititieit  unb  ttegatibm  S^^tn. 

3laä)  §  38, 1  l^at  jcbc8  5ßrobuft,  bcffcn  gaftorcn  jämtlic^ 
pofitiüc  Qaijltn  finb,  einen  pofitiöen  SBert.  ^olgH^  ^w§  and) 
jebe  pofitiöc  ßöl&I  mit  einer  abjoluten  3^^^  (§  32)  potenjicrt, 
eine  pofitiöe  ?ßotenj  liefern.    @o  i[t  j.  85.: 

(+4).  (+4)  =  (+4)«  =  +  16. 

Sejeic^nen  a  nnb  n  natürtid^e  3^^^'^^^^  i^  ift  aQgentein: 

gormel  I:    (+  a)»*  =  +  (a*»). 

1)  Sel^tfa^:  Sebe  $oten}  einer  pofitit)en  @runbja^( 
giebt  eine  pojitiöe  3<^^L 

9lad^  bem  Segriffe  ber  ^otenj  ift: 

0«  =  0  .  0 .  0 0  =  0    nac^  §  40,  2. 

gormet  II:    0«  =  0. 

2)  Sel^rfa^:  3)er  SBert  jeber  ^ßotenj  mit  ber  @Jrnnb= 
jal^t  0  nnb  natürlid^em  (Sjponenten  ift  ber  $RnIt  gleid^. 

Ätt^  bem  jmeiten  ipauptgefefee  in  §  38  ergiebt  fid^  bie 

Stic^tigfeit  ber  folgenben  ® leid^nngen : 

(- a)^  =  (- a) .  (- a)  =  +  a^ 
(_-a)«  =  (-a)«.(-a)  =  -a«; 
(-a)*  =  (-a)^.(-a)«  =  +  a^ 
(-  af  =  (-  a*)  :  (-  a)  =  -  a';  n.  f.  f. 

SSejeic^net  n  irgenb  eine  ganje  3^^^  ^^^  natürtid^en  3^^^^"' 

8* 


gormdn: 
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rei^e,  \o  brüdt  bag  3^^^^  2n  bic  gcraben  unb   2n  + 
bie  ungeraben  3^^^^  auS.     ^aä)  §  17,  9  unb  §  38 
allgemein: 

(-  «)*•  =  [(-  ay]"  =  (+  a^y  =  +  a«- 
femer: 

(—  a)«»+i  =  (—  a)«»  .  (—  a)  =  (+  a«*»)  •  (—  a) a^K 

SBir  l^oben  alfo  bie  beiben 

III.    (-a)««  =  +  a««. 
.IV.    (-a)«H-i a^n+i^ 

3)  Sel^tfai^:  (Sine  ^otenj  mit  negatit)er  ®runbial^( 
i[t  pofitiö  ober  negatiü,  je  nad^bem  ber  ©jponent  eine 
gerabe  ober  ungerabe  abfolute  3<^^I  ^ft* 

§  42.    (Ermeiterung  beS  f^otenjtegriffs :   f^otenjen  mit  brn 
%tionettten  9hiD  unb  mit  negatinen  fB%pnntnttn. 

Sm  erften  Stbjd^nitt  unter  V  i[t  bie  Se^re  öon  itn  ^otenjeti 
mit  natürlid^en  Qaf)ltn  bel^anbelt  »orben,  »etd^e  fid^  auf  ben 
in  §  14  aufgefteHtcn  ^otenjbegriff  grünbet.  Sn  §  41  l^aben 
tt)ir  erjet)en,  ba§  bie  je  Definition  aud^  für  ^otenjen  mit  pofi^ 
tiöen  ober  negattöen  Omnbjal^ten  unb  natürlid^en  ©jponenten 
ol^ne  »eiteret  gültig  ift.  ®ie8  l^at  unmittelbar  jur  golge,  ba§ 
bie  9led^engeje|e  unter  V  aud^  auf  biefe  ^oteujen  antoenbbar 
finb.  Sagegen  fönnen  Slugbrüdfe  tt)ie  a®  unb  o-"  im  ©inne 
be§  urfprünglid^en  5ßotenjbegriff8  nid^t  gebeutet  ttjerben,  ba  c§ 
wiberfinnig  ift,  ein  ?ßrobuft  au§  SluII  gaftoren  ober  gar  aug 
einer  negativen  Slnjal^I  gaftoren  p  bilben.  Um  aber  bie 
unter  V  aufgeftettten  ®eje|e  gang  allgemein  anwenben  ju 
!önnen  unb  nid^t  jebegmal  unterfud^en  ju  muffen,  ob  ber 
^ßotenjesponent  eine  pofitiöe  3^^^  bejeid^net,  laffen  ttjir  bie 
83ebingung,  ba§  ber  (Sjponent  eine  pofititje  Qof)l  ift,  faden 
unb  erftärcn  aud^  obige  Slu^brüde  für  5ßotenjen.  2Bir  er= 
weitem  alfo  ben  5ßotenjbegriff  bal^in,  ba§  jeber  ÄuiJ' 
brudf,  tt)elc^er  bic  gorm  ber  urfprünglid^en  ^otenj  a* 
l^at,  eine  ^otenj  ift,  aud^  bann,  toenn  n  SluU  ober 
eine  negative  3^^^  bejeid^net. 
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Um  bic  JBebcutung  bcr  ^otcnjauSbrüdc  a®  unb  er*  bar^ 
{1^9^^/  91^^^  ^^  junäc^ft  t)on  einer  befannten  Analogie  aus. 

SRad^  bem  belabifd^en  ®efefe  ((Knleitung,  7)  gilt  jcbe  ffiin^ 
^  einer  belabifd^  bargefteQten  ß^^t  ben  je^nten  %t\i  t)on  bem 
SBcrte  einer  (Sin^eit  ber  tinls  ftel^enben  3iff^^-  SBir  lönnen 
bo^er  }.  S3.  bie  3^^^  11110  burd^  eine  @umme  t)on  faUenben 
^otenjen  ber  @rutü)ia]^I  10  bejeid^nen.    (SS  tft  nämlid^: 

11110  =  10*+  10» +10«+  10^ 

ffiie  man  fielet,  erl^ält  man  jebeS  folgenbe  ®Iieb  auS  bem  t^or- 
^gel^enben,  inbem  man  te|tereS  burd^  bie  ©mnbja^I  10 
Mtribiert  ober  tjom  ©jponenten  berjelben  1  jubttal^iert.  ©eften 
toir  bieg  SiIbungSgefe|  über  bie  Drbnung  ber  Seltner  l^inauS 

fort,  fo  mfiffen  bie  ©teflentoerte  ber  3a^I  1,11111 *) 

nämlid^:        ^        i^       j_       _i__  j_ 

'        10 '         100 '         1000  10* 

in  !onfequenter  SSefoIgnng  ber  eingefül^rten  ?ßotenjbejeid^nung 

bnrd^:     lo»,      lo-^,      10-«,      10-» 10— 

bargefteHt  werben.    SBir  l^aben  alfo  bie  ©leid^ungen: 

10«    =  1 


10-»  = 

1 

10 

10-«^ 

• 
• 

1 

10* 

• 

oQgemetn 

• 

:    10—: 

• 

1 

•      10* 

3n  ben  ©leid^ungen: 

a^  =  a 

d?  :^  a^ 

>  a 

a^  —  a 

•  a '  a 

a^  =^  a 

'  a  •  a  • 

*)  $tcr  ift  bie  Äenntni»  bcr  2)cjimoIett,  bie  ja  in  ber  SßoIf8fd^uIe 
geleiert  toirb,  t)oraudgefe(t. 


118  gtoeUet  «bfc^nitt    JUqatxt>t  ga^Ien. 

entfielet  j|ebe  folgenbe  @Ieid^ung  aus  ber  t^orl^ergel^enben,  inbem 
man  auf  ber  liufeu  @eite  jum  (£j:pouenteu  1  abbiert  unb  red^tt 
mit  ber  ©ruubjal^I  a  uiuftiplijiert  3)tefe8  SBilbuugSgefel  tft 
offenbar  uubegrenjt  richtig,  alfo  bis  ber  @Eponent  n  uneublid^ 
gro§  \D\xi,  faQ8  a  >  1  i[t.  *  3n  rfidfd^reiteuber  gotge  erl^atteit 
tt)tr  lebe  ®Ieic^ung  auS  ber  t)or^erge]^enben,  tpenn  toir  auf  ber 
linfcn  ©eite  1  t)om  ©Epouenteu  fubtral^ieren  unb  auf  ber  redeten 
@eite  burd^  a  bimbieren.  Gelangt  man  enbUd^  burd^  Sßieber« 
l^olung  biefeS  ©d^Iuffe»  ju  ber  ©leid^ung  a^=a,  fo  liegt  gar 
fein  ®runb  t)or;  ^ier  bem  ftets  als  rid^tig  erfannten  @d^Iuf[e 
eine  ©d^ranfe  ju  fcfeen.  SBir  fefeen  metmel^r  bte  SSilbung  ber 
©leid^ungen  nad^  bcmfelben  ®efe|  fort  unb  erhalten: 

a®    =  1    (nad^§12,6ifta:a  =  l) 


o-»  — 

1 

a 

CT-*  — 

• 
• 

1 

• 
• 

• 

allgemein:    a  » = 

• 

1 

©efinitionSformel 

I: 

a^  = 

1. 

3)efinition8formeI  II: 

a-*» 

1 

-er- 

1)  S^Pff^ttttg-  S^be  ^otenj  mit  enblid^er  ©runb- 
jal^I  unb  htm  Sjponenten  9luU  ift  gleid^  1. 

2)  S^fH^^ttng:  Sebe  $dtenj  mit  negatioem  Sjrpo- 
nenten  ift  gleid^  bem  umgelel^rten  SBert  ber  ©runbjal^I 
mit  pofitiöem  Sjponenten. 

Slnmetlung.    3nfofern  für  ben  Stui^brud  a"""  baS  8ei(^en  — 

a 

fiefefet  toirb,  ßcl^ören  ^otcnscn  biefct  ^rt  in  bcn  brttten  Äbfd^mtt  (§  62). 

3)ie  in  V  bel^anbelten  Se^rfä^e  gelten  aud^  für  ^otenjen 
mit  bem  ®Eponenten  $RuII.  3)a8  ergiebt  fid^  fd^on  barau8,  ba| 
biefe  ^otenjform  als  befonberer  gaU  erfd^eint,  totm  in  ber 


■ 
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aUgemetnen  fjfonnel  §  17, 3  bie/S^ponenten  gleich  jtnb.    äRan 
^at  algbann: 

S)a  nun  a"» :  a"»  =  1  (§  12,  6)  unb  für  m  —  m  boiS  ßeic^en  0 
«cfc^t  wirb,  fo  ifi:  a^=i. 

^ier  folgen  bie  ®efe|e  für  ^otenjen  mit  bem  (Seponenten 
SRtttt  in  aritl^mctifd^er  ßeid^enfprad^c  nebft  ben  SSewcifen  für 
bie  SRid^tigfeit  ber  gormein. 

I.  a"»  •  a®  =  a'^-H . 
SSemei^: 

a"» .  a<>  =  a"»  •  1  =  a»»  =  a^^+o     (§  40,  1). 

II.  a'^iaP  =  a"^-^ . 
SSetoei^: 

a»»  :  a^  =  a*" :  1  =  a"»  =  a"»-^    (§  40, 1). 

aSctoeiS: 

toofür  man  nai)  Sel^rfa|  1  (aby  fe^en  lann. 

IV.    a«:6o  =  (^.j)o, 
Setoei^: 

ao :  60  =  1 : 1  =  1  uttb  (a :  6)o  ift  ebenfatt^  gleich  1. 

V.     (aO)o  =  aO-o. 

SetoeiS: 

(aO)o  =  10  =  1  unb  aoo  =  «o  (§  40^  2)  =  1. 

VI.    ^vtv%9ln* 

©rtoeiterung  be8  aSurjelbegriffg.  3n  VI  §  18  ift 
bie  SBurjel  unter  ber  ©infd^ränlung  befiniert  toorben,  ba§.  bie 
brei  ®rö§en,  toeld^e  bei  einem  SBurjelaugbrud  inbetrad^t 
lommen,  alfo  SRabifanb,  ©jponent  unb  SBurjel  natürlid^e 
ßal^Ien  bejeic^nen.  SBir  l^alten  nun  feft,  ba§  nur  ber  SBurjel 
ejponent  eine  abfolute  QafjH  ift,  unb  laffen  aud^  SBurjeln 
mit  negatit)en  ©runbjal^Ien  unb  mit  negatit^en  9iabi« 
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lanben  ju.    Sm  tueiteren  @inne  t)erfte]§en  mx  unter- 
SBurjel  biejjenige  pofittüe  ober  negatit)e  S^^I/  toetd^^ 
mit  bem  absoluten  äBurjelesponenten  poteitiiert,  einen 
pofitit)en  ober  negativen  9iabilanben  liefert 

®efe|e  über  äBurjeln  mit  pofitit^en  unb  negativen 
9iabifanben. 

mäf  §  41, 1  unb  3  ift  fotoo^I  (+  a)«  aU  au(§  (—  af 
gleich  +  a^,  allgemein: 

S)a  nun  bie  Siabijierung  bie  Umfel^rung  beS  ^otenjiereniS 
ifl,  fo  l^aben  toir  y+  a^  =  +  a  ober  allgemein: 

in 


gormel  I:     y+  a^''  =  +  a. 

1)  Sel|tfa^:  3ebe  gerabe  äBurjel  an^  einem  pofi^ 
tiüen  fRabifanben  ]§at  neben  anbern  äSerten  jt^ei  ab^ 
folut  gleid^e,  algebraisch  entgegengefe^te  ßal^Ienttjerte. 

35iefer  gatt  ift  ber  einjige,  in  weld^em  eine  SBurjet  jtoei 
tjerfd^iebenen  (reellen)  3^^!^^  fl^^i^  ift-  ^^^  öorftel^enber 
gormel  folgt:  «n 


35a  nac^  §  4i;  3  eine  ?ßotenj  mit  negatioer  ©runbjal^I 
unb  ungerabem  @£ponenten  ftetS  negativen  (Sl^aratteriS  ift, 
fo  mu§  umgefel^rt  jebe  ungerabe  SBurjel  aus  einem  negativen 

aiabifanbcn  negativ  fein,    ©o  ift  j.  SB.  }/— 27  =  —  3. 

gormel  II:        y—  a  =  — y^' 

SBcrni  aud^  gormel  U  fte«  rid^tig  ift,  fo  ift  baS  3lefultat  —  Yä 
bod^  leinedtDegS  als  allgemein  unb  etfd^öpfenb  ju  betrad^ten.  @ine  Unter- 
fud^ung,  »eld^e  ben  ^ai^mtn  biefer  @d^nft  überfd^reitet,  lel^rt,  ha^  jebe 
SBuTjel  fo  oiel  SBerte  l^at,  atö  ber  SBurjele^ponent  (Sinl^eiten  entl^ält. 

2)  Sel|tfa^:  3^be  ungerabe  SSurjel  aus  einem  nega^ 
titjen  SRabifanben  l^at  nur  einen  (reellen)  SBert 

3ft  ber  SRabifonb  einer  ungeraben  SBurjel  pofitio,  fo  l^ot 
bie  SBurjel  nur  einen  unb  jtt)ar  pofitiöen  SBert.    ©o  ift 

j.  S.  y+21  nur  gleid^  +  3.   S)aS  SSorjeid^en  ber  ungeraben 
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SBursel  ftimmt  olfo  ftetd  mit  bem  SSorjetd^en  bt^  Slabitanben 
ükrein.  2n+i 

3)  gel|tfa^:  Sebe  ungerabe  äSurjel  au^  einer  poU- 
tit)en  3ö^t  liefert  ftetS  nur  einen,  nämlid^  einen  pofi- 
tit)ett  SBert. 


2«^fl 


Sufolge  biefeg  Se^rfafeeg  ift  y+  1  =  +  1. 
.  3)ie  beiben  aSorjeid^en  +  unb  —  bürfen  nur  in  bem 
galle  pfammen  wx  einer  SBurjelgrö^e  [teilen,  n)enn  man 
bie  grt  ber  ©ntftel^ung  beg  fRobifonben  nic^t  lennt. 
y(+~^  ift  immer  nur  +  a  unb  }^(—  a)*  ift  ftetS  nur  gleich 
—  a.    dagegen  ift: 

1/a«  -  2ab  +  6«  =  ±  (a  -  b), 

tml  ber  fRabilanb  f owo^I  au«  (a  —  6)^  als  anäf  au8  (6  —  a)- 
entftanben  fein  fann. 

ferner  ift  y'Ö  =  0;  benn  nac^  §  41,  2  ift  0»  -=  0. 

3)ie  gerabe  SBurjcI  aug  einer  ncgatiüen  8^^^  ä-  ®-  V— *  lonn 
fetner  ber  bidl^er  betrad^teten  3^^^^^  d^etc^  fein,  toeil  ed  leine  pofttiüe 
ober  negatiöe  S^^I  fliebt,  beren  Cuabrat  ben  9iabi!anben  —  4  liefert. 
Sir  l^aben  eS  l^ier  mit  einer  neuen  3^^tform  ju  tl^un,  beren  Be- 
trachtung in  einem  befonbem  ^bfd^nitt  erlebigt  »irb. 

SBurjeln  mit  negativem  SBurjelesponenten,  ai\o  ^u^brüde  üon  ber 

— «/— 
Sform      ya,  finben  im  folgenben  ^bfd^nitt  il^re  Deutung. 

Um  itn  ülitbxüxjiitn  Summen. 

§  43.    Segriff  itnb  CHgenfi|aften  einet  algeliraifi|en  Summe* 

aSieman  bie  pofitiüen  unb  negativen  ßal^Ien  algebraifd^e 
ßal^Ien  nennt,  fo  Reifet  eine  ©umme  au8  algebraifd^en  Qaf)Un 
eine  algebraifd^e  ©umme,  j.  S.: 

(+  4)  +  (-?)  +  (-  3)  +  (+  12)  +  (+  9)  +  (-  8). 

Sn  ber  SRegel  rei^t  man  in  einer  fold^en  ©umme  bie  einjelnen 
©ummanben,  b.  i.  bie  Slugbrüde  mit  il^ren  SSorjeid^en,  ol^ne 
SlbbitionSjeici^en  aneinanber  unb  jd^reibt: 

+  4_7_3  + 12  +  9  —  8. 
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@e(efett:  plas  4  minas  7  minus  3  plus  12  plus  9  minus  8. 
S)ic  ctnjdncu  Äugbriicfe  (4,  7,  3  u.  \.  ».)  einer  algebrcif^ 
@umme  tüerben  auc^  ©lieber  genannt  mib  nad)  ber  0rt  bed  4 
SBor^eic^end  in  pofitiDe  unb  negative  @Iieber  unterschieben. 
$Qt  ba«  erfte  @tieb  lein  Sorjeic^cn,  fo  ift  t^  oI«  pofitiö  an* 
jufe^en.  35a8  ®efe|  über  bie  Sertoufc^ng  ber  ©ummonben 
(§  3,  2)  unb  bie  |)au^)tregel  §  6,  5  gelten  auc^  für  bie  atge= 
braifc^e  @umme.  9Ran  fann  alfo  bie  ©lieber  einer  alge- 
braifc^en  ©umme  in  beliebiger  Reihenfolge  fc^reiben, 
wenn  jjebeg  @Iieb  fein  SSorjeic^en  beibel^olt  ©inb  in 
einer  olgebraifd^en  ©umme  jmei  abfolut  gleite,  algebraifc^  ent» 
gegengefe^te  ©lieber,  fo  fann  man  biefelben  ol^ne  tüettereS  auS- 
laffen,  j.  85.: 

a  —  &  —  C'}'b'\-d-\'C^=a'\-d, 

33eftel^t  eine  olgebraifc^e  ©umme  aug  beftimmten 
Sagten,  fo  finbet  man  ben  SSetrag  ober  SBert  ber 
©umme  in  ber  Siegel  am  fürjeften,  inbem  man  fotool^I 
bie  pofitiüen  aH  bie  negativen  ©lieber  abbiert  unb 
lefetere  ©umme  öon  erfterer  fubtral^iert.    ©o  ift  j.  S5.: 

6+12—16  +  8-4  +  5-7 

=  (6  +  12  +  8  +  5)  -  (16  +  4  +  7)  =  31  —  27  =  4. 

@ine  algebraifd^e  ©umme  auf  eine  geringere  Slnja^I  üon 
©liebem  jurüdEfül^ren  l^ei^t  biefelbc  rebujieren. 

3n  einer  algebraifd^en  ©umme  fönnen  aud^  ©lieber  oon 
Kammern  umfd^Ioffen  fein.  Älgbann  bilben  bie  SluSbrücfe 
innerl^alb  ber  klammer  n)ieber  eine  algebraifd^e  ©umme,  n)el(^e 
aud^  too^I  ein  jufammengefefeteg  ©lieb  genannt  mirb.  ©te^t 
üor  einem  jufammengefe|ten  ©liebe  baS  3^^^^  +/ 
fo  bürfen  bie  klammern  unbef^abet  ber  SRic^tigfeit 
auSgelaffen  werben.  Sft  bagegen  einem  mel^rgUe- 
brigen  ÄuSbrucf  bai  3^^^^^  —  t)orgefe|t,  fo  mu§ 
man  beim  Sluflöfen  ber  Älammer  alle  ©lieber  inner* 
iialb  berfelben  mit  entgegengefefetem  SSorjeic^en  l^in* 
fc^reiben.    ©o  ift  j.  85.: 

a  +  6  —  (c  +  d  —  /•)+^  =  a  +  6  —  c  —  d  +  Z'+gr, 


:*  * 
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Skonä^mal    erfd^einen    m6)    in    einer    algebraifc^en    @nmme 

^Äfammengefelte  ^robnfte,  b.  1^.  fold^e,  in  totlä)m  ein  gaftor 

(ober  mel^rere  gaftoren)  aug  einem  mel^rgliebrigen  ÄuSbrucf 

Jeftel^t.    S)ur(^  Ängfül^rnng  ber  SRed^enoperationen  fann  ein 

foId^eS  ^robnft  in  eine  algebraifd^e  ©nmme  üernjanbelt  werben, 

j.  83.: 

*  10a  —  7c  —  6(a  +  26  -  3c)  +  5  •  (3a  -  4c) 

=  10a  —  7c  —  6a  —  126  +  18c  +  15a  —  20c. 

3)ie  (Sefefee  über  Äbbition  nnb  ©nbtraftion  üon 
©ummen  unb  S)ifferenjen  ber  natürli^en  Qa^Un  finb 
auc^  für  algebraifc^e  ©untmen  gültig.  S)enn  jebe  ©umme 
au«  natürli^en  3^^^^^  ^^^n  afö  algebraij^e  ©umme  aufgefaßt 
toerben.  3)eutet  man  j.  85.  in  ber  ©umme  ber  natürlid^en 
galten  a  +  h  -{-  c  ba«  SRed&enjeid^en  +  afe  SSorjei^en,  \o 
fteHt  biejelbe  eine  ©umme  aug  nur  pofitiöen  3^^^^^  ^^^/  »elc^e 
ein  bejonberer  gatt  ber  algebraifd&en  ©umme  ift.  Ob  man 
12  —  8  +  6  —  5  ate  jujammengefe|ten  Slugbrud  ber  natura 
liefen  3^^ten  12,  8,  6  unb  5  betrad^tet  ober  bieje  3^^^^"= 
öcrlni4)fung  aU  algebraif^e  ©umme  au^  ben  |)ojitit)en 
3a]^Ien  (+  12),  (+6)  unb  ben  negativen  Qaf^ltn  (—8) 
unb  ( —  5)  anfielet,  ift  für  bag  ©rgebnis  ber  SRed^nung  gleich- 
gültig, ©benfo  fann  jebe  ©ifferenj  a  —  b  ber  natürlid^en 
3a^Ien  als  algebraifd^e  ©umme  aufgefaßt  totxbtn,  ba  eS  gemäfe 
bem  ©efefee  über  bie  ©nbtraftion  ber  atgebraijd^en  3^^!^^  (§  35) 
einerlei  ift,  ob  man  t)on  einer  3^1)1  «  eine  anbere  b  fubtral^iert 
ober  biefelbe  algebraifd^  abbiert,  b.  1^.  a  —  6  =  a  +  ( —  6). 
Äug  biefer  (Sleid^ung  gel^t  eiti  tt)efentttd^er  SBorteil  ber  aQ^ 
gemeinen  Äritl^metif  l^eröor.  @S  ift  nämlid^  ni^t  nötig, 
ferner  bie  frül^er  aufgeftellten  fRed^engefe^e  über  bie 
©ifferenj  anjumenben,  ba  biefe  3ö^It)erbinbung  ben 
®efe|en  über  bag  SRed^nen  mit  algebraifd^en  ©ummen 
untertporfen  tt)irb. 

§  44.    Xbbiti0it  itnb  Sulitrafiion  t^m  algeliraifi|en  Suittittnt. 

1)  Se^tfa^:  Sllgebraifd^e  ©ummen  werben  ju  ein:= 
anber  abbiert,  inbem  man  bie  glei^namigen  ©lieber 
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unter  einanbcr  f^reibt  unb  biefelben  nac^  bcn  ©efe^cit 
in  ben  §§  34  unb  35  abbicrt. 
Um  }.  ®.  bic  ©ummcn: 

12a  —  86  —  5c      unb      206  +  15a  —  9c 
unb      7c  — 16a  — 66 

in  eine  einjige  ju  vereinigen,  richtet  man  bie  SRed^nung  ouf 
folgenbe  SBeife  ein: 

12a  —    86  —  5c 

15a  +  206  —  9c 

—  16a—    66  + 7c 

lla+    66 -7c. 

2)  gel|rfa^:  3n)eiaIgebraifd^e@ummenn)erbent3on' 
einanber  fubtral^iert,  inbem  man  jiebeiJ  @Iieb  beiS  ©üb- 
tral^enben  mit  entgegengefe^tem  93oriei(^en  ju  ben 
©liebern  beg  äRinuenben  abbiert. 

Seifpiel: 

20a  —  146  +  7c  —  (12a  —  96  —  8c). 

^ui^fü^rung: 

20a  —  146  +    7c 
12a—    96—    8c 


8a  —    56  +  15c. 


§  45.    SRuIti)iIifatiiiit  algebraifi|er  Suittitteit. 

1)  Se^rfai^:  3^foIge  §  9,  1  unb  4  »irb  eine  alge- 
braifd&e  ©umme  mit  einer  ßa^I  multiplijiert,  inbem 
man  jebcg  ®Utb  mit  ber  ßal^I  multipliziert  unb  ben 
entftanbenen  leilprobuften  bei  gleid^en  SSorjeic^en 
ber  gaftoren  bag  3^^^^  +/  bogcgen  bei  entgegen- 
gcjc^ten  SSorjeid^en  bag  3^^^^  —  t)orfe|t.  (SSer- 
gleiche  §  38.) 

»eifpiel: 

(—  7a  +  96  —  5c)  •  —  3a  =  21a^  —  27a6  +  15ac. 
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'VM  2}Sel|rf«^:  QtDti  algebraifd^e  @ummen  tuerben 
witctnanbcr  muItipHjiert;  inbem  man  mit  jicbcm 
ßlicb  bcr  einen  ©umme  an  allen  ©liebern  ber  anbern 
@itmme  bie  iKnItipHfation  t^olliie^t  nnb  ben  Xeil^ 
)irobuften  bei  gleid^en  aSorjeid^en  +/  ^^i  nngtei^en 
-  öorfefet.  (SSergleid^e  §  10, 10  nnb  §  38  bie  ^auptgefefee.) 
©Ott  j.  S5.  bie  ©nmme: 

öa  —  3b  —  2c    mit     7a  +  46  — 3c 

inulti|)iijiert  tt)erben,  fo  fd^reibt  man  bie  gaf toten  nnterein= 
onber  nnb  üerfäl^rt  toie  beim  9Rnfti|)Iijieren  mel^rftettiger  befa^ 
bifd^er  Qafjiltn,  mit  bem  Unter jd^iebe,  ba%  man  öon  linte  nac^ 
rechts  rennet  S)ie  gleid&namigen  ^robufte  totxbtn  bei  8lng- 
fül^rnng  ber  9ied^nnng  nntereinanber  gefd^rieben  nnb  snle^t 
in  ein  ®Iieb  vereinigt. 

a5eij<)iel: 

5a  —    36    —    2c 

7a  +    46    —    3c 

35a2  — 21a6  —  14^^ 

+  20a6  —126^  — 86c 

—  15ac  +96c  +  6c^ 

35a2—    ab    ^  29ac  —  126^  +  ic  +  6c«. 

§  46.    Sinifion  algeiraifi|er  Sutttnten. 

1)  Se|rfa^:  @ine  algebraifd^e  @nmme  mirb  (gemä^ 
§  13,  1  nnb  3)  bnrd^  eine  Qaf)l  biöibiert,  inbem  man 
jebeS  ®üeb  biöibiert  nnb  ben  einä^elnen  Dnotienten 
nad^  bem  ^anptgefefee  in  §  39  bag  SSorjei^en  giebt. 

S3eif<)iel: 

(10a;  —  15y  +  20^)  :  5  =  2a?  —  3y  +  4j?. 

aSenn  eine  algebraif^e  ©nmme  bnr^  3RnIti|)Iifation  einer 
©umme  mit  einer  algebraifd^en  3^^!  ober  auS  bem  ?ßrobuft 
jttjeier  algebraifd^en  ©nmmen  entftanben  ift  (toit  j.  85.  bie 
le^te  ©nmme  in  §  45),   fo  mn§  nmgefel^rt  bie  S)it)ifion 
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berfelben    burc^    einen    ^altor    ben    anbern    %attw9T 
liefern.    (£8  ift  j.  95.: 

ax  +  hx  —  aB  —  he        (a  +  ^)«  —  («  +  ^)^ 


35  —  z  X  —  g 

(a  4"  ^)  (^  —  ^) 


=  a  +  6. 


S)ie  Stid^tigfeit  be«  JQuottentcn  ergiebt  fid^  borouiS,  ba|: 

(a  +  i!>)  •  (^  —  ^) 
bie  algebrat j^e  ©umme: 

ax  -\~  ix  —  ae  —  be 

liefert.  6ine  algebraifc^e  ©nmme  bnrd^  eine  anbete 
bit)ibieren  l^ei^t^  einen  Sln^brnd  bnr^  9ied^nung 
fnc^en^  tüelc^er  mit  bem  3)i))ifor  mnltipliiiert  ben 
©iüibenben  jnm  ?ßrobnfte  giebt. 

Äann  bie  QttltQnnQ  beg  3)iöibenben  in  gaftoren  nid^t 
betnerfftettigt  »erben,  fo  bebient  man  fid^  jnr  JBcrwanbtnng 
beg  Dnotienten  in  eine  algebraifc^e  ©nmme  eine2  SÜed^nnngS« 
üerfal^^enS,  tneld^eS  mit  ber  35iöifion  mel^rftettiger  natürlid^er 
Qa^ltn  bnxä)  einen  mel^rteiligcn  SJiöifor  gro^e  ä^nlid^feit  l^at 
3nr  Äenntnig  gen^iffer  Segeln,  tt)e(d^e  bei  ber  3)iöifion  alge^ 
braifd^er  ©ummen  jn  befolgen  finb,  gelangt  man  bnrd^  folgenbe 
Überlegnng:  3[t  ber  3)iöibenb  S  baS  ^robnft  an§  bem  S)it)ifor 
s  nnb  einer  atgebraifd^en  ©nmme,  fo  muffen  bie  S3nd^ftaben 
beS  3)iöiforg  and^  im  ©iöibenben  enttialten  fein.  (SRan  fe^e 
ba2  aSeifpiei  in  §  45  unter  2.)  SSor  Slugfül^rung  ber  SHüifion 
einer  algebraifd^en  ©umme  burd^  eine  fold^e  ©umme  mu§  man 
bal^er  junäd^ft  fotool^I  bie  ©lieber  beg  3)imbenben  alg  bie 
©lieber  be§  3)imforg  orbnen,  nnb  jtoar  junä^ft  nad^  bem 
Sllpl^abet.  SSeim  Drbnen  ber  ©ummen  ift  ferner  ber  ?Rang 
ber  ©lieber  nac^  il^rem  ^ßotenjtoert  ju  berücffid^tigen.  35ie 
SRangorbnung  ber  ©lieber  ift  eine  jtoeifad^e:  fielet  bag  ©lieb 
mit  bem  l^öd^ften  ^otenjef^jonenten  juerft  nnb  folgen  nun  hit 
übrigen  ©lieber  il^rem  SRange  entfpred^enb,  fo  ba§  bie  ©umme 
mit  bem  ©liebe  ber  niebrigften  ^otenj  abfd^Iiefet,  fo  ift  bie 
olgebraifd^e   ©umme   nad^    fallenben   ?ßoterijen,    im   um* 
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5^'^»| irfejrten  gaDc  nad^  fteigcnbcn  ^otcujen  gcorbnct.  S)ic 
^l,  mä)  todä)tt  eine  algcbtaifc^c  ©ummc  gcotbnet  ift,  »itb 
^ottptgröfec  ober  Drbnungggröfec  genannt.    3)ie  ©unime: 

12a;*  -  8a;3  +  5a:*  +  a:  —  15 

ifl  nod^  fattenben  ?ßotenjen  unb  bie  folgcnbe: 

S  +  X'-lx^  -  6x^  +  lOar* 

ift  mä)  ftcigenben  ^otenjen  t>on  x  georbnet.  ©inb  ©iöibenb 
unb  ©iöifor  übereinftimmenb  georbnet,  fo  mirb  bie  S)imfion 
öuf  eine  fotd^e  SBeife  aui^iufül^ren  fein,  ba§  aud^  ber  Quotient, 
Me  gefud^te  ©umme,  entf^jrec^enb  georbnet  erfd^eint. 

äte  ©runblage  jur  JBerttJonbtung  beg  Quotienten  jweier 
alge(raif(^en  ©umnten  S  unb  s  in  eine  algebraifd^e  ©umme 
Went  fotgenbe  gormel: 

7  =  2  +  —^- 

SHefe  ®Ieid^ung  fprid^t  folgenbe  Siegel  aud:  3Slan  bioibiere  bad 

crjie  @ßeb  beS  35itnbenben  burd^  ba«  erfte  ®Iieb  beS  S)iöiforg, 

fo  erl^ält  mon  ben  erften  XeUquotienten  q.   liefen  multi|)(ijiere 

man  mit  fämtlid^en  ©liebem  beS  3)iüiforg  unb  fubtral^iere  bie 

erhaltenen  ?ßrobufte  t)om  3)ioibenben  nad^  ber  Siegel:  Sl(ge= 

taaifd^   ©ubtral^ieren  l^eifet,  mit  entgegengefe^tem  SSorjeid^en 

obbieren  (§  38).     Drbnet  man  nun  ben  9ie[t  S  —  qs  unb 

»enbet  auf  ben  Quotienten  S  —  qs  oorftel^enbe  gormel  in 

berfelben   SBeife   an,   fo   finbet  man   ba^  jttjeite  ©lieb   ber 

gefud^ten  ©umme.    S)urd^  5ortfe|ung  biefeS  äSerfa^renS  erpit 

man  nad^  unb  nad^  aQe  ©lieber  ber  ju  fud^enben  algebraifd^en 

Quotienten.    Iritt  ber  gatt  ein,  ha%  bie  S)ifferenj  S  ^  qs 

SRuII  giebt,  fo  fagt  man,  bie  ©iöifion  ge^t  auf  ober  ber  ©ioi* 

benb  ift  burd^  ben  3)ioifor  (ol^ne  ?Reft)  teilbar.  —  Sei  Slug:= 

fü^rung   ber  einjelnen  ©ioifionen   oergeffe   man   ni^t,   ien 

Quotienten  baS  rid^tige  SSorjeid^en  ju  geben  (§  39). 

Seifptel:  ßg  fei  bie  algebraifd^e  ©umme: 

15aj2  +  16a;y  —  15^^  +  2a;^  +  26y^  —  S;^^ 

burd^  bie  algebraifc^e  ©umme: 

3x  +  5y  —  2z  JU  bioibieren. 
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3)arftenung  beiS  9ied^nungiSt)erfa]§reniS: 
(15a;«+16a:y-15y«+  2a;^+26y^— 8x?)  :  (dx+6y--2e) 
16x^+25xy  —lOxz  =öx-'dy+i0. 

—  9a;y— 15y*+12a:jEf+26y^— 8^ 

—  9a;y— 15y*  +  6y^ 

12^H-20y^-8? 
12a;i?+20yj?— 8;e^ 

Erläuterung  tjorftcl^enbcr  SRc^nung.  3)aiS  crfte 
®lieb  bcg  Stoibenben  15  a;*  burd^  bag  crfte  ©lieb  be§  S)biforg 
Sx  bit)ibiert  giebt  5  a:,  ben  erften  leil  ber  gcjud^ten  ölge^ 
braij^en  ©ummc.  3)iefen  leilquoticnten  mit  bem  ganjen 
35bifor  multi|)lijiert,  liefert: 

(3a:  +  5y  —  2z)  -  öx  =  15a:2  ^  25a:y  —  lOa;^. 

35ur^  ©ubtraftion  biefcg  leil^jrobufte^  öom  SRinuenben  ent*^ 
fte^t:         —  9xy  —  15y«  +  12a:^  +  26yz  —  8;?^ 

Siöibieren  »ir  bag  erfte  ®Iieb  biefe§  SRefteS  — 9xy  buri) 
Sx,  fo  ertialten  toir  baS  jtoeite  ©lieb  be^  gcfud^ten  2)it)iforS, 
nämlic^  —  3  t/.    S)ag  ^robuft: 

(3a:  +  5t/  —  2;^)  •  —  3y  =  —  15a:y  —  15y*  +  6y;^ 

t)om  vorigen  SRefte  jubtral^icrt,  giebt: 

12a:^  +  20yz  —  8zK 

35en  erften  leil  biefeS  SRefteg  burd^  3a:  bit)ibiert,  liefert  ben 
britten  leilquotienten ,  nämlid^  Ae.  ©ubtral^iert  man  baS 
^robult: 

(3x  +  5y  —  2z)^4z    ober     12a:^  +  20  a:t/ —  8  ^ef^ 

üom  vorigen  SRefte,  fo  bleibt  SRutt  übrig.  35ie  gefud^te  alge- 
braifd^e  ©umme  l^eifet  alfo: 

5a:  —  3t/  +  4:Z. 

2)iejer  Duotient  ift  rid^tig,  toeil  nad^  bem  (Srunbgefefee  ber 
Dimfion  Q'd=-D,   ba8  $robu!t: 

(3a:  +  5j/  -  2^)  •  (5a:  -  3y  +  4^) 
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2)tt)ibenben  liefert.    3n   t)orfte]^enber  fRec^nung  ift   bie 

Spönnet:  s^      ,  s-ga 

foftmal  ongetoenbet  tootben.  S)ur(^  bie  erfte  S)it)ifton  ergab 
ji(§  g  =  15a:' :  dx  =  6x,  unb  bejeid^nen  wir  bie  gegebenen 
Summen  in  bem  gelöften  SBeifpiele  jur  ftürje  mit  S  nnb  s, 
fo  ift: 

S ,    5 —  qs p,       ,    — 9xy — Ihy* +  12xe -{-2ßyz  —  Se^ 

7""*  +  ""^  ^^^  Sx  +  by-^2z 

S)urc^  ^ntoenbung  ber  f^ormel  auf  ben  le^teren  Ouotienten 
erhielten  wir :       q^  —  9xy:Sx  =  —  3y       unb 

«         *    '         «  '    '        8«  +  6y  —  2« 

SSe^anbett  man  ben  Ouotienten  tec^ts  in  berfelben  SBeife,  fo 
ergtebt  fic^:  q  =  123;« :  3a;  =  4«        unb 

^  =  2+^JZlf  =  5a;_3y  +  4;j+  " 


=  5a;  —  3y  +  4if. 

©er  lefete  Duotient  ift  naä)  §  40  ber  SluH  gteic^. 

S5etDei2  für  bie  Sftd^tigleit  ber  SSertüanblunggformel: 

S  ,    S  —  qs 

5Diefe  ®Ieid^ung  ift  rid^tig,  wenn  bem  ©runbgefefe  Q,d  =  B 
Sufotge:  (^  +  ^).,  =  5 

ift.    ©urc^  «Cu«fü^rung  ber  aRuWpIifation  entfte^t: 

gs  +  S  —  qs  =  S. 

Sft  ber  Siüifor  s  nid^t  gaftor  be8  Siöibenben  5,  fo  lann 
burd^  ÄuSfül^rung  ber  ©iöifion  bie  S)ifferen}  S  —  qs  nie 
gleich  SRutt  Werben,  alfo  bie  fRed^nung  nid^t  aufge^n,  mag 
man  biefelbe  fo  lange  fortfefeen,  ate  man  Witt.  3)ie  ©iöifion 
ge^t  nie  auf,  wenn  eine  ßal^I  burc^  eine  algebraifd^e  ©umme 
bit)ibiert  wirb.  3n  biefem  gatte  lann  man  eine  beliebige  Än^ 
ja^I  t)on  (Sfttebem  bered^nen,  t^ergeffe  aber  nid^t,  als  te^teS 
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®iitb  ben  Ouotienten  auiS  bem  (e|ten  SHeft  unb  bem  SHiiifoY, 

E 

-^f  anjufc^reiben.    ^öuftg  ertennt  man  (xtxi  ben  erften  Be^ 

rechneten  ®Uebem  ein  befKmntteS  ®e{e|,  nad^  toeld^ent  twm 
bie  folgenben  ©nmmanben  ol^ne  toeitered  büben  lonn.  @S  fei 
}.  S3.  bie  3q^I  1  burc^  bie  ©nnune  1  +  a  ju  bit)ibieren. 

1  :  (1  +  a)  =  1  -  a  +  a*  —  a»  +  a*  —  ^p^^. 

1  +  fl 
—  a 


—  g  —  a^ 

.8 


g'  4"  ar 
1 :  (1  —  g)  =  1  +  g  +  g*  +  g*  +  g*  +  j-^- 

SRun  finb  wir  and^  imftanbe,  ben  SBert  hz^  Duotienten  5 
no(^  anberS  ju  beftimnten.  @e|t  man  an  ©teile  beiS  S)it)i{otS 
9?ntt  bie  gleid^toettige  S)ifferenj  a  —  a,  fo  ift  ^  gleid^: 

a:(a  —  g)  =  1  +  1  +  1  +  1  + +  _f— 

g  —  g 


g 

g  —  g 

g 


S)a  bie  3)ii)ifion  nid^t  aufgellt  unb  jebeS  ©lieb  be8  Duotienten 
1  ift,  fo  leud^tet  ein,  ba§  bet  Duotient  g:0  eine  unenbüd^e 
9iei^e  üon  ßinl^eiten,  b.  ^.  eine  unenbüd^e  ßal^I  (§  40)  be^ 

jeic^net.  Slu8  biefem  ©runbe  benufet  man  btn  Duotienten  5 
oud^  atö  3^i^^^  fö^  ^• 

§  47.    Serlegitng  algeliraifi|et  Summen  in  ^Mnttn. 

3n  §  45  ift  gejeigt  tt)orben,  tt)ie  man  itoet  ?ßrobuIte, 
tt)eld^e  algebraifd^e  ©ummen  finb,  in  eine  einjige  ©umme 
üemanbelt.  |)ier  foH  bie  umgefel^rte  Operation  bel^anbeft 
tt)erben,   nämlid^    bie  SSerwanblung   ober   SttU^nriQ   alge^ 
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btcrifd^cr  ©unimcn  in  ^robultc.    SHefc  Umformung  ift  in 
tnclen  gättcn  öon  SBic^tiglcit 

1)  §aBcn  bie  ©lieber  einer  atgebraifc^en  ©umme 
einen  galtor  gemeinfc^aftlic^;  fo  fonbere  man  i^n  ab. 
Sie  bic8  gefc^ie^t,  le^rt  bie  gormel: 

a6  +  ^^  "™  ^(^  i  ^)- 
(Scrglcid^e  bie  iBemcrfungen  §  9,  Seite  33.) 

9Beif|)ieIe: 

5m  +  5n  =  5(w  +  w);      24a  —  186  —  6(4a  —  36); 

3a«6  -  6a6«  +  18a6c  =  3a6(a  -  26  +  6c). 

2)  ©rötere  ©d^toierigfeit  bietet  bie  StrU^nriQ  atgebraifc^er 
Summen,  »ctd^e  burd^  jmei*  unb  mel^rgtiebrige  gaftoren  be^ 
rtnet  werben  muffen.  S)a  l^ier  nid^t  äße  ©lieber  mit  einem 
gemeinfd^aftlid^en  gaftor  bel^aftet  finb,  fo  überlege  man,  ob 
2  unb  2,  3  unb  3  ©lieber  u.  f.  to.  fic!^  toie  öorl^in  in  ein 
^robuft  öertoanbeln  toffen,  j.  95.: 

ac  —  bd  -^  ad  —  6c  =  c{a  —  6)  +  d(a  —  6) 

=  (a_j)(c  +  cO; 

2a6  +  c  —  2a  —  6c  =  2a(6  —  1)  —  c(6  —  1) 

=  (2a  +  c)  (6  —  1). 

15am  —  8cm  —  lOan  +  12cm  —  96m  +  66w 
=  3m(5a  —  36  +  4c)  —  2«(5a  —  36  +  4c) 
=  (5a  —  36  +  4c)  (3m  —  2n). 

3)  SBeftel^t  bie  algebraifd^e  ©umme  auiS  einer  ungeraben 
Änjal^I  ©lieber,  fo  Iä§t  fid^  biefetbe  nid^t  bireft  in  ein  ^robuft 
dertt)anbeln.  iKand^mal  fommt  man  au^  l^ier  jum  3^^^^^  ^^un 
man  üorerft  burd^  QtxUQVinQ  eines  ®Vitbti  in  eine  ©umme 
aber  in  eine  S)ifferenä  eine  gerabe  Änjal^I  öon  ©liebem  fd^afft 
itnb  bann  baS  93erfa|ren  unter  2)  ann^enbet.  S)ag  ©elingen 
i)er  Umformung  l^ängt  toefentUd^  t)on  ber  äBal^I  beS  ju  jer^ 
[egenben  ©ummanben  unb  öon  ber  Art  ber  S^ttk^nriQ  ab. 
S)ttrd^  aufmerifame  93etrad^tung  ber  ©Ueber  unb  Übung  erlangt 
jtan  atgbalb  eine  gewiffe  ©efd^idtlid^feit  in  biefer  Sfted^enarbeit. 

9» 
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Scijpicie: 

a^'  +  3a?y  +  2j^  =  a;^  +  a;y  +  2xy  +  2»« 

=  Ä:(a?  +  y)  +  2y(a;  +  y)  =  (a?  +  y)  (^^  +  2y). 

a;^  +  a:y  —  12y«  =  a;«  +  4a;y  —  3a;y  —  12y« 

-  a:(a?  —  3^^)  +  4y(a:  -  3y)  =  {x  +  4y)  {x  -  3y). 

4)  3)ie  gonncln  §  16,  2ß  unb  4/J,  8,  9  unb  §  17 
©citc  66  1  big  5  lönncn  oft  mit  SJortcil  angetocnbet  »erben, 

x^  +  Qy  +  9y»  =  (a?  +  3y)«  =  {x  +  3y)  (a?  +  3y). 

9a;^  +  12a:y  +  4y«  =  (3a;  +  2^^; 

4a;*  —  9y«  =  (2a;  +  3y)  •  (2a;  -  3y); 

a;3  +  1  =  (a;  +  1)  .  (a;*  —  a;y  +  1); 

/pä  —  y*  —  j8J*  +  2yj8?  «=  a;*  —  (y  —  je?)* 

=  (^  +  y  —  ^)  •  (^  —  y  +  ^)« 

5)  (Sitte  atgebtaifd^e  ©umme  t)Ott  ber  gorm  a^  ±i>a;4:2 
^ei^t  eitt  nac^  foUettbett  ^otettjett  t)Ott  a;  georbttetet  quabratifd^er 
ÄuSbrud.  Um  bie  Siegeltt  für  bie  gaftorettbitbuttg  berartiger 
^(ugbrfide  ju  getoittnett,  Bilbe  man  bie  folgettbett  ©teid^uttgen, 
itt  meldten  a  >  6  ift: 

(1)  {x  +  a)  {x  +  1)  ^  31?  +  {a  +  h)x  +  ah 

(2)  {x  +  a)  {x  —h)  ^  a?  +  {a  —  h)x  —  ah 

(3)  {x  —  a){x  +  h)^x^  —  {a  —  h)x  —  ah 

(4)  {x  —  d){x  —  h)  =  x^  —  (ö  +  V)^  +  C'h. 

S)iefe  (Slcid^uttgett  lel^rett:  1)  S)a  ber  Sud^ftabe  x  ate  gaftor 
beg  erftett  unb  jwciten  ©liebe«  ber  entftanbcnen  algebraifd^en 
^Vivxmt  erfd^eint,  fo  vxvi%  berfelbe  ein  ©ummonb  ber  beiben 
jweigliebrigen  goftoren  fein;  2)  S)er  ^oeffijient  (gaftor)  +p 
beS  jweiten  (SlicbeS  ift  bie  algebraifd^e  ©umme  ber  beiben 
anbem  ©ummanben  ber  gaftoren,  unb  ba8  britte  ©lieb  +  j 
ift  hoi§f  ^robuft  berfelben.  3)  Siegel  für  bie  Äuffinbung 
ber  jtoeiten  ©lieber  ber  galtoren:  SKan  jerlege  ba8 
britte  @l\th  +q\n  ein  ^robuft  au8  j»ei  atgebraijd^en 
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Sa'^ten,  bereit  @umme  gtet(|  bem  ftoeffijtettten  +p 
be8  jtDciten  ®Iiebe8  beS  quabtatifc^en  KuSbtudS  ift. 

1)  SBeifpiel:  «» +  9a;  +  20.  ©o  bo2  j»eite  unb  britte 
®fieb  baS  SSoiseid^en  +  |aben,  {o  finb  bie  ©lieber  ber  iU 
nomifc^en  ^attoren  ))oftttt).    92un  ift: 

(+  20)  "3  (+  1)  •  (+  20) 

-  (+  2)  •  (+  10) 

=.(+4).(+    5). 

2)0;  SBebingung,  bo.%  bie  Jtoefftiientenfumme  gleid^   +  9  ift, 
genügt  nur  baS  Ie|te  ^robuft;  folgtid^  ift: 


X 


2 


+  9a;  +  20  =  (a  +  4)  (a;  +  5). 


=  (_2) 
=  (-3) 

=•(-4) 
=  (-8) 


(-48) 
(-24) 
(-16) 
(-12) 
(-    6). 


2)  a?  +  2a;— 48.  S)o  bo8  jweite  ®tieb  be8  quobrotifc^en 
lluSbrudS  pofitit),  baS  Ie|te  aber  negatitt  ift,  fo  ift  t^ortnei  2 
(in  ber  Umfe^rung)  anjuwenben.    @8  ift: 

(_48)=-(-l).(+48)  =  (+l) 

(+  24)  =  (+  2) 
(+  16)  -=  (+  3) 
(+  12)  =  (+  4) 
(+    6)  =  (+8) 

Son  biefen  ßerlegungen  erfaßt  bo8  tefete  ?ßrobuft  (+  8)  •  (—  6) 
bie  gorberung,  ba^  bie  algebraifc^e  @untme  ber  (^altoren  gleich 
+  2  ift.    golglic^  ift: 

a;«  +  2a;  —  48  =  (a;  +  8)  (a;  -  6). 

S)ie  augfü^rftd^e  S>ar(egung  ber  S^tlegung  in  folgenben 
93eif)>ie(en  ift  best  Semenben  äberlaffen: 

a?  +  10a;  —  24  =  (a;  +  12)  (a;  —  2); 
a;»  —  3a;  —  54  =  (a;  —  9)  (a;  +  6); 

a;»  —  10a;  +  9  =  (a;  —  9)  (a;  —  1); 

x«  —  a;  —  30  =  (a;  +  5)  (a;  -  6); 

a^  —  2ax  —  8a*  =  (a;  +  2o)  (x  —  4o); 

a;»  —  23a;  +  120  =.  (a;  —  15)  (a;  —  8); 
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3a^  +  X  —  2  —  (x  +  1)  (3x  —  2); 
12a;«  —  17a;  +  6  —  (4a:  —  3)  (3a;  —  2). 

5Dtc  3^tcgung  atgcbraifd^cr  ÄuSbrftdc  Don  bcr  gorw 
a^+px  +  q  ift  tüid^tig,  ttjett  fie  un8  ein  SBittet  bietet; 
gentif^te  quabrotifd^e  @Ietd^ungen  ju  löfen. 

§  48.  Ceteittigttttg  liiitt  Cuiitietttett  aM  algelitaifi^ett  ^nwmtn; 

fttttjett  betfellim. 

a)  Sereinigen.  3)ie  Bereinigung  öon  Quotienten  gefd^el^t 
na6)  ben  in  §  13  unter  2)  unb  4)  aufgeftellten  Se]^rfä|en.  @inb 
bie  ©iöiforen  ber  Quotienten  öerfd^ieben,  f o  muffen  lefetere  öor- 
erft  g  leiden  am  ig  gemalt  n^erben.  ®ag  ©leid^namigmod^en 
Bepelzt  barin ;  bafe  man  3)it)ibenb  unb  3)it)ifor  eine^  jeben 
Quotienten  mit  einem  fotd^en  Slui^brudC  muItLptijiert^  ba|  bie^ 
felben  gleid^en  ®it)ifor  erl^atten.  3)ie  üiid^tigleit  biefeS  SRed^s 
nungi^öerfatiren»  grünbet  fid^  auf  ben  10)  fiel^rfal  in  §  13. 
(Sinen  gemeinfamen  3)it)ifor,  ^auptbiöifor  ober  S)it)ibuug,  un- 
gleid^namiger  Quotienten  erl^ätt  man  ftet8  burd^  bag  ^robuft 
fämtlid^er  ®it)iforen.  ®er  auf  biefe  S33eife  gebitbete  ^aupt* 
biüifor  ift  inbei^  nid^t  immer  ber  Ileinfte.  Um  btn  Ie|teren 
ju  finben,  fann  man  bie  im  öorigen  $ßaragrap]^en  geleierte 
gaftoren-S^rfcfl^^fl  ^^^  ®it)iforen  benu|en.  SÄan^mal  ift  ber 
S>imfor  eine8  ber  ju  öereinigenben  Quotienten  ber  $auptbit)ifor. 

1)  SBeifptel:  x      ,      a 


X  +  a    '    X  —  a 

®er  $auptbit)ifor  l^ei^t  (x  +  a)(x  —  a).    S5ejei^net  man  bie 
©umme  ber  Quotienten  mit  S,  fo  ift: 

^ x{x  —  g)  +  ajx  4-  »)        x^  +  a* 

(«  +  o)  («  —  o)  X*  —  a* 

2)  3)ie  Quotienten: 

x*  +  y*  +  xy  _  x^  —  xy  +  y»         ^^^         2y»  +  a?«--y' 

X  +  y        '  X  —  y  X*  —  y^ 

}U  abbieren. 

®er  §auptbiöifor  ift  x^—y^,  »eil  (a;+y)(a;— y)=a;*  — y* 
ift  (§  16,  7/5).    g»  ift  ba^er: 
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c       (g— y)(g*  +  a?y+y*)  — (a?*— a?y+y*)(g  +  y)  +  2y'+a?'— y* 

o  =  i i • 

«*— y* 
S*a^  gönnet  (3)  Seite  66  ift  bai  erfte  ^robuft  beg  S)tt)iben^ 
ben  gleid^  a?*  —  y^  ba8  jtoeite  ^robult  liefert  x'  +  y'  nad^ 
gormel  (2).    Solglic^  ijl: 

^        a?^  —  y*  —  (a;«  +  y^)  +  2y'  —  y*  +  a;*        a;'  —  y*        - 

X*  —  y'  a;»  —  y' 

3)  Seifpiel:  @8  feien  bie  Quotienten: 

X  —  4t  r  10  —  X 

unb 


a;*  —  ÖÄ  +  6  a;*  +  8a;  ~  10 

ju  Dereinigen.    SRad^  §  47,  5  ift: 

.     x'  —  6x  +  6  =  (x  —  2)(x  —  3) 
unb  ir«  +  3a?  —  10  =  (a?  —  2)  (a;  +  5). 

S)er  fleinfte  ©iüibuu»  l^eifet: 

(x  -  2)  (a;  -  3)  (a?  +  5).  SÄit^in: 

a  ^_  (a;  +  6)  (a?  —  -^)  +  (g  —  8)  (^0  —  x)  ^  _  14«^— _50 

(a;  —  2)  (a;  —  8)  («  +  6)  ~  a;«  —  19a;  +  30 ' 

b)  ftürjen.  Um  Quotienten  algebraifd^er  ©umnien  ju 
fürjen,  toenbet  man  bie  in  §  47  bel^anbelte  Umformung  atge^ 
braifd^er  ©ummen  an.  SKan  öerwanbett  ben  ©iöibenben  unb 
ben  S)it)ifor  in  ^robufte  unb  l^ebt  btn  Quotienten  burd^  ben 
gemeinf^aftU^en  fjaftor,  j.  85.: 

l)       ^*-"  y*  ^  (a;  -'y){x  +  y)  ^  x  —  y  ^ 
^      {x  +  yY^^  {x  +  y){x  +  y)       x  +  y' 
6a*&  —  6a'6  +  12a^6»  ^  8o(2a»6  —  2a6  +  4a6«)  _  Sa 
8a»6*  —  8a62  +  16a6*  ~  46(2a86  —  2ab  +  4a6»)  ""  Td ' 

2a;  +  4  2(a;  +  2)  2 


2) 


3)     ;s 
4) 


a;*  —  4a;  —  12         (a;  +  2)  (a;  —  6)        a;  —  6 
a;*  +  3a;  —  4        (a;  —  i)  (a;  +  4)        a;  —  1 


a;«  +  öa;  +  4        (a;  +  i)  (a;  +  4)        a;  +  1 

§  49.    ^ütettjietett  rittet  algeliraifi^ett  ®ummt. 

©ie  2e]^rfä|e  §  16, 3/5  unb  4/5  fönnen  tt)tr  jefet  in  folgenbe 
SBal^rl^eit  jufammenf äffen: 

8e|tfai^:  3)ai^  Quabrot  einer  atgebraifd^en  @umme 
ift    gtei^   ber   ©umme   ber  Duabrate   ber   einjetnen 
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©lieber   unb  ben  boppelten  ^robulten  auS   jie   jtDei 
©ummanbett.    3-  S5.: 

^otenjierung  einei^  SBinomon»  a  +  b.  ©ntoidett 
man  nad^  §  40  unb  §  16,  2/5  unb  9  bie  ^otetijen  ber  Summe 
a  +  b,  fo  erl^ält  man: 

(a  +  bf=l 

{a  +  by  =  a  +  b 

(a  +  b)^  =  a^  +  2ab  +  b^ 

{a  +  6/  =  a»  +  3afe  +  3a&^  +  b^ 

(a  +  6)*  =  a*  +  4a8fe  +  6a»6«  +  4afe»  +  6^ 

Folgerung  1.  3ebe8  3;eiIprobu!t  ber  ^otenj  einer  ©umme 
befielet  aus  fo  üiel  gaftoren,  ate  ber  ©Eponent  ©inl^eiten  entl^ält 
3)ie  Slnjal^I  ber  %(Äimtix  eineg  jefeen  ©liebei^  in  ber  entoidelten 
SReil^e  ber  $ßotenj  (a  +  by  ift  allgemein  gleid^  w. 

Folgerung  2.  S)aS  SlnfangSgüeb  ber  entoidelten  ^otenj- 
reil^e  l^eißt  a«,  baS  Snbglieb  fe«-  3)ie  (SEponenten  ber  ^ßotenjen 
öon  a  nel^men  ftetig  um  1  ab,  ttjäl^renb  bie  ©Eponenten  ber 
^ßotenjen  öon  b  ftetig  um  1  »ad^fen,  bie  ©umme  ber  ©j- 
ponenten  eines  jeben  ©liebeS  ift  atjo  gleid^  w.  3)er  SluSbrud 
(a  +  *)**  befte^t  atfo  auS  fotgenben  ^robulten: 

Folgerung  3.  ®ie  Slnjal^I  ber  ©lieber  ift  um  1  größer 
als  ber  ©gponent  ber  ©umme.  ®urd^  bie  Sntmidelung  ber 
$ßotenj  (a  +  by  mu§  alfo  eine  9iei^e  auS  w  +  1  (Stiebern 
entftel^en.  —  SSejeid^net  n  eine  gerabe  ^oiH,  fo  l^at  bie  iReil^e 
ein  SKittelglieb.  3ft  ber  ©jponent  ungerabe,  fo  finb  jtoei 
SKittetgtieber  üorl^anben. 

3)er  Soeffijient*)  beS  jtoeiten  ©ttebeS  ber  enttoidelten  SReil^e 
öon  (a  +  by  l^ei^t  3.  3)iefe  ^a^  ift  glei^  ber  ©umme  ber 
Soefpätenten  beS  jttjeiten  unb  beS  etften  ©KebeS  ber  ^otenj 

*)  SWan  pflegt  bcn  SWuUi^Itfator,  toenn  er  eine  numerifci^e  gal^I 
ift,  Äoeffijienten  ju  nennen. 
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(a  +  by.  S>ag  brittc  ®Keb  ber  SReil^e  üon  (a  +  hy  f)at  ben 
Äoeffijienten  6.  Sefetercr  ift  gletdö  ber  Jloeffi}tentens@umme 
aus  beut  britteit  unb  iiüeiten  ©liebe  ber  enttoicfelten  JReil^e  öon 

(«  +  hy. 

Folgerung  4.  3)a8  Anfang»-  unb  ba8  ©nbglieb  ber 
^robuftenreil^e  f)at  ben  ftoefftjienten  1.  3)er  ftoeffijient  ber 
anbem  ©lieber  ift  bie  ©unime  ans  beut  Soeffijienten  be8  ent:: 
fljred^enben  unb  be8  öorl^ergel^enben  ©liebe»  ber  nöd^ft  niebern 
^otenj.  3n  ber  Äoeffijienten  *  JReil^e  folgen  bie  B^^^en  öor* 
tt)ärt§  unb  rücftoärts  getefen  in  gleid^er  SBeife  aufeinanber. 

Stnf  biefer  SBal^rl^eit  berul^t  bie  Sitbung  ber  folgenben 
Xafet,  ttjetd^e  bie  Äoeffijienten  ber  ©lieber  ber  Summe  a  +  b 
öon  ber  erften  bi8  jur  fed^ften  ^otenj  entl^ött.  ®a  bie  $ßros 
bulte,  ttjeld^e  öom  erften  nnb  legten  ©liebe  gleid^  ttjeit  abftel^en, 
gleite  ftoeffiäienten  l^aben,  fo  ift  nur  bie  S3ered^nung  berfelben 
big  jum  SÄittelgfiebe  nötig.  ®iefe  3;afet  ttjirb  na6)  5ßaScaI 
(1623—1662)*)  \>a^  ^aScalf^e  ober  arit^metifd^e  S)retecf 

genannt. 

0.  1 

1.  11 

2.  12    1 

3.  13   3      1 

4.  14   6     4     1 

5.  1    5    10    10   5    1 

6.  1    6    15   20    15   6    1. 

2Wit  SSenu^ung  ber  in  ben  Folgerungen  1  bii^  5  auSgefprod^enen 
Silbungi^gefe^e  über  bie  @nttt)idCetung  ber  ^ßotenjen  üon  a  +  b 
fann  man  bie  $ßrobuIte  nieberfd^reiben,  ol^ne  bie  bei  pl^eren 
^otenjen  jeitraubenbe  SKuttipIilEation  ausführen  ju  muffen. 
Um  }.  83.  bie  $ßotenj  (a  +  by  ju  entoidCeln,  beftimme  man 
junäd^ft  bie  Koeffizienten  ber  ©lieber  mit  SSenn^ung  ber  fiioeffi- 
jienten  ber  ^ßotenj  (a  +  ^y. 

*)  3)et{etbe  max  ein  Berül^mtet  fran^öfifd^er  SD'latl^ematüer  nnb  $1^^« 
flfet.  (£r  erfanb  u.  a,  obige  :pra!tif(]|e  ^tif^oht  jnr  IBilbung  ber  93ino» 
mtal^ßoefft^ienten. 
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3)ic  ftoeffijienten  finb: 

1,      1,         21,         35,  35,  21,         7, 

3)ie  ^robufte  ^igen: 

a\    a«6,       a^b\       a^h\       a^b\       a^h\      aV,    i^- 

(a4.6)^-=a^+7a«&+2la^6«+35a*6»+35a3i*+21a«^"+7a6«+5'* 

3ft  ber  vSutnmanb  b  tiegath),  fo  ^aben  nad^  §  42  bie 
geraben  ^otenjen  t)on  &  pofittüfn,  bie  ungeraben  negatit)en 
SBert.  S)ic  au8  (a  —  &)«  cnhmcfelten  »eilten  untcrfd^ciben  ftd^ 
olfo  öon  ber  ^otenj  (a  +  6)«^ur  boburd^,  ba|  bie  ©lieber 
an  geraber  ©teile  bo8  SBorjeit^en  —  l^ben.    So  ift  j.  S.: 

(a  —  6)*  =  rt^  —  5a*6  +  10a»6«  —  lOa^ft»  +  bab^  —  fe^^ 

®Qd  ®efe|,  tuelc^ei^  bie  (SntiDtdelung  ber  ^otenj  (a  +  &)"  aU^ 
gemein  ongiebt,  fü^rt  ben  SRameti  „binomifd^er  Se]^rfa|". 
3)ie  gormel  beefelben  l^eifet: 

+  "^ ^"^ "  1)  (>>^- 2) ^n^f^t ^ (.^  .  ab^^^b^. 

©efc^id^tlid^elBemerlungett.  2)ie  er  ften  SSinomiat-ßoefft^ienten 
toaren  ben  9[rabem  bereite  gegen  (Snbe  bed  elften  S^^^^^^unbertd  befannt. 
3n  einer  8d^rtft  bed  c^ineftf^en  Statl^ematilerS  Xfc^u]^  fd^t  fil^,  „^op 
barer  6:pteget  ber  t)ier  Elemente"  1303,  fommt  bie  Koeffizienten =2:af et 
bii^  5ur  ad^ten  ^oten^  unter  bem  3lamm  „Si^n^Xafer'  aU  dm  alte 
@rfinbung  bor.  2)ie  9nf angi^glieber 'ftnben  fic^  femer  in  ber  ^[ritl^metil 
bon  ©tiefet  (1544).  8eit  @nbe  bfd  ftcb^el^nten  Sal^r^unbertd  nennt  man 
bie  Xafel  in  @uro:pa  „aritl^metifd^ed  ^reied''. 

3tterft  l^at  obige  Formel  bed  binomifd^en  Se]^r)a|e9  ber  berül^mte 
englifd^e  SRatl^entatiler  unb  ^l^^ftfer  3tmton  (1642^1726)  angegeben. 
2)iefelbe  foH  ^u  (S^ren  ^^erotond  auf  feinem  2)en!mat  in  ber  SSeßminfter- 
9[btei  eingegraben  fein.  SBegen  feiner  SSic^ttgleit  tt»irb  ber  binomifd^e 
£e]^rfa|  mit  9{ed^t  bai^  gfunbament  ber  l^öl^eren  9tatl^ematil  genannt. 

§  50.    Iltt9}ie|ett  bet  Cuabtat::  unb  bet  ftuliiftiittrsel  an% 

algelitaifi^eit  Sumntm. 

aSor  aSegitttt  ber  SRed^nung  orbne  man  bie  atgebraifd^e 
©ummc  m6)  foDenben  ober  [teigenben  ^ßotenjen  einei^  SBud^- 


§60.  Slu8}ie]^enb.Cluabrat<u.i>.  ftuMApuijelauSalaeBraifd^enSumtnen.  139 


ftabenS.  ^aS  Sted^nungSoerfa^ren  ift  baSfeI6e  )oie  bei  bec 
SRabijierung  ber  natürlid^en  Qafjim.  (SSergleid^e  baS  @.  72 
®efagte.) 

1)      yi6x'  —  2Axy  +  9y»  =  +  (4«  —  3y) 
a*=.(4a;)»=-16»^ Y"       Y 

2o==8a;-T-      —2Axy 
2ab=8x-(—3y)'=—  24a;y 


6*  =  (-  3yy 


+  9y* 
-9y» 


0. 


a    +     6 


2)      V'a^-8iB»+26«*— 40«+25=+(a;*— 4a;+5) 


2afc=2a;*-(— 4«)=  —8a;' 


+26«» 
6*= (—4«)«=     +16a^ 

2o'=2(«»-4a;)-f-     10«*— 40a; 
2a6'=(2a;»— 8a;)-5—     lOa;»— 40a; 


b' 


i. 


+25 
5»=    +25 

0. 


s 


3)    i/8a;«-36a;»+66a;*-63a;»+33a;*— 9a;+l-=2a;*-3a;+l 
o»=(2a;«)»-=    8a;« 


ia»=3  •  (2a;)»-12a;*-=~36a;» 
Ja»6=12a;*(-3a;) 36a;* 


+66«* 
3a6»=3-2a;«(-3a;)»=.    +54x* 

+12a;*-63a;» 
fc»==(-3x)»=  —27a;» 


3o'*-12«*- 36a;»+27  a;*-^ + 12«*— 36a;«+33«* 
la*&'=(12x*-36a;»+27««)l-=     12«*— 36«»+27«» 


6«*— 9« 
3o'ft'«— 3.(2««-3«)l»=    6«»-9« 


6'" 


+1 

+1 

0. 


2)ritter  m^niit 
Mtitt  (Bmtrlttnn$  hts  ^a^lentr^griffs:  htx  itxn^.*) 

§  51.    Httffaffnt  be9  fßtni^t^  aU  melrete  gleite  Zeile  etttel 

®att)eit. 

8ttt  tätigen  unb  Ilaten  Sluffaffung  ber  Sdind^ia^ltn,  jut  (Stjeugung 
eine«  üoten  unb  beutli^en  ©cgtiffg  bicfcr  Sal^Ifotincn,  ip  unbebhigt  et* 
forbcrtid^,  ba6  ber  Seigrer  bic  (gntpel^ung  bct  a3tüd^c  aitWauUd^  aeigc. 
8u  bief cm  8»c(fc  bebicnc  er  fid^  jundd^ft  lonftctet  (SegcnpÄnbe,  j.  55. 
©tabd^en,  ^o^icr-  unb  S3anb|hcifcn,  bic  üor  bcn  «ugen  ber  ©c^üIcr  in 
an^ei,  t)ter,  a6)t  gleid^e  Xeilc  ^erlegt  »erben.  $cftaIo}st,  ber  ^egrilnbcr 
unfercr  l^eutigcn  Stec^cnmctl^obc,  benugte  jur  (Sr^cugung  ber  SSrud^üor^ 
ftcnungcn  eine  SSrud^labeHc,  »eld^er  bic  gcrabe  Sinie  jugrunbc  liegt  unb 
5ur  ^cranfc^aulid^ung  ber  £):perationcn  mit  SSrüd^en  toenbetc  er  ^tod 
Ouabrottabeflen  an.**)  3n  ber  Xf^ai  ftnb  8laumgrö6en  ein  nic^t  ju 
untcrfd^a^enbci^^ilfdmittet  ^ur  anfd^aulid^en  Sel^anMung  bcrlBrud^red^nung. 
SBcId^en  SBcrt  5.  16.  bic  Teilung  t)on  ©treden  in  eine  SÜniaf^l  gteid^er 
Seile  filr  bic  «uffaffung  bc8  ©rud^c«  f)at,  ift  fo  aflgemein  anerfonnt,  baft 
eg  laum  ein  fRec^enbud^  geben  börfte,  »eld^cg  biefe»  SScroufd^auIid^unggs 
mittel  nid^t  anmenbet. 

*)  SSorbemerfung.  3n  ben  §§  51  big  67  laffen  toir  junät^jt  eine 
mel^r  fd^utgemäge  ald  n)iffenfd^aftlid^e  2)artegung  ber  $au:ptteile  ber  ^rud^^ 
red^nung  fotgen.  2)em  S^otde  bicfcr  ©d^rift  ent)>red^enb,  bie  gcomctrifd^c 
^crfinnlic^ung  ber  S^W^  h^  benu^en  ,,unb  baS  (Srgebnid  red^nenber 
Überlegung  ben  ©innen  erfaßbar  p  mad^cn",  i|l  in  bicfem  Steile  ber  ju 
berfinntid^enbc  ©toff  Don  ben  IBrud^^al^ten  entl^atten.  S^t  Slnfd^Iug  an  biefe 
9lui»ffl]^rungen  toirb  bie  erweiterte  ^uffaffung  beS  S3ruc^bcgrip  in  bcn 
§§  68  unb  69  5ur  ^el^anblung  lommen. 

**)  ®ic  l^ol^c  unterrid^tlid^e  ©ebeutung,  tocld^c  ^cjialojji  hzn  Duabrat^ 
tabellen  beilegte,  gel^t  au8  folgenben  SBorten  begfelben  l^eröor;  „SBenn 
mein  Seben  einen  SBcrt  l^at,  {0  beftel^t  er  barin,  bag  i^  bad  Duabrat 
5um  Sunbamente  einer  ^nfd^auung  eri^ob,  bic  bai^  $otf  nie  l^atte'', 
(«Infc^auung^Icl^re  ber  So^Ienbcrl^ältniffe,  II.  unb  III.  $eft.    1808.) 
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gutn  3^^^^  ^^^  anfd^auUd^ett  (Erzeugung  beS  ^Begriffes 
ber  SBru^ja^Iett  bentt|ett  toir  t)on  ben  Staumgebilbeti  iunöd^ft 
bie  @trede  t)on  1  dm  Sänge,  ^nxä)  Teilung  berfelben  in  jmei, 
Dicr,  ad^t,  fünf  unb  je^n  gtcid^c  Seile  entftel^en  bie  benannten 
[/  Snld^e  ein^alb  dm,  ein  t^iertel  bii^  t)ier  t^ieriet  dm  u.  f.  \d. 
Sorauf  ge^e  man  jur  ©trcde  übetl^an^t  über.  3)er  SSetlauf 
ber  S3e]^anblnng  crgiebt  pd^  aui^  folgenber  ©arfteUung: 

Ä\ \B 

C\ 1 12 

D\ 1 1 1 14 

JE\ 1 1 1 1 1 16 

F\ 1 1 1 1 1 1 1 18 

G\ 1 1 1 1 15 

S\ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 10. 

3)ie  ©trecfe  AB  ift  ungeteilt,  fie  [teQt  bie  (Sinl^eit,  ba8 
@anjc,  Dor.  SHc  folgcnben  ©trecfen  finb  in  jttjei,  öier  u.  f.  tt). 
gleid^e  ©tücfe  geteilt,  fie  bienen  jur  SSeranf^auIid^ung  ber 
Srüd^e  einl^alb,  ein  SJiertet  bi8  öier  SSiertet  u.  f.  f.  Slud^  ift 
au8  ber  ©arfteQung  erfid^tüd^,  ba§  baS  ®anje  jtoei  $albe, 
brei  drittel  u.  f.  tt).  l^at.  3n  äl^nüd^er  S33eije  benu^e  man 
ben  Ärei«  unb  Seile  beSfetben  (^albfreig,  SSiertelfreig  u.  f.  tt).)/ 
Duabrote,  SRed^tede  unb  ben  redeten  SOSinfel.  a3rü^e(a3rud^- 
jal^ten)  entftel^en,  »cnn  man  irgenb  ein  ©aujeg,  eine 
ISinl^eit,  in  eine  Slnjal^t  gteid^er  Seile  jerlegt  unb 
einen  ober  mel^rere  biefer  Seile  nimmt.  Slu§  biefer 
genetifd&en  (SrMärung  fliegt  fotgenbe  logifd^e  Definition  beS 
S3rud^e8:  (Sin  S5rud^  ift  eine  3^^!/  ttjeld^e  einen  ober 
mel^rere  Seile  eines  ©anjen  bejeid^net,  baS  in  gleite 
Seile  geteilt  ift.  S>er  SBrud^,  »el^er  burd^  QnUiunQ  ber 
©inl^eit  in  mel^rere  gleid^e  Seile  entfielet,  l^ei^t  SSrud^einl^eit. 
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SBtud^einl^eiten  finb  neue  (Stnl^eitett,  fie  ftel^en  im  ®egenfa|  ju 
ber  (Einl^eit  ber  natürlid^en  3^^^^/  toeld^e  t)on  je|t  an  ganje 
Ballten  genannt  n^erben. 

Sine  93ru^jal^I  befielt  auS  jtoei  3^^^^^/  näntlt^  Qd^Ux 
unb  SRenner.  3)er  leitete  beutet  an,  in  »ie  Diele  gleid^ 
Seile  bie  (Einl^ett  jerlegt  ttJprben  ift,  er  nennt  bie  Änjal^t 
Xeile,  in  »eld^e  man  bad  @anje  geteilt  l^at;  ballet  fein  ^amt. 
3)ie  anbere  ^af)l  giebt  bie  Snjal^I  ber  gleiten  leite  an,  toeld^e 
man  öon  ber  Srud^einl^eit  genommen  l^at,  fie  jäl^tt  bie  Smd^* 
einl^eiten,  bal^er  l^ei^t  fie  3^1^ t er.  Sin  S3ru^  ttjirb  bargefteHt, 
inbem  man  bie  3^^!^^/  »elc^e  3ä^ter  unb  SRenner  bejeicl^nen, 
fenfre^t  untereinander  f^reibt  unb  biefelben  burd^  einen  tooge^ 
redeten  ©trid^  (93rud^ftrid^)  trennt.  3)er  Srud^  brei  fünftel 
wirb  alfo  I  gefc^rieben. 

Slrten  ber  S5rüd^e.  Sinen  S5ru^  mit  bem  Q&^Ux  1 
(alfo  jiebe  SSrud^einl^eit)  nennt  man  ©tammbrud^,  j.  SB. 
\f  \/  ^'  ®i^  ^on  te|terem  abgeleiteten  Sjild^e,  alfo  SSiet 
fad^e  ber  SBrud^einl^eit,  l^ei^en  3^^igbrüd^e.  3e  nad^bem  ber 
Q&f)Ux  eineg  Srud^ei^  fteiner  ober  größer  al8  fein  SRenner  ift, 
toirb  ber  S3rud^  ed^t  ober  uned^t  genannt.  S5rüd^e,  toelc^e 
gleid^en  SRamen,  b.  ^.  gteid^e  SRenner  l^aben,  l^ei^en  gleid^= 
namige,  fold^e  mit  öerfd^iebenen  SRennem  ungtei^namige 
S5rüd^e.  SBenn  eine  ganje  3^^!  mit  einem  SBrud^e  öerbunben 
ift,  fo  nennt  man  biefen  älugbrudC  eine  gemifd^te  3ö^I.  2Ran 
tä^t  ba^  3ei^en  +  fort  unb  fd^reibt  ftatt  12  +  |  in  ber 
JReget  12|. 

§  52.     Kttffaffung  M  Ottt^eS  aU  Zeil  tmtt  ntel^teteii 

®an)en. 

3)er  aSrud^  |  bebeutet  urfprüngK^:  bie  Sinl^eit  (boÄ 
@anje)  ift  in  t)ier  gleid^e  3;ei(e  jerföQt  unb  öon  biefen  Seilen, 
©tammbrüd^en,  finb  brei  p  einer  Qof)!  vereinigt.  ®iefe  Suf* 
faffung  beS  Srud^ei^  |  öerfinnli^t  bie  3)arfteQung  a  (gig.  20, 
@.  143).  ®er  95rud^  |  lä^t  inbei^  aud^  eine  jtoeite  Deutung 
ju;  er  lann  nämlid^  alg  ber  vierte  Seil  öon  brei  ©anjen  auf^ 
gefaxt  ttjerben,  toa^  bie  3)arftellung  unter  b  (gig.  20,  @.  143) 
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i9eranfd^ttti(^t    3n  biefem  @mne  ift  ber  93ruc^  gleid^bebeutenb 
mit  einem  unentoidetten  Duotienten. 

8fio-  so. 


Sel^tfai^:  Seber  S3ru^  ift  bentjenigen  Quotienten 
glei^;  beffen  3)it)ibenb  gleid^  bem  ^'a^Ux  unb  beffen 
S)it)ifor  bem  SRenner  beS  SBrud^ei^  gteid^  ift. 

Um  fid^  baüon  }u  übetjeugen,  ob  bie  ©deutet  eine  rid^tige  unb  flarc 
SotpeHung  Don  ben  SSntd^jal^Ien  getoonnen  l^aben/  laffe  ber  Sel^xer  mehrere 
^Tüd^e  naä^  i^rer  jtoeifad^en  Sluffaffung  an  Sixtdtn,  Ouabtaten  unb 
Greifen  barfteUen. 

§  53.    Sa9  0ninbgefei^  bet  flßettlieftanbigteit  eine»  ent^eS. 

S)a«  @efe|  ber  SBertbeftönbigleit  eineg  Srud^ei^  bilbct  bie 
©ruttbtage  ber  ganjen  SBrud^red^nung.  9luf  il^m  berul^en  baS 
6rtt)eitem,  ba^  §eben,  ba8  ?lbbieren  ungteid^namtger  SBrüd^e. 
?luc^  bag  2;eiten  ber  Srüd^e  burd^  gonje  Qai)Un,  t>a^  ^iw 
bieren  gteid^namiger  SBrüd^e  burd^einanber  unb  bag  @efe|  über 
ia^  %dUn  burd^  einen  Srud^  überl^aupt  —  »enn  ber  ®it)ibenb 
eine  ganje  3^^^  ober  ein  mit  bem  3)it)ifor  ungleid^namiger 
®rud^  ift  —  Wunen  mit  83enu|ung  biefei^  ®eje|e§  leidet  ium 
SSerftänbnig  gebrad^t  »erben.  SluÄ  biefen  ©rünben  barf  man 
bag  ®efe|  ber  SBertbeftänbigleit  ba^  §auptgefe§  unter  ben 
©runbgefefeen  über  ben  S5rud^  nennen.*) 

*)  SBegen  biefet  SBid^tigleit  bei^  $au:ptge{e$ed  ift  baSfelbe  red^t  an^ 
fd^oulid^  unb  gtünblid^  ju  erlöutem  unb  al^  S3auftein  ber  S3ruc^rec^nung 
an^umenben. 


144  S>tittfT  «[bf((nitt    ^er  »ntd^. 

3)ag  ®efe6  ber  SSSertbeftänbigleit  tann  letd^  auf  inbufttoem 
Sßege  unb  jtuar  an  lonfreten  SSrud^ja^len  auS  bem  S3egrtf{e 
bcrjclben  cnttoidCctt  tüerbcn.  (£s  fei  j.  SB.  bie  SUd^tigleit  bin: 
©Icic^ung  ^  ^  =  t^j  ^  na^jutocifcn.  S>cr  JBrud^  \JIU^ 
beutet  feinem  ^Begriffe  m6)  bie  ^älfte  t)on  IJi  unb  biefer 
äBert  f ann  burd^  ein  f^änfjtg^^fennigftüd  t^eranfd^autic^t  toerben. 
yiad)  ben  Srörterungen  unter  §  51  fonn  ber  S3rud^  -^Jl  ani 
5  gleid^en  Xeilen  beftel^enb  aufgefaßt  n^erben^  t^on  tDel^en  lebet 
ben  je^nten  Seil  öon  IJi  betrögt.    Sinen  fotd^en  %tit  tarn 

mau  bur^  ein  S^^W'^f^^wififtö^'f  ^^^  5  ^^^\^^  2;eite  burdl  5 
biefer  SKünjen  öerfinnttc^en.  3)iefelben  l^aben  offenbar  einen 
©ert  t)on  50  a.  «ud^  bie  jtoeite  «uffaffung  be«  SBruc^e« 
(§52),  nämtic^  5^:10,  fü^rt  }U  bemfelben  SaSert,  50a. 
S)a  nun  bie  SBrüd^e  ^Ji  unb  -^JC  benfelben  SOäert,  50  a, 
bejeid^neU;  fo  mufe  ^JC  =  ^JC  fein.    Äurje  ©arfteHung: 

^  ur  — 50a 

■j^  „  =50  „ 

■j-  <Mf  ™^  yV  »Mf  • 

(S)en  ©trid^  tieft  man  „folgti^".)  Q&^ex  unb  Sienner  be2 
Srud^eg  -fj^  Jt  finb  5  mal  fo  gro§  at«  i^^tx  unb  9?enner  \^t% 
Srud^ei^  \Jl.  3)ie  gal^Ien,  ttjetd^e  ben  S5rud^  \Jl  aui^^ 
brädCen,  l^aben  fid^  alfo  nur  geänbert,  nid^t  ber  äSert  beS 
S5rud^e8.  3n  äl^nlid^er  SBeife  lann  bie  SRid^tigfeit  ber 
©leid^ungen : 

\Jt  =  -^Jt',        |m  =  i8^m;        i  3a^r  =  ^  3a^r 

gejeigt  ttjerben. 

Slud^  mit  §itfe  üon  ©tredCen  fann  man  baS  ®efe^  ber 
S33ertbeftänbigleit  leidet  gettjinnen.*)  ®ai^  l^ier  einjufd^Iagenbe 
SSerfal^ren  möge  an  einem  SBeifpiel  gejeigt  »erben. 

2Ran  jeid^ne  eine  ©tredCe  AB  unb  teile  fte  in  jtoei  gleid^e 


*)  äJlan  mug  bei  gro^l^ifd^en  ^atfteUung  ben  SSoxjug  gtögerer  9n» 
fd^auU^Ieit  Dor  bem  Doxl^in  angegebenen  IBerfal^ten  einräumen,  ba  burd^ 
bad  3^<^nen  ber  ©innedtl^atigfeit  bed  @d6üleri^  ein  Dbjeft  geboten  unb 
baburd^  bie  ^ufmerffamleit  unb  bie  Sluffaffung  beSfetben  gefdrbett  »trb. 
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Xeilc,  fo  tDcrfinnüd^t  j|ebe8  ©tflrf  ben  83ru^  \.  8B3trb  nun 
lebe  ^älfte  l^albicrt,  fo  [teQt  jeber  Seil  ben  Srud^  \  bar. 
5>ie  3^^nuttg  jeigt  nun  offenbar,  ba§  ^  ber  ©trecfe  -45 
fllet(^  f  berfelben  ift.  Seilt  man  l^ierauf  j|ebe8  SSiertel  in  jttjei 
gleid^e  Seile,  fo  t^eranfd^aulici^t  jleber  ber  erhaltenen  Seile  ben 
Srud^  i.    S(nS  ber  SarfteQung  ift  erfid^tli^  ^(^^'^ 

ift  u.  f.  f.  3)iefe  ©leid^ungen  jeigen  an,  auf  ttjeld^e  SBeife  ber 
red^td  t)om  ©leid^l^eit^jeid^en  ftel^enbe  93rud^  and  bem  linls 
ftel^enben  entftanben  ift.  ®ie  ani^  biefem  SSerfa^ren  anfd^aulid^ 
geiDonnene  SQSal^rl^eit  lann  titoa  in  folgenber  f^omt  auj^gefprod^en 
iDerben: 

S33enn  man  ben  3ä^Ier  unb  ben  SRenner  eine« 
Srud^eS  mit  berfelben  Qa^  multiplijiert,  fo  bleibt 
ber  SBert  beg  SSrud^ei^  berfelbe. 

®iefeg  ©efefc  benufet  man,  um  ben  Srud^  ju  erweitern, 
b.  ^.  feinen  S33ert  burd^  fl^öfeere  ßal^Ien  au^jubrüdCen. 

SJenn  »ir  bie  obigen  ©leid^ungen  rficftoärt^  Icfen,  jo 
gewinnen  ttjir  folgenben 

Sel^tfai^:  ®er  SBert  eineg  S5rud^ei^  bleibt  berfelbe, 
loenn  man  fotool^I  ßäl^ter  at8  SRenner  burd^  biefelbe 
3ö]^l  teilt. 

SSon  biefem  Sel^rfa^  mad^t  man  Änttjenbung  beim  Äürjen 
ober  §eben  ber  S5rü^e.  Sinen  S5rud^  lieben  l^eifet, 
feinen  S33ert  burd^  Heinere  ^a\)Un  au^brücfen. 

9ie  trter  elementaren  tfrnnbrei^nsen  mit  ^rfi(^en* 

§  54.    «bbition  uttb  Sulittattion  bet  tStüi^t. 

S)a8  ©runbgefefc  ber  «bbition  (§  3,  1)  unb  ber  @ub^ 
traftion  (§  5,  1)  ber  ganjen  natürüd^en  3^^^^^  Qdttn  aud^ 
für  bie  Srü^e.  üRan  lann  atfo  nur  gleid^namige  S5rüd^e 
obbieren  unb  fubtra^ieren.  ®iefe  Operationen  bieten  für  bie 
Äuffaffung  leinerlei  ©d^ttjierigleitcn  bar.  gaQs  ei^  inbei^  nötig 
erfd^eint,  bem  SSerftänbni»  burd^  bie  ?lnfd^auung  ju  $ilfe  ju 
lommen,   lann   man  fid^   ber  S)arfteQungen   §  51,   gig.  19 

ediülUv,  «vitl^metif.  10 
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bebicncn.     ?lu§   biejcn   bilblid^cn   ©arfteQungen   crgiebt  f«^  !' 

burd^  unmittelbare  ^nfd^auung  bie  9lid^ttg!ett  ber  folgenben  ': 

öeifpiele:  ! 

i+^  =  l;      l  +  i  =  i;      A  +  T^  =  H  =  i.     f 

1)  &el|tfa^:  ©leid^namige  SBrüd^e  tüerben  abbiert^  v 
inbem  man  bie  Summe  i^rer  ^äf)in  butd^  ben  gemein«  p 
jd^aftlid^en  SRenner  biöibiert. 

3eige  an  berjelben  S^i^^^^B  ^^^  Söfung  nad^ftel^enber 
SSeifpiete: 

i-l  =  i;      A-A  =  A  =  I- 

2)  &e|rfa^:  ©let^namige  Studie  toerben  fubtra*  ^ 
t)iert,  inbem  man  bie  3)ifferen}  ber  Basier  burd^  ben  ,: 
gemeinfamen  SRenner  biöibicrt.  ^ 

©oQen  ungleichnamige  SBrüd^e  abbiert  unb  jubtral^iert  * 
»erben,  fo  mufe  man  fic  juöor  gleid^namig  ma^en,  unb 

barauf  nad^  bem  erften,  bej».  bcm  jtoeiten  Sel^rfa^c  öerfal^ren»  i 

SBei  ber  ^Bereinigung  ungleid^namiger  Srüd^e  finbet  bag  au^  \ 

bem  SRed^nen  bcfanntc  ©ud^en  he^  Ileinftcn  Hauptnenner^  Stn-  | 
wenbung. 

§  55.    aRttHipIitatiiiit  bet  exüi^t. 

S5ei  SBel^anblung  be§  in  ber  Überfd^rift  genannten  ©egen* 
ftanbeg  finb  brei  gäQc  ju  berüdffid^tigen. 

1)  ®er  äRuItipaianb  ift  ein  »ru^,  ber  mnUiplu 
lator  eine  ganje  natörlid^e  Qa^l 

«uf  »eifpielc  biefer  ?lrt  ift  bie  in  §  7  aufgefteOte  Sr^ 
Itärung  ber  SKuttipIifation  o^ne  tt)citere§  antoenbbar.  So  j.  S3. 
bebeutet  ba^  $ßrobuft  4  x  f  nad^  §8/1  eine  Summe  öon  4 
(gleid^en)  Summanben,  gebilbet  au§  bem  Srud^e  |,  b.  1^.: 

?luf  ber  redeten  Seite  biefer  ©leid^ung  finb  gleid^namige  SBrüd^e 
JU  abbieren.  2Kit  S3enu|ung  öon  Se]^rfa|  1  bt^  öorigen  ^ara« 
grapsen  erl^ält  man: 

3  +  3  +  3  +_S  _  12 
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Wit^in  tft: 

1)  Se|tfa^:  @tn  SBrud^  tuirb  mit  einer  gonjen  3^^! 
multiptijiert,  inbem  man  ben  ßä^Ier  mit  ber  ßal^t 
multipliziert  unb  baS  erl^oltene  ^robuft  burd^  ben 
5Renner  biöibiert. 

2)  ®er  SÄuttipIifanb  ift  eine  gonje  3^^!/  ^^^ 
SKuItipIilator  bagegen  ein  SBrud^. 

S^a  ber  SÄuItipIifator  einem  ©rnnbgefefce  ber  2Kuftipti=^ 
lotion  gemä§  eine  ganje  ßol^t  f^itt  tnufe  (§  8,3),  fo  finb 
^robulte,  in  ttjeld^en  biefer  gaftor  ein  S3rud^  ift,  öorläufig 
toiberfinnig.  ®enn  nod^  htm  urfpränglid^en  S3egriff  ber  ÜRuIti« 
plüation  §at  j.  SB.  bie  Aufgabe  \xbJC  ttjörtlid^  genommen 
ben  ©inn,  man  foll  bJC  |mal  ate  ©ummanb  jefeen. 

3)icfe  neue  ?lrt  öon  ^robuften  finbet  i^re  Deutung  in 
ber  Silbung  be§  gebrod^enen  SÄuItipIifator^.  3)er  SBrud^  f 
fann  erfteng  baburd^  entftonben  aufgefaßt  ttjerben,  ba^  man 
ben  vierten  Seil  ber  ©inl^eit  3m al  nimmt.  SBenn  ttjir  biefe 
®ntfte]^ung  beg  ÜRultipKIatorS  ber  Slufgabe  \xbJt  jugrunbe 
legen,  jo  l^at  \>a%  $ßrobuft  folgenben  ©inn:  3Äan  foU  ben  merten 
Seil  ober  \  be§  ©anjen,  nämtid^  beg  SWuItipIifanben  5  JC,  mit 
3  muItipKäieren.  S^^fo^fl^  ^^^\^'^  Sluffaffung  erfd^eint  \>a^  öor* 
liegenbc  5ßrobuIt  ate  Summe  aug  3  ©ummanben,  öon  benen 
jeber  ber  t)ierte  2;eil  t)on  bJl  ift. 

\xbJt  =  \JC  +  \Jl  +  iJi  =  ^x\Jt  =  ^-^JC, 

@inc  ganje  B^l^I  mit  einem  S5rud^e  multipliäieren 
^ei^t,  ben  ÜRuItipIilanben  bur^  \itix  Sienner  biöi^^ 
bieren  unb  biefen  SBrud^  mit  bem  Saldier  beg  SKuIti^ 
plilatori^  muttiplijieren. 

®ie  jtoeite  Deutung  öon  5ßrobuften,  beren  ÜKuttipIilator 
eine  gebrod^enc  ^oiji  ift,  fliegt  au§  ber  jttjeiten  Sluffaffung  beg 
SBru^ei^.  S)er  SBrud^  |  ift  gteid^  bem  Quotienten  3 : 4  (§  52). 
%vi^  biefer  Sluffaffung  be§  JBrud^eS  gel^t  folgenbe  ©leid^ung 
^ertjor:  |x5^  =  22l5^. 

10* 
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@ittc  3^^!  ttiit  einem  Srud^e  muttiplijieten  l^eigt, 
biejelbe  mit  bem  Q&^Ux  multipttjiercn  unb  ba8  ^ßro- 
buft  burd^  ben  Sienner  biöibieren. 

tlnmetlung.  2)ie  aritl^metifd^e  9iebetoeife,  ,,eine  3^^^  tnit  einem 
IBtud^e  tnu(ti:pli^ieten"/  iß  eine  Qbge!ür§te  ©iptec^meife  für  bie  Sütfgabe, 
biefe  gal^I  burc^  bie  beiben  Sled^nungdarten  bet  ^tnetten  @tufe  ^n  betAnbent. 
SBenn  eine  ganje  gal^I  20  m  burd^  eine  anbete,  5,  btüibiert  unb  ber 
Ouotient  mit  4  multipliziert  tnerben  \oU,  fo  be^eid^net  bie  atitl^metifd^e 
Seid^enfprad^e  biefe  red^nerifc^en  arbeiten  furj  burd^  |  x  20  m.  ^iefelbe 
©d^reibart  »enbet  bie  ICritl^meti!  an,  totnn  irgenb  eine  ganje  gal^I  ^uerfi 
mit  4  multipliziert  unb  bad  !ßrobult  burd^  6  biüibiert  werben  foS.  S)ie 
Spred^meife  „^,  i,  ^  mal  eine  (gan^e)  Qßffi"  l^eigt  nid^ts  anbereS,  aI9 
bie  ga^I  burd^  4,  6,  8  biüibieren.  —  ^em  tInfAnger  ifi  e8  zu  tmp\ttjlm, 
fid^  ilber  bie  S3ebeutung  t)on  $robu!ten  bitfer  9lrt  flar  aui^zufpredben. 

3ft  ber  aKuItiptifator  eine  gemifd^te  3^^^/  f^  ^^^^  ^^^ 
entoeber  benfelben  in  einen  nned^ten  S3ru^  Demonbeln  unb 
tt)ie  öorl^in  öerfol^ren  ober  bie  gemifd^te  3^^^  burd^  eine 
Summe,  beftel^enb  aug  ber  ganzen  3^^^  unb  bem  Sru^e, 
borfteHen  unb  ben  SButtipüfanben  mit  biefer  ©umme  mutti= 
plizieren,  j.  SB.: 

5fx3  =  f  X3  =  f  =17i. 

(5  +  I)  X  3  =  5  X  3  +  I  X  3  =  15  +  2i:  =  17^. 

2Kan  überzeugt  fid^  leidet,  ba§  man  in  beiben  SäUen  bie 
galtoren  t)ertaufd^en  barf  unb  bie  red^nerifd^en  Arbeiten  in 
beliebiger  Sieil^enfotge  auggefül^rt  »erben  lönnen. 

3)  S3eibe  fjaftoren  jinb  JBrüd^c  ober  gemifd^te 
3a!|Ien. 

Slufgabe:  f  xf.  SRad^  ben  ©rörterungen  unter  2)  i[t 
ber  ©inn  biefcr  Slufgabe  folgenber:  SBan  foQ  ben  3RuItipIi= 
fanben  f  bur^  3  biüibieren  unb  ben  erl^attenen  SBrud^  mit  2 

mutttptizi^^^w-     ®^^  ^rftt^  ^^i^  '^^^  i  9^^^*  s^/  ^^^8  ©r^ 
gebnii^  mit  2  muftipfijiert,  liefert: 

2x-^^^ ^^. 

^3X6         8X5 
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S)a8  ^robult  i  X  i  Iä|t  ftc^  burc^  eine  S^^nung  t)er= 
onfd^aultt^e«.  SRan  bilbe  ein  «ec^tecf  ^JBCZ)  (gig.  21), 
beffen  ®runbfeite  -4J?  bcn 
Slenner  bed  SRuItipttfonben 
imb  beffen  ^öl^c  ^2)  feinen 
ßä^Ier  öetfinnlici^t.  S^I^Ö* 
man  bad  9{ec^ted  bnrci^  $ar$ 
oKelen  }n  ^2)  in  5  gleid^e 
Xetfe,  fo  ))eranfc^anßc^t  ein 
Streifen  bie  SSruc^einl^eit 
be«  3RnItit)Iifanben,  2  Seile 
öerfinnlid^en  ben  fflruci^  | 
tt.  f.  to.  Sicilt  ntan  einen 
Streifen  in  4  Duabrate,  fo 
beträgt  jebe«  erfic^ttic^  ben  vierten  Sieil  ober  \  t)on  ÄFGD, 
b.  1^.  i  öon  i-  Sin  Dnabrat  ift  aber  t)om  ganjen  SRed^tecf 
^;  mitl^in  ift  i  öon  i  ober  |x|  =  ^.  Qmi  Duabrate 
bitten  öon  ÄFGD  bie  $älfte,  bagegcn  öon  ber  ganjen  gtgur 
■h\  folglich  ift  i  x  i  =  i^r-  SSier  ©treifcn  öerfinntid^cn  ben 
SRuItipIifanben  |,  2  Meine  Sflcc^tecfe  finb  öon  erftcrcn  \  nnb 
öom  ©anjen  f ;  alfo  ift  i  x  i  «=  |  u.  f.  xo. 

Sel^tfa^:  S5rüd§e  toerben  miteinanber  multipliäiert, 
inbent  man  fottjol^l  il^re  ^a^Ux  aU  il^re  9lenner  mul* 
tipligiert  unb  baS  erfte  5ßrobnIt  bnrd^  bag  jtt)eite 
biöibiert. 

S)ie  SKnItipKfation  gemifci^ter  3^^^^^  '^^^  ^^f  Jttjeifac^e 
SBeife  bewerffteDigt  ttjerben.  SKan  üerwanbelt  bie  gaftoren  in 
nnec^te  Srüc^e  unb  toenbet  auf  biefe  ben  öorigen  ßel^rfafe  an. 
3n  mand^en  gäCen  ift  eg  jttjedmäfeiger,  bie  gaftoren  burc^ 
Summen  ober  ®ifferengcn  gu  bejei(^nen  unb  biefe  ju  multi« 
plijieren.    So  ift  j.  95.: 

12^xl2i=(12+i)2=144+12+i  =  156i   nac^  §  16,  2/J. 

19|xl9|=(20-i)*«400-10+^=3903i^nac^§16,4/J. 

15t  X  14i  =  (15  +  i)  X  (15  -  i)  =  225  -  I  =  224* 

naci^  §  16,  8. 
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§  56.    SrUeit  bet  8tiU|e  bttt^  gMje  8i|Ieti. 

Sei  aufgaben  bicfer  Art  lommen  jtoet  gSDc  inbetrac^t: 
a)  ber  Seiler  ge^t  im  Q'CL\)ltx  bei^  ^xnd)e^  auf,  ober,  waiJ  baS« 
felbe  ift,  ber  ßä^ter  ift  ein  SStelfo^  öom  Steiler;  b)  ber 
®iöifor  ge^t  im  S^^Ier  be8  ffiruci^ei^  nici^t  auf. 

^ie  Aufgaben  ber  eißen  &xuppt  fmb  fo  leidet,  bag  fte  laum  einer 
(Srdrterung  bebürfen.  dagegen  bereitet  bie  Kuffajfmtg  bed  Skrfal^rend 
jur  £5fung  ber  ^eifpiele  ber  jtoeiten  (^tnppt  ben  ©d^ülem  mand^mal 
ni^t  unerl^ebli^e  ©d^toierigleit.  (Stelingt  ed  l^ier  ttid^t  ein  Dolüotmnett 
flared  ^erftönbttid  bed  ^erfal^rend  ju  getoinnen,  fo  fdttt  ber  fd^tofic^ere 
@^üler,  t)om  ®efe|  ber  Slttalogie  herleitet,  in  ben  f^l^Ier,  aud^  ^ier  ben 
BAl^Ier  5U  teilen  imb  ben  3ltnnex  unbeachtet  ju  laffen,  $.  ^.  ju 
rennen:  -,^  :  4  =  if . 

SSeginnen  mx  mit  ber  SeJ^anblung  fold^er  Stuf  gaben,  in 
tt)eld§en  ber  ©iöibenb  ein  ©tammbruc^  ift,  j.  SB.  mit  bem  Sßei^ 
fpiele  i:2.     S)en   S)iöibenben   öerfinnlic^en   toxx   burd^   bie 

Sifi   22. 

Ä\ 1 1 1 1 1 1 1 \B 

C 

^älfte  ber  ©trede  AB.  3laä)  ber  Aufgabe  foH  ber  SBrud^  i 
burd^  2  geteilt  tt)erben.  ®iefe  Teilung  fül^ren  toir  grapl^if^ 
aug,  inbem  mx  bag  ©tüd  AC  halbieren.  Seber  biefer  beiben 
8lbfd^nitte  öeranfd^autid^t  bie  ^älfte  öon  ^;  t)on  ber  gansen 
©tredfe  AB  beträgt  ein  jebe^  ©tücf  ben  öierten  Seil  berfelben, 
b.  ^.  eg  öerfinnlid^t  ben  Sßruc^  i;  mitl^in  ift  ^ :  2  =  J.  SBirb 
nun  i  öon  ^B  in  2  gleid^e  leite  geteitt,  fo  entl^ätt  bie  ganje 
©trede  8  fold^er  entftanbenen  Stbfd^nitte.  Seber  ber  te|teren 
beträgt  öom  ©anjen  i,  bagegen  öon  einem  SSiertet  ber  Sinie 
bie  ^ötfte;  alfo  ift  i :  2  «=  i. 

Tlan  tarn  inbe^  aud^  burd^  eine  einfache  aritl^metifd^e 
SSetrad^tung  auf  ©runblage  ber  SBertbeftänbigfeit  beg  Srud^eiJ, 
biefe  Aufgaben  auf  bie  SSeifpiele  ber  erfteren  Strt  jurüdEftil^ren. 
©egeben  fei  bie  8lufgabe  | :  2.  SBir  erttjeitem  ben  ©iöibenben 
fo,  ba^  ber  Sieiter  im  Qä^Ux  aufgellt.  S)ie  fteinfte  Qa%  »etc^e 
bur^  2  o^ne  Sfleft  teitbar  ift,  Reifet  2.  SRuttipIiiieren  tt)ir  ben 
ßöl^Ier  unb  ben  SRenner  beg  SSru^eS  mit  2,  »oburd^  fein  S33ert 
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nad^  §  53  unüeränbcrt  bleibt,  fo  entfielt  ber  95rud^  |.  ©efet 
man  nun  an  ©teile  beg  SSrud^ei^  V  ^cn  S5rud§  |  aU  ©iöi^ 
benben,  fo  l^ei^t  bte  Slufgabe  i:2,  bcren  Sßel^anbtung  befannt 
tft.  SRan  fielet,  ba|  ber  ju  teitenbe  S5rud§  ntit  ber  Qai)l  er« 
»eitert  ttjerben  ntu§,  ttjeld^e  ben  55töifor  barftettt. 

3[t  ber  Saldier  bei^  ju  teilenben  Srud^ei^  üon  ber  ©in^eit 
öerfd^ieben,  fo  fann  man  bie  SSrud^einl^eit,  ben  ©tammbrud^, 
teilen  unb  baiS  ©rgebnii^  mit  bem  Qäfjlin  beg  ©iüibenben  mnU 
tiplijieren,  j.  99.  f:3;   ßöjung: 

i:3  =  ^;    f  ober  4x^:3  =  4X3V  =  -A. 

Snbeffen  leiftct  and^  l^icr  bie  ffierfinnlid^ung  beg  SSer^ 
fal^reng  gute  55ienfte,  toeti  baburd^  bie  grunblegenbe  äußere 
unb  innere  Slnfd^auung  erneuert  unb  befeftigt  tt)irb.  SBir  üer- 
finnlid^en  ben  Diüibenben  burc^  eine  ©tredte  unb  teilen  bag 
crfte  fünftel  berfelben  in  3  gleid^e  2:eile.  ©iner  biefer  2:eile 
betrögt  nad^  bem  SSorigen  -^  be§  ©anjen.  Siimmt  man  öom 
jtoeiten  fünftel  ebenfate  ben  britten  Xeil,  fo  l^at  man  jufammen 
tV;  mitl^in  i[t  1:3  =  ^.  leilt  man  jeben  äbfc^nitt  ber  ben 
©iöibenben  öerfinnlic^enben  ©tredte  in  3  gleid^e  Xeile,  fo  ift 
erfid^ttid^  i  *  3  =  ^^ .  55a  in  f ämtlid^en  ©rgebniff en  ber  3ä^ter 
ie^  ©iöibenben  unoeränbert  geblieben,  bagegen  fein  SRenner 
mit  bem  55iöifor  multipliäiert  ttjorben  ift,  fo  beftel^t  ber 

Sel^tfa^:  @in  S5rud^  tt)irb  burc^  eine  ganje  3^I|t 
biöibiert,  inbem  man  feinen  Slenner  mit  ber  Qa\)i 
multipliäiert. 

§  57.    Sinibieten  bur^  einen  83rtt^. 

@ine  reine  ober  benannte  ganje  Qai)l  in  ^,  f ,  |,  ^^^  u.  f.  to. 
glcid^e  Xeile  ju  jerlegen,  l^at  feinen  ©inn.  S)ag  2)it)ibieren 
fann  alfo  in  biefem  %aUt  nid^t  ate  eigentliche^  Xeilen  auf« 
gefaxt  merben,  öietmefir  finb  55ioifionen  biefer  ^rt  als  SReffen 
ju  betrachten.  S)ie  Slufgabe  10 :  |  bebeutet:  man  foC  unter= 
fuc^en,  mie  oft  |  in  10  enthalten  finb.  Sine  flare  Sluffaffung 
berartiger  S^^Iöerbinbungen  gettjinnt  man  burd^  mirflid^e« 
SKeffen.     SRan  unterfud^t   j.  83.,   toie   oft  eine  ©tredfe  t)on 
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\,  |dm  ftd^  auf  einer  anbetn  Sänge,  2  dm,  abtragen  lä^t. 
2)a  eine  Qa^  burc^  eine  anbere  nur  unter  ber  iBebingung 
gemeffen  merben  lann,  ba^  beibe  gleichartig  finb,  hti\o.  auf 
gleiche  ^Benennung  gebrad^t  merben  lönnen,  fo  ntäffen  toir,  um 
baS  @rgebni^  ber  äßeffung  burd^  Sfled^nung  ju  ftnben,  bie  ju 
meffenbe  Qa^  mit  beut  9)?a|  gleid^nantig  ntad^en.  3n  bem 
Seijpiele  10 :  |  ober  -}  -v-  10  mu§  aljo  ber  ®iöibenb  10  in 
SSruci^einl^eiten  be^  Sit^if ord  aufgelöft,  t)ertt)anbe(t  toerben.   äRan 

erl^filt  at8bann  bie  Aufgabe  I  -^  y^  weld^e  gerabe  fo  gereci^net 

toirb,  tt)ie  2-f-50.    (SSergteic^e  §  11.) 

S)ad  ®efe^  über  baS  2)it)ibieren  einer  ganjen  ^af)l  burd^ 
einen  95rud^  Iä|t  fid^  leidet  burc§  95enu^ung  bei^  ®efc^e8  über 
bie  SBertbeftänbigfeit  (§  53)  herleiten.  SBir  Mnnen  bie  «uf^ 
gäbe  7 :  |  barfteQen,  inbem  toir  ben  ®oppeIpunft  burd^  bm 
SSrud^ftrid^  erfcfeen;  bann  ift: 

SQSenben  toir  auf  biefen  SSrud^  bai^  ®efe|  §  53  an  unb  ntulti^ 
plijieren,  um  ben  JRenner  be8  Sßrud^eg  i  fortjufd^affen,  Q^ltv 
unb  JRenner  mit  5,  fo  ift: 

®ag  ffierfal^ren  bleibt  bagfelbe,  toenn  ber  3)it)ibenb  ein  Srud^ 
ober  eine  gemifc^te  gal^t  ift.  3n  aQen  gäßen  fteCt  fld^  baS 
@rgebni8  aU  ein  $robuIt  aud  bem  ®it)tbenben  unb  bem  um« 
gefeierten  SBert  beg  5Dit)ifor8  bar.    S33ir  l^aben  alfo  ben 

Sel^tfa^:  Sin  ^u^brudt  (ganje  B^f)l,  ^xuä),  Qt^ 
mifc^te  ßa^I)  tt)irb  burd^  einen  Srud^  biöibiert,  inbem 
man  ben  Sit)ibenben  mit  bem  umgete^rten  äBert  bed 
®it)iforg  multiptijiert. 

^^iintaibvüäjJC.^  SBenn  man  in  ber  3^^^  Hill 
in  ber  9tid§tung  t)on  linld  nad^  red^td  fortfd^reitenb  baS  befa- 
bifc^e  S^^tengefefe  über  bie  Drbnung  ber  @iner  fortfe^t,  fo 
muffen  gal^Iorbnungen  entftel^en,  toeld^e  SSrud^einl^eiten  ftnb, 
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n&nlid^  ßcl^ntcl,  ^unbertftel,  laufcnbftcl  u.  f.  ».  S3e^ 
ieu^nen  xoix  bte  ©renje  jiDifd^en  ben  ©aitjen  unb  biefen  neuen 
iefobifd^en  @tn^eiten  burc^  ein  ^omma,  fo  ift: 

11111,111  =  11111 +  >,  +  4  +  -^ 

J)ur(^  (Srweitemng  bei^  befabtfc^en  ©^[temg  über  bie  Drbnung 
ber  ©inet  entfielen  jel^nteiltge  ober  ©ejimatbrüd^e.  9Ran 
nennt  JBrfid^e,  beren  Q&i)Ux  beliebige  ganje  QoX^Un  unb  bereu 
Slenner  $ßotengen  ber  ©runbjal^I  einei^  ßö^Ienf^ftemS 
finb,  S^ftemlirtt^e.  2)te  S)ejimalbräd^e  gel^ören  ju  ben  @9ftem- 
brücken,  fie  finb  S5rüd§e,  beren  ^Renner  eine  ^ßotenj  ber 
©riinbäal^t  beS  befabifd^en  S^ftemS  ift.  S>^x  Unter* 
fc^eibnng  werben  bie  SSrüd^e,  beren  JRenner  eine  beliebige  ganje 
Qafjl  fein  lann,  geniiil^nlid^e  93räd^e  genannt.    S)ie  oQgemeine 

gorm  eines  ed^ten  ©ejimalbruc^eg  ift  -^-    S)ie  jel^nteiligen 

aSrüd^e  finb  im  ttjefentlid^en  nic^t  öon  ben  gett)ö^nlid^en  SSrüd^en 
öerfc^ieben.  @8  fönnen  bal^er  aCe  ©efefee  ber  lefetem  o^ne 
weitereg  auf  bie  ©ejimalbrüd^e  angewenbet  werben.  SKit 
Sflürffid^t  anf  bie  einfädle  ©d^reibart  ber  jel^nteitigen  Sßrüd^e  — 
man  brandet  nämüd^  nur  il^re  QäfjUzi  anjnfd^reiben  —  ift  ber 
SBortlaut  ber  ©efefee  über  bie  Sfted^nung  mit  i^nen  öon  ben 
SSrud^regeln  etwas  abweid^enb,  ©o  tautet  j.  85.  baS  ©efefe 
über  bie  aRuItipIilation  ber  ©ejimalbrüd^e:  SKan  mnitipitjiert 
5DejimaIbrüd^e  miteinanber,  inbem  man  fie  ol^ne  SRüdtfid^t  auf 
baS  ^omma  wie  ganje  ßal^Ien  multipliziert  nnb  t)on  bem 
^robuft  \d  öiele  ©teCen  abfc^neibet,  afe  beibe  gaftoren 
jufammen  entl^alten.  ^ie  Sejimalbrfid^e  ol^ne  SlädCfid^t  auf 
baS  ^omma  multiplizieren  l^ei^t  ober  nid^tS  anbereS,  als  il^re 
QSa^Uv  muttipKäieren.  Unb  inbem  man  öon  bem  5ßrobuft 
fo  tricie  ©teilen  abfc^neibet,  ats  in  ben  g^ftoren  öorl^anben 
finb,  teilt  man  burc^  baS  ^robuft  ber  Slenner.  SRan  fielet 
bieg  flar  ein,  wenn  man  bie  ju  multiptijierenben  SJejimal^ 
brüd^e   in   t^orm   gewöl^nlid^er   99räd^e   fc^reibt    unb   legiere 
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multiplijiert.    @o  ift  j.  95.: 

4,5xO,24  =  HXi¥ö  =  ^; 
allgemein: 

a  &  a  •  & 


Dag  praftifd^e  SRed^nen  mit  55ejimalbrüd^en  ifi  aug  ber  3iff^^' 
aritl^metil  befannt.  Über  Slbfürjungen  beim  SRed^nen  mit  ben* 
felben  fel^e  man  ben  Slnl^ang. 

^ie  2)e5imalbrüd^e  fönnen   burd^   bai  ^eter   unb   feine  Untere 
abteilungen  dm,  cm  unb  mm  paffenb  Derfinnlid^t  te)erben. 

§  58.    dtlmittuni  bet  ßntftel^ttng  bet  ^rtt^e  an  unferer 
Üilbli^en  SarfleOung  ber  ^ü^Untti^t. 

55te  natürlid^e  g^^I^nrei^e  1  bi«  c»  ift  für  aCe  bireften 
Dperationen  ber  öier  ©ruubred^nungcn,  nämlid^  ber  Slbbition 
unb  ber  SRuItipüfation,  auiJreid^enb.  Dagegen  finb  tt)tr  nid^t 
imftanbe,  mit  biefer  Qa\)knxtx\)e  oQe  Slufgaben  ber  ber  SRuIti^ 
pUfation  entgegengeje^ten  Sfle^nunggart  (Dimfion)  ju  löjen. 
©0  j.  95.  verlangt  bie  Söfung  ber  Aufgabe  5 : 2  nad^  unjern 
©rläuterungen  bei  ber  Diöifion  (§  11),  ba§  man  öon  bem  bie 
3al^I  5  üerfinnlid^enben  5ßunft  beS  ß^^^^^WIbei^  aug  ben  Sin- 
fangSpunft  0  burd^  jtt)eimaUgeg  SRfidteärtiJjd^reiten  üon  gleicher 
ßänge  erreid^e.  SRel^men  toxi  aU  ©d^rittttjeite  2  $ßun!te  ber 
8flei]^e,  \o  gelangen  mx  an  ben  erften  5ßunft.  Sine  ©d^ritt- 
länge  öon  3  ©tredfen  ttjürbe  un^  über  baS  ßiri  0  l^inauiJ 
fül^ren.  golglic^  muffen  tt)ir  bie  ©d^rittlänge  größer  ate  2 
unb  Meiner  ate  3  nel^men.  SBie  fid^  leidet  ergiebt,  tt)erben  tt)ir 
obige  8lufgabe  mit  $ilfe  unjerer  DarfteQung  löjen  fönnen, 
wenn  ttJir  in  ber  SRitte  jttjifd^en  bem  erften  unb  jttjeiten  5ßunft 
einen  neuen  5ßun!t  einfd^alten.  Um  7,  9,  11,  überl^aupt  alle 
ungeraben  ßatilen,  burc^  2  teilen  ju  fönnen,  ift  eg  notwenbig, 
jtt)ijc^en  ie  jtt)ei  5ßunfte  ber  Qa^Unxti^t  einen  5ßunft  ju 
fefcen.  3eber  ber  eingcfd^alteten  5ßunfte  ftettt  eine  neue, 
jtt)ijd^en  je  jttjei  ganjen  Qat)Un  liegenbe  ß^^If^^iii  i>ö^-  S)a 
jeber  eingefügte  $ßunft  bie  ©tredfe  ättjijd^en  jttjei  aufeinanber 
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fofgcnben  QaijUm  in  gtoci  gleici^c  Icilc  teilt,  fo  nennt  ntan 

einen  fold^en  %txi  ein^alb.    5Der  erfte  jtoifd^en  0  unb  1  ein^ 

jefc^altcte  ^unlt  öeranfci^auRc^t  alfo  bie  Qa^l  ,,ein^alb",  bie 

mn  fdxvL^)  nennt.    (Sine  SBrnd^jal^I  befielt  an^  Q^Ux  unb 

Sttenner.    55er  leitete  beutet  an,  in  tou  öiele  gleid^e  Steile 

iie  ©trecfe  jwifc^en  jtoei  fünften,  bie  ganje  Qaf)Un  öcrpnn^s 

fielen,  geteilt  ift,  er  nennt  bie  Änjal^I  ber  gleichen  Steile.    Der 

3ä^Ier  giebt  bie  Sin  ja  1^1  ber  genommenen  Xeile  an,  er  jäl^It 

fie.    (Sin  SSrud^  tovtb  bargefteßt,  inbem  man  bie  ßatilen,  weld^e 

Sanier  unb  SRenner  bejeic^nen,  „fenfred^t"  untereinanber  fd^reibt 

unb  btefelben  burd§  einen  „toagerec^ten"  ©trid^  trennt.    55er 

Srud^  „einl^alb"  wirb  alfo  „^"  gefd^rieben.  —  55ie  übrigen 

eingefc^altetcn  ^4?unfte  üerfinnüd^en  burd^  il^ren  Slbftanb  öon 

S«ua  bie  Sagten  1^,  2^,  3^  u.  [  f.    SRan  nennt  foId§e  auS 

einer  ganjen  Qa\)l  unb  einem  Sruc^e  beftel^enbe  ßö^Iformcn 

„gemifc^te  3^^^^""- 

fflaä)    biegen   ©rörterungen   ergiebt   fid^   nun   leidet   bie 
©d^rittlönge,  bie  tt)ir  nel^men  muffen,  um  bie  Aufgaben: 

5:2,        7:2    u.  f .  tt). 

mit  $ilfe  unferer  S^^I^n-Slbbitbung  ju  löfen,  b.  t).  t)on  5,  7 
u.  f.  tt).  aug  in  2  @d§rittcn  nad^  0  ju  gelangen.  S)ie  Sängen 
ber  ©d^ritte  finb  offenbar  2^,  3^  ©tredfen  u.  f.  f.    golglid^  ift: 

5:2  =  2i;        7:2  =  3^. 

SBenn  tt)ir  in  ätinlic^er  SBeife  bie  Söjungen  ber  aritl^^ 
metifd^en  aufgaben: 

14:3,        14:4,        14:5 

an  unferm  S^^t^^^i^*^^  h^^  änfd^auung  bringen  tt)oCen,  fo 
muffen  tt)ir  im  erften  %aUt  öorerft  jttjei  neue  fünfte  jtt)ijd^en 
ben  fünften  ber  QaijUtn  1  big  14  einjd^alten.  SBir  ttjerben 
baburd^  auf  bie  SSrüd^e  ^  bi«  -V-  gefül^rt.  S5ei  ber  jttjeiten 
Aufgabe  finb  3  neue  unb  bei  ber  fotgenben  4  neue  fünfte, 
allgemein  beim  Seiler  n  finb  w  —  1  5ßun!te  in  gleid^en  ab* 
ftönben  öoneinanber  einjufteßen.  ^ieraug  ergiebt  fic^:  Um 
alle  S)it)ifionen  au^fül^ren  ju  lönnen,  muffen  ttjir  jtoifd^en  je 
jttjei   ganje  ßal^ten   unferS  ßö^^^^Wlbe«  unb  jttiar  auf  ber 
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pofttit)en  unb  auf  ber  negatiioen  @eite  beSfelben  unjällig 
öictc  ^unltc  ctnfd^Itcn.  ; 

S)a  aber  bet  Stt)ifot  n  eine  fel^t  gro^e  ^ffi  be^eU^ 
laittt;  fo  befielet  bie  burci^  bie  S)it)tfion  erzeugte  (ErtoeiteruTig 
ber  3^^^^^^^^^^  baritt,  ba^  bie  fünfte  ber  le^teren  vtm  eise 
fe^r  bebeutettbe  ^ttjal^I  t)erme]^rt  toerben. 

3eber  eingejd^attete  $unft  öerfiimlic^t  eine  pofitiöe  i)bet 
eine  negative  SBrud^jal^I,  b.  1^.  er  jäl^It  t)om  9iun))un{t  au^  nad^ 
red^td  ober  nad^  lin!d  eine  beftimmte  Slnja^I  gebrod^ener  Sin« 
l^eiten  ober  ©tammbrüc^e  ab.  2)ieS  gilt  inbe^  auc^  t)on  ben 
nrfprünglid^en  $ßunften,  toeil  bie  ganjen  S>^^zn  in  tJorm  öon 
uneci^ten  SBrüd^en  bargefteHt  n^erben  lönnen.  3e  größer  ber 
SRenner  ber  Srüc^e  ift,  befto  näl^er  liegen  bie  biefelben  jur 
^nfd^auung  bringenben  fünfte,  unb  ber  9lbftanb  jn^ifd^en  sioet 
5ßunften  be^  SSilbei^  ift  um  jo  Keiner,  je  geringer  bie  arit^« 
ntetijd^e  S)ifferenj  ber  Qa^tn  ift,  welche  bie  $ßunfte  öorfteCen. 

Sie  3^^t^nrei!^e  umfaßt  alfo  nic^t  nur  alle  poft^ 
tiöen  unb  negativen  gangen  Qai^ltn,  fonbern  auc^ 
alle  SSrüd^e  unb  gentifd^te  Qa^Un  pofitiöer  unb  nega^ 
tiöer  Slrt. 

3n  ber  folgenben  Slbbilbung  finb  einige  95räd^e  üeran- 
fc^auUc^t. 

V/  -i/  -*/     -4/  +4;  +*.     +H.      +J,  +H. 

•      •  •  ••  ••  ••••  •«  • 

-2,  -1,  0  +1,  +2, 

+ 


§  59.    (Ettoeitettttig  be8  Otti^liegiriffed. 

Sn  §  11  ift  bie  Sinf darauf ung  gemad^t  toorben,  ba§  in 
bem  Quotienten  a:h  ber  5Diöibenb  ein  SSielfac^eg  öom  ®it)ifor 
fei,  bamit  ber  Slui^brudt  eine  natürlid^e  Qaf)l  bejeid^ne.  3)ie 
8fled^engefe|e  über  ben  Quotienten  in  §  13  finb  aud^  nur  unter 
biefer  SSorau^fefeung  bettjiejen  tt)orben.  SBenn  a  unb  h  eine 
natürlid^e  ga^I  bejeid^nen,  fo  gel^t  in  fel^r  öielen  gäCen  ber 
5£)ioifor  int  ©iüibenben  nid^t  ouf,  unb  e«  giebt  alsbann  leine 
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natflrUc^e  QoXjji,  mläft  mit  b  tnultipitiiert  a  liefert.  Um 
nun  biefe  %Sät  nic^t  au^  ber  ^ritl^metil  auSfc^Iie^en  ju  muffen 
unb  bie  ®efe^e  übet  Quotienten  allgemein  benu^en  ju  tönnen, 
ift  eine  ©rweiterung  bei^  Duotientenbegtiffc«  nottoenWg.    SRon 

iiemit  bcn  ÄuSbrutf  |,  faß«  et  feine  Qa\il  ber  natfttUd^en 

ßal^Ienteil^e  (§  1)  bejeic^net,  einen  95tuc§;  fein  ®iöibenb  l^ei^t 
3al^Iet  unb  fein  5Dit)ifot  bet  JRennet  beS  SBtud^c«.  S)ic  S^fjUtn 
ier  natürlichen  3(^^t^iti^^^^  erl^alten  nun  jum  Unterfd^iebe  t)on 
ben  gebrod^enen  S^^^I^tt  ben  9lamen  ,,ganje  Saluten''  ober  turj 
Sanje.  9lad^  §  52  bebeutet  ber  S3rud^  f  bie  @umme  au« 
t)ier  gleichen  leiten,  öon  toeld^en  jeber  ben  fünften  %dl  ber 
Sinl^eit  beträgt;  alfo: 

Äu«  biefem  SSegriff  be8  SSrud^eS  |  fliegt  aber  unmittelbar  bie 
«ttffaffung:  |  «  4  x  i  • 

93er eitg  in  §  53  ift  geometrifd^  unb  aritl^metifd^  ber  innere 
Sufammen^ang  jtoifd^en  Sßrud^  unb  Quotienten  an  cingetncn 
JBrüc^en  au«  natürtid^en  Qa^tn  erläutert  toorben.  @S  erübrigt 
nun  noc^;  bie  ®(eid^l^eit  }tt)ifd^en  bem  Quotienten  a:&  unb 

bem  aSrud^e  ^  (lieg  a  6tel)  allgemein  ju  bettjeifen. 

55er  allgemeine  Sßrud^  |  bejeid^net  ber  Definition  (§  52) 

gemä^  bie  @umme  t)on  a  gleichen  ©ummanben  ber  in  b  Xeile 

jerlegten  ©in^eit,  ober: 

a  1 

fSlaä)  bem  in  §  11  gegebenen  SSegriff  ber  2)it)ifion  bebeutet 
ber  Quotient  a :  b  junäd^ft,  bie  QafjH  a  in  b  gteid^e  Xeile  ju 
jerlegen.  Der  Dioibenb  entl^ätt  aber  eine  @umme  oon  a  &m 
Reiten;  mitl^in  ift: 

a:6  =  (1  +  1  +  1  + +  1):6. 

(a  Summanben) 

5B3enbet  man  auf  bie  öon  ^lammttn  eingefd^Ioffene  ©umme  ben 
etften  Sel^tfafe  in  §  13  an,  fo  entftel^en  ©tammbrüc^e  mit  bem 
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Slcniier  l,  beten  Slnjal^I  gleid^  a  ift.  55te  ©ummc  biejer 
95ruci^eiiit)eiten  toirb  aber  furj  burd^  a  •  ^  ober  ^  bargefteCt. 

SKitl^in  ift  ber  Duotient  a:h  gleid^  bem  95rud^e  ^.    3ebcr 

aSrud^  ift  feinem  SBerte  nad^  nid^ti^  anbetet  ate  ein  formeller, 
b.  %  unenttoidfelter  ober  unauSgefütirter  Duotient.  @g  !ann 
alfo  aud^  umgefel^rt  jeber  S5rud^  aU  ein  Cluotient  aufgefaßt 
toerben,  ber  bur^  ©iüifion  beS  3öt)IerS  burd^  ben  Slenner 
entfielt.  Sei  ©tammbrüd^en  fliegen  bie  Sluffaffungen  alg 
SBruc^  unb  afö  Quotienten  in  eine  einjige  jufammen;  benn 

ber  Slugbrudf  -  bejcid^net  nur  bie  Xeilung  ber  ©inl^eit  in  a 

gleid^e  2:eile.    2)a  eg  für  ^^a^  ©rgebniS  ber  Sfled^nung  einerlei 

ift,  ob  man  einen  Slugbrudf  öon  ber  gorm  |  als  SSrud^  ober 

al8  Duotienten  auffaßt,  fo  ttjerben  in  ber  allgemeinen  Slritt)= 
metil  oft  beibe  ^Benennungen  in  bemjelben  ©inne  gebrandet. 
®er  SSrud^begriff  ift  für  pofitiüe  unb  negatiöe  3^^^^^^ 
ebenjo  gültig,  xoxt  für  natürliche.  Xeilt  man  bie  pofitiüe  unb 
bie  negotiöe  @int)eit  +  1  in  6  gleid^e  Steile,  fo  entftel^en  bie 

Sßruc^einl^eiten  +  ^ ,  —  ^ ,  unb  wenn  man  üon  jeber  Slrt  a 

%t\\t  ju  einer  ^alji  vereinigt,  fo  ert)ält  man  bie  95rüd^e  +  | 

unb  —  I .  SBir  tiaben  aljo  im  ®egenf a^  jur  pofitiüen  unb 
negativen  ©inl^eit  bie  pofitiöe  unb  negative  95rud^eint)eit, 

b         =^&'    , 

JU  unterfd^eiben.  SRad^  Äenntnig  ber.  algebraischen  3^^^^" 
(§  32)  fann  ein  Sud^ftabe  a  Jebe  pofitiüe  unb  negative  Qai)t 
ber  ertt)eiterten  S^^I^^^^^tie  bejeid^nen.  ®ie  SBerbinbung  ber 
erften  unb  jttjeiten  @rtt)eiterung  beg  3ö^l6^9^iff^  fö^^t  i^ 
unauggefül^rten  Duotienten,  bereu  55it)ibenb  unb  5Dit)ifor  alge^ 

braifd^e  3^^ten  finb,  alfo  ju  Duotienten  üon  ber  2form  =-^- 

S)ie  aSebeutung  bief er  Quotienten  ergiebt  fic^  au«  bem  §aupt^ 
gefefee  in  §  40;  eg  ift  nämlid^: 
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^^     +b~^b^  ^^     +&  &' 

SWan  fann  alfo  ben  Duoticntcn  jioeier  algcbraifc^cn  ß^^tcn 
burd^  einen  pofttiioen  ober  negativen  93md^  batfteDen. 

®te  ©leid^ung  a:6  =  ^  gilt  alfo  aud^  bann,  toenn  a 

nnb  6  beliebige  relatiöe  S^^Ien  ber  aßgemeinen  ßal^Ien  be* 
}eicl^nen.    3Bir  l^aben  alfo  ben 

Sel^tfa^:    ^%    befte^t    ®Ieid^l^eit    in)ifd^en    einem 

Onotientcn    a:6    nnb   bemjenigen   Sßrnc^e   ^,    beffen 

ßäl^Ier    gleid^    bem   ®ioibenben  nnb   bejjen   Slenner 
bcm  ©ioifor  be^  Quotienten  gleid^  ift. 

S)er  aQgemeine  Duotient  ober  Sßud^ftabenbrud^   |  ift  in 

einem  öiel  aßgcmeineren  Sinne  aufjufaffen  ote  ein  ge^öl^ns 
lid^er  95rud^. 

SRad^  unferen  bii^  jefet  gewonnenen  ß^^li^gtiffen  finb  im 
Duotienten  a :  6  folgenbe  befonbere  ^a\)\\i>xmtxi  entl^alten: 

1)  bie  pofitioe  nnb  negatioe  ©inl^eit,  +  1,  toenn 

berfelbe  bie  gorm  ^  annimmt; 

2)  bejeic^net  er  bie  oon  1  oerfc^iebene  ganje  ^a^  ber 
erweiterten  ßal^Ienreil^e,   tocnn  a  ein  SSielfad^eg  t)on  h  \% 

J. ».  ^  =  +  8; 

3)  bie  gebrod^ene  ßal^I,  toenn  ber  SJioibenb  Meiner  al^ 
ber  ©ioifor,  alfo  a<h  ift;  j.  85.  ±  5  :  +  6  =  +  |.    SSiViX 

wenn  a  nnb  l  natfirlid^e  3^^^^^^  begeic^nen,  ift  |  ein  gett)ö]^n^ 

lid^er  S3rttd^; 

4)  bie  gemifd^te  2fi%  ttjenn  a>6  ift;  j.  95.: 

+  20:  +  3  =  +  6|; 

5)  fönnen  a  unb  6  aud^  bie  pofitioe  unb  negative  ge:: 
brod^ene  ßal^t  auSbrüdfcn.  ®cr  SBert  be^  Quotienten  ftettt 
bann  eine  ber  unter  1  bis  4  angegebenen  S^tilformen  bar. 
Sft   J.  95.  a-i  unb  6  =  A,  fo  ift  a:6  =  i:3»^=|. 
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§  60.    ^ortfe^ting  M  fUtH^mni  mit  erit^en. 

^olgettingSfa^:  S(uS  bem  fiel^rfa^e  bed  t)origen 
?ßaragrap]^cn  crgiebt  ftd^  unntittclbar,  ba§  alle 
Sicd^cngcfc^c,  totläft  für  ben  urjprünglid^cn  Duo:^ 
ticnten  a:h  bctoicjen  toorbcn  finb,  aud^  für  SSrüd^c 
©eltung  l^aben. 

2Ran  crl^ält  bie  befonbcm  SRcd^cngcfcfee  für  SSrüd^c,  tocnn 
man  in  bcn  ©cfefecn  über  Dnoticntcn  an  ©teQc  öon  3)toibcnb 
nnb  ®iöifor  bic  Scjeid^nnngcn  3ä^Icr  unb  Slenncr  fc^t. 

55ic  @runbgejc|e  über  ben  S3rud^  lauten: 

1)  ajiultiptijiert  man  einen  SSrud^  mit  feinem  SRenner,  fo 
erl^ält  man  feinen  Saldier.    (§  16, 1.) 

2)  ®it)ibiert  man  ben  Q&^tr  dnt^  SSrud^eg  burd^  ben 
SSrud^  felbft,  fo  erl^ält  man  feinen  JRenner. 

3)  ^aben  gleid§tt)ertige  Sßrüd^e  benfelben  QöX)Ux,  fo  finb 
aud^  i^re  JRenner  gleid^. 

4)  ^aben  SSrüd^e  mit  bemfelben  Slenner  gleid^en  SBert, 
fo  finb  aud^  i^re  Qä^Ux  etnanber  gleid^. 

5)  ®er  SBert  eineg  Sßrud^eg  bteibt  ungeänbert,  toenn  man 
feinen  3ö^Ier  unb  feinen  SRenner  mit  berfelben  ßa^t  mutti- 
püjiert  ober  beibe  burd^  bicfelbe  QafjH  biöibiert.  (9Kan  t)er= 
gleid^e  §  16  bie  ße]^rfä|e  1,  3,  7,  8  unb  10.) 

S)ie  t)ier  erften  SRed^nungSarten  mit  Srüd^en  finb  bereits 
in  ben  §§  54  big  57  belianbelt.  ©iefelben  ©cfe^e,  mld)t  bort 
felbftänbig  enttoidtelt  tt)orben  finb,  ergeben  fid^  aufgrunb  bc§ 
legten  golgerungöfa^eg  aug  ben  ßetirfä^en  2,  4,  6,  7,  9,  10 
11  unb  12  in  §  13. 

55a«  ^Potenzieren  eine«  95rud§eg  ergiebt  fid^  aug  bem 
7)  ßel^rfafee  in  §  17:  @in  95rud^  tt)irb  potenjicrt,  inbem 
man  feinen  Q&^Ux  unb  feinen  Slenner  mit  bem  @j= 
ponenten  potenjiert.    @o  ift  j.  S5.: 

W    ~  16  5  W    ~  25  5  \a  +  b)    ~  a^  +  2ab  +  b' ' 

3ebe  (ganje)  ^ßotenj  eineiS  SSrud^eg  ift  ftetg  wieber  ein 
aSrud^.    3)er  $ßotenjn)ert  aQer  ed^ten  Sßrüd^e  ift  Heiner  aU  1, 


§  61.    f&nx^lanüixtfitn  ani  Studien.  161 

öffo  loicbcr  ein  echter  SBrud^.    S)te  ^Potcnjictung  einc^  cd^ten 
Srud^cg  liefert  einen  um  ]o  fleineren  SBert,  je  größer  bcr  @j- 

^onent  ift.    ®er  «uSbrucf  (i)^  ^at  ben  SBcrt  3l\xü]  benn 


/1\CX)  jOO  I 


§  61.    8Bttt)eIatt8}iel^en  anS  8rtti^en. 

Sufolge  §  26, 3  \oxxb  ein  SSrud^  rabijiert,  inbein  man 
^otool^I  feinen  QSfjiltx  als  feinen  JRenner  burc^  ben  SBurjeU 
«Sponenten  rabijiert  unb  bie  erfte  SBurjel  burd^  bie  jttjeite 
biöibiert,  j.  S3.: 

""  V64  ~  8  ^  K  144  ~  12  '  y   n'^  Yn' 

Sft  ber  9iabi!anb  ein  unechter  55ejimalbrud^,  j.  85.  72,25, 
fo  teilt  man  benfetben  junäd^ft  öom  SJejimatfomma  aus  nad^ 
Un!S  unb  red^ts  in  jttJeiäifferige  fflaffen  (§  19).  gaQS  bie 
ie|te  ber  8lbteilungen  rei^ts  öom  Somma  nur  eine  Qif\tx 
enthalt,  fann  biefelbe  bur^  eine  SRuQ  ergänjt  tt)erben.  ®a8 
iße^nungSöerfal^ren  geftaltet  fic^  ganj  auf  biejelbe  SBeije  tt)ie 
bei  gaujen  Qa^tn  (§  20).  9Kan  rechnet  ol^ne  SRüdffic^t  auf 
baS  ©ejimallomma  unb  fe|t  in  ber  SSurjel  baSfelbe,  fobalb 
bie  erfte  S)ejimaIfteCe  jum  Sftefte  ^injugefügt  tt)erben  fott,  j.  83.: 


a'  —  3^  — 

a4* 

Vl2,6736  —  3,5  6 . 

9            vr 

2o2a  =  6-f- 
2oJ  —  6  •  5  — 

36 
30 

J«  —  5»  — 

67 
25 

2a'=70: 
2a'b'  —  70  •  6  — 

423 

420 

6'*  —  6*  — 

36 
36 

0 

e^üdet,  «ttt^meHt 

11 
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Sßeifpiel  ber  Duabratourjel  cinci^  cd§ten  ©ejimalbnid^eg: 


1/0,00|72|25  =  0,085. 
a»  =  8^  =  64_ 

2a  =16:  8  2 

2ah=l6'5=  80 


25 
i^  =  52  =  25 

0 

9Kan  tax\n  bcn  S)eäimalbnic^  aud^  burc^  einen  getoöl^n' 
lid^en  S5rud§  barftetten,  beffen  Slenner  eine  gerobe  ^ßotenj  t)on 
10  ift,  unb  biejen  95rud^  rabijieren.    ©0  ift  j.  95.: 

|/P6=>p  =  ?^  =  2,4; 


®emä§  §  26,  3  tüirb  au§  einem  getuöl^nttc^en  S3rnd^e  bie 
Äubifrourjel  gejogen,  inbem  man  biejelbc  au^  jeinem  Qä^Ux 
unb  feinem  Jlenner  jiel^t,  j.  83.: 

K  125         5^  K   3/         K-' 

S5eim  Slu§jiet)en  ber  Änbitourjel  au§  einem  uned^ten 
©ejimalbrud^e  teile  man  benjelben  öom  S)ejimaIfomma  au§ 
nad^  linfS  unb  red^tg  in  breijifferige  Abteilungen,  ©in  echter 
®ejimalbrud^  tnirb  öom  Äomma  aug  in  Slaffen  geteilt.  3)a§ 
^omma  in  ber  SBurjel  fe^t  man,  jobalb  bie  Ie|te  Qi^tx  ber 
(Sonjen  jum  Sflefte  l^injugefügt  tnorben  ift.  S)ie  SluSfü^rung 
ber  SRed^nung  gejd^iel^t  tt)ie  in  §  24,  j.  S3.: 
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a»  =  7»  = 

^401,1947  272  = 
343 

7,3  8 

3o>  =  147  -f- 
3a*6  =  147  •  3  = 

58  9 
44  1 

3a6*  — 21.•9  — 

14  84 
1  89 

i»  —  3»  — 

12  957 
27 

3a'*  =.15987   : 
3a'*6'— 15987-8  = 

12  930  2 
12  789  6 

3a'6'*  =  3  •  73  •  8*  = 

14067 
14016 

h''  =  8'  = 

512 
512 

0. 

§  62.    Wei^nttng  mit  negatinen  ^otettjeit. 
yiaä)  gorntel  II  §  17  bcicid^net  bic  S)iffcrenicn'^otenj 
^m-n  5gj^  JDuotientcn  —  •    2Ran  benennt  im  oQgemeinen  jebe 

^otcnj  nad^  itiren  ©jponenten;  je  nad^bem  bie  55ifferenj  ber 
©jponenten  m  —  n  eine  pofitiöe  ober  negative  ganje  3^^!  ober 
JRuK  bejeid^net,  t)ei§t  bie  ^otenj  felbft  pojitiö  ober  negatiö 
ober  bie  5Runpotenä.  ®ie  pofitiüe  unb  bie  SRuHpotenj  finb 
in  ben  §§17,  41  unb  42  be^onbelt  tt)orbcn.  @i5  erübrigt 
nun  nod^,  bie  Sfled^engefe^e  für  negative  ^ßo^enjen  auf  aufteilen 
unb  bereu  9lid^tigfeit  ju  bettjeifcn. 

S)ie  §  42  (Seite  118)  gegebene  S)efimtionSformeI  ber 
negotiöen  ^otenj,  nämüd§: 

^  "  ""  ^  ""  W  ' 

fann  nad^  SenntniS  ber  Srüc^e  in  folgenber  SSeife  au^gefprod^en 
tt)erben: 

Sebe  negatiöe  ^ßotenj  ift  gleid^  bem  SBerte  be8  an^ 

ber  SBafig  a  gebilbeten  ©tantmbruc^eg  -  potenjiert  mit 

bem  ^ofitiöen  ©j^onenten. 

11* 

4 
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3n  biejer  Sluffaffung  erfd^eint  aud^  bie  negative  ^ßotcitj 
aU  ein  ?ßrobu!t  gleid^er  galtorcn  (§  14).    @8  ift  nämlid^: 

«""^-Gr-ä-^'ä l    (nSaltorcn). 

3ft  bic  SBafig  ein  Duotient  (Srud^)  ^,  jo  gilt  bie  gormel: 

©--©■■ 

9Ran  lann  aljo  allgemein  ben  Sjponenten  entgegengeje|t  fefeen, 
tüenn  bie  ©runbjal^I  ben  nmgelel^rten  S33ert  ert)ält. 

Äui^  ber  S)efinitioni^fomiel  a-»  =  --  ergiebt  fid^  burd^ 

a 

JBertaujd^ung  be8  S)iöijor8  mit  bem  Duotienten  (§  12,  ©.  41) 
a»  =  -3;^  •    9Rit  ^ilfe  biefer  beiben  ©leid^nngen  lann  man 

jebe  ?ßotenj  au8  bem  Slenner  in  ben  Q&^tx  (unb  nmgefetirt) 
fd^affen,  njenn  man  bem  Sjponenten  bag  entgegengefe^te  S5or= 
jeid^en  giebt,  j.  93.: 

S)ie  in  ben  §§17  nnb  41  für  5ßotenjen  mit  natürlid^en 
Sjponenten  benjiejenen  ®efe|e  l^aben  aud^  für  n  e  g  a  t  i  t)  e 
^Potenjen  ©eltung.  S)iefe  SEBal^rl^eit  gel^t  jd^on  barau§  l^eröor, 
ba§  bie  95ebeutung  ber  negativen  ?ßotenäform  aug  ber  pofitiöen 
5ßotenj  ]^eröorget)t,  wenn  njtr  gormel  II  §  17  für  alle  ganje 
Sal^Ienwerte  gelten  laffen  unb  n>m  ift.    9Ran  l^at  aföbann: 


^n-^m 


9Ran  lann  bieje  SRed^engefe^e  aber  aud^  für  negative 
?ßotenjen  auf  ®runblage  il^rer  S)efinitiongformeI  nod^  befonberg 
betoeifen.  S)ie  aSeweife  werben  in  ber  SBeife  gefül^rt,  ba§  man 
bie  negative  ?ßotenj  burd^  bie  gleid^toertige  pofitiöe  erfe^t,  auf 
biefe  bie  ?ßotenjgefe^e  antoenbet  unb  jd^tte^Iid^  bag  gewonnene 
©rgebnig  in  gorm  einer  negativen  ?ßotenj  au^brüdft 

S33ir  laffen  l^ier  bie  gormein  für  bie  SRed^nung  mit  nega= 
tiöen  $Potenjen  nebft  ben  Seweifen  folgen: 


ite^ 


L 
fdtwtiitz 


±\ 


1     1 


1 


n. 


SciDcifc; 


1) 
3) 


1)    ar: 


=  o« :  —  «r  o*  —  =  <f*^' 


2) 


a 


'  a 


3) 


=  —    i-  =  "    = 


m. 


6—  =  (a6/ 


SetoetiS: 


1       1 


.«      1.» 


1 


IV.       ,^:  6— ©--©■■ 


Sctoct«: 


a-":6-^ 


_±- J_*)  =  _^_ 


a"    ft* 


(a ;  by 


(r  ■ 


V. 


1)  (a-»)"»  =  a-«»" 

2)  (a^)-"»  =  a-»"» 

3)  (a-"»)-"»  =  a'»"» 


0  Ober:       JL.L^^^  (^Y  -  ^-V* 
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Sctücijc: 

1)  (.-.).  _(±)-_i-)_.-... 


2)     (a»)-'»  =  rA-  =  - a 


m 


§  63.    »m^iiotettjetu 

95ig]^cr  l^aben  wir  un^  mit  ?ßotcnjcn  bcfd^äftigt,  beten 
®Eponenten  ganje  S^^I^ii  fi^^-  ^lad^  ber  jttjeiten  ©meiterung 
beg  Sö^tenbegriffg  müflen  wir  un^  aud^  bie  SSebeutung  öon 
5ßotenjformen  Mar  legen,  beren  Sjponenten  SBrüd^e  finb.  3^^ 
ber  III.  formet  beg  §  27  ift  (@.  86)  bie  Semerlung  gemad^t 
worben,  ba§  ber  ^ßotenjejponent  m\n  eine  natürUd^e  3^^! 
bejeid^nen  foHe  unb  bal^er  m  ein  SSielfad^eg  t)on  n  jein  müfje. 
ßaffen  wir  je^t  bieje  Sinjd^ränlung  faHen  unb  bie  bejeid^nete 
gormel  für  beliebige  pofitiöe  '^^tvxotxit  öon  m  unb  n  gelten, 
fo  fliegen  au^  biejer  ©leid^ung,  wenn  n  in  m  nid^t  aufgellt, 
^otenjen  mit  gebto^enen  @£ponenten  ober  S3  r  u  d^  potenjen. 
So  ift  j.  95.  jufotge  biefer  ^Jormel: 

>^6r2  =  64*;        y'8P  =  81*;        >^27"2  =  27*; 
allgemein: 


n 


m 


aSrud^potenjen  entftetien  burd^  SRabijierung  einer 
5ßotenj,  wenn  ber  SBurjelegponent  im  ^ßotenjejpo^ 
nenten  nid^t  aufgellt.  3^^  Unterjd^eibung  nennen  wir  öon 
j[e|t  an  jebe  ?ßotenj,  beren  Sjponent  eine  ganje  3^^^  ift,  eine 
ganje  ^otenj.    S)a  bie  95ilbung  eineg  5ßrobu!teg  au8  \f  |, 


*)  ^ad^  §  16,  4  unb  §  17,  7. 
**)  Sufolgc  ber  gormcl: 


(r-er- 
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I,  -  gleid^en  galtoren  feinen  ©inn  giefit,  finnlo^  ift,  alfo 

biefc  neue  ?ßotenjfonn  burd^  ben  nrfprüngüd^en  ^ßotenäbegriff 

(§  14)  nid^t  gebeutet  werben  lann,   jo  finb  bie  für  ganje 

l     ipotcnjen   benjtejenen   @eje|e   auf   SSrud^potenjen   nid^t   otine 

^     tücitereg    annjenbfiar.     §tertn   liegt    nun    no^    fein   ®runb, 

•     5ßotenien  mit  Srud^eEponenten  aug  ber  aHgemeinen  Slritl^mettf 

ougjufd^üe^en.     SSielntel^r  erforbert  bie  aÖgenteine  ©ültigfeit 

ber  arit^metijd^en  SRed^engefefee   aud^   bie  Betrachtung   biejer 

neuen  ^ßotenjform,  ba  bie  obige  SBebingung,  ba§  ~  eine  natür^ 

lid^e  Qaijil  bejeid^nen  joHe,  ben  SRed^ner  bei  Slnwenbung  ber 
5ßotenjgeje^e  burd^  bie  jebe8malige  Unterfud^ung ,  ob  ber 
Ouotient  m:n  njirflid^  eine  ganje  3<^^I  bejeid^ne,  l^entnten 
toürbe.  Snbem  wir  aber  biefe  Sebingung  j|e^t  aufgeben,  er* 
toeitern  wir  ben  ?ßotenjbegriff  bal^in,  ba^  ber  @sponent  jebe 
beliebige  ß^^^I  ^^^  erweiterten  ßal^Ienrei^e  (§  58)  fein  fann. 

a)  ^ßotenjen  mit  pojititjen  93rud^eEponenten.  S)ie 
SBebeutung  einer  ?ßotenj  mit  gebrod^enen  pofitiöen  @sponenten 
wirb  burd^  bie  Umfel^rung  ber  formet  DI,  alfo  burd^  bie 


m 


®efinitiongformeI  I:     a"  =  ya"" 

feftgefe^t.  3)iejelbe  bejagt,  ba§  burd^  eine  SBrud^potenj  jwei 
inöerfe  Operationen  britter  ©tufe  angejeigt  werben,  nämlid^  bie 
^otenjierung  burd^  ben  3ät)ler  m  unb  bie  SRabijierung  burd^ 
ben  9ienner  n  beg  SSruc^eEponenten. 

SSorftel^enbe  ©leid^ung  jprid^t  folgenbe  S)efinition  (geft^ 
fteKung)  aug:  Sine  Srud^potenj  ift  berjenigen  SBurjel:! 
grö^e  gleid^,  weld^e  bie  mit  bem  Q&i)Ux  potenjierte 
©runbjal^t  jum  Stabifanben  unb  ben  SJienner  beg 
^otenjejponenten  jum  SBurjelejponenten  f)at.  S)a 
nad^  formet  IV  §  27 

y  a"*  =  [ya) 

ift,  fo  ^at  man  ferner  S)efinition3formeI  II: 

a«  =  iya)    =  }/«  .  }/a Yä  (m  gaftoren). 
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Sine  ßal^I  mit  einem  Srud^e  -  potenjieren  l^ei^t^ 
biejelBe  burd^  ben  Slenner  n  rabijieren  unb  bie  er^ 
^altene  SBurjel  y»  wit  bem  Sanier  m  potenjieren. 
Äug  ber  S)efinttion8f ormel  I  folgt  für  m  =  l, 

(gg  ift  ba^er  j.  93. : 
64^  =  }/64  =  8;      125^  =  >/64»  =  (Vöi)'  =  4«  =  16; 

81*  =  }/8V  =  (>/8l)'  =  3»  =  27 . 


®a8  ®efe|  über  bie  SBertbeftänbigfeit  eineg  Srud^eg  (§  53) 
gilt  aud^  für  bie  aSrud^potenj;  benn  eg  ift: 


mx 


^nx  ^y^x  =  l/^m       (jyjcj^    §  26). 

2)ag  SRed^nen  mit  S8rud^poten5en  unterliegt  benfelben 
©efefeen,  weld^e  für  ganje  ^ßotenjen  beftel^en.  S)ie  gormeln^ 
toeld^e  bie  SRed^engefe^e  für  gebrod^ene  ^ßotensen  auSfpred^en, 
toerben  mit  §ilfe  ber  S)efinition§formeI  I  bewiefen.  3Ran 
brüd£t  bie  Sruc^potenjen  in  S33urjelgrö§en  aug,  giebt  biefen 
nac§  §  26  gleid^e  SBurjelejponenten,  njenbet  auf  biefe  SluS* 
brüdEe  bie  entfpred^enben  SBurjetgefele  (§  2?)  an  unb  brüdt 
ba§  ®rgebnig  in  SBrud^ejponenten  aug. 

m        p  m  ,   p 

I.       öt^  •  a^  =  0»»     ^. 
aSetoeig: 

m        p^\ 

—         -    )  n. q. —  nq. nq  , nq  . ■ 

a""  -  a^     =  ya^  •  ya^  =  ya'^^  •  ya^'P  =  ya"'9+np 

mq-{-np  m  ^^p 

=  a    "«     =  a"     ^. 
II.      a*»  :  a«  =  a"  ""  ^. 


*)  9]>2an  fann  oud^  ^uerft  bie  S3tud^e£|)onenten  gleichnamig  ntad^en 

m        p  7719        np 
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aScwcig: 


m        p 

':f'o'  — 

'•|/^mg  ;"|/ani,  ^ 

i"i/a"*?— »ij 

mj  —  np             m 

p 

III. 

m        m 

m 

Sctüeig: 

- 

1                    a" 

rn 

V'a'«  'Yl 

m 

y»  :=  y(a6)'»  = 

a6^. 

m        m  ,    »  m 


IV.      o»:6»  =  (|)»- 
iBewetS: 


„T  .  jT  _  ^ .  ^  _  l/d)-  (I  27, 4)  =  (f )  -  . 

(m\p  mp 

Sctüci^: 
C^)f  =  V^)'' =  l^(V^)' =  |/i^    (§27,7) 
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=   yo^  (§  27,  8)  =  a»»« . 
Sflod^  ber  II.  2)cfiniliongformeI  bcr  SBrud^potcnj: 

m 

ift  unter  bem  SluSbrud  a**  ein  ^robult  aug  m  gleid^en  goltorcn  ju  öer^ 

ftel^en,  öon  benen  jebcr  gleid^  ya  ift.  ^uxäi  biefe  Sluffaffung  ift  alfo  bie 
gcbrod^cnc  ^otcnj  bcr  urfprünölid^en  ©rHörunö  (§  17)  unterworfen,  unb 
folglid^  muffen  alle  Sel^rfä^e  über  gan^e  ^oten^en,  tt^eld^e  ja  auf  biefer 
Definition  Berul^en,  aud^  unmittelbar  für  SBrud^poten^en  gültig  fein. 
3Ran  !ann  mit  i&ilfe  obiger  2)efinition^formeI  an^  bie  SRid^tigfeit  biefer 
83c]^au|)tung  für  jebe  ber  öorl^in  betoiefenen  V  fjormeln  nodft  befonberiJ 
barlegen.    @o  ift  5.  ^. : 

m        p  mq       np  ,        .  ,         . 

—        -  — ^        —  /nq^\mq      (nq.^\np 


^np  (nq^\np-]-mq 
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^iefe  Betben  ju  muIti|)U5ierenben  ^udbrüde  flnb  $oten^en,  tt>el(i^e  bie 

SBurjel  ya  5ut  ^a\ii  l^oBen.  äBenbet  man  auf  biefe  S(!^^^^^^\vatq 
ben  1)  Sel^rfaJ  §  17  an,  fo  ift: 

gür  ben  leiteten  SluiJbrud  aber  fann  man  bie  83rud^^otenj  a    **^ 

w    p 

fcjen,  ttjcld^c  gleid^  a^    ^    ift. 

b)  ?ßotenjcn  mit  negativem  Srud^cjponcntcn.    S)ic 
formet:  m     p        m__p 

a"  :  a«  =  a**    ? 

fül^rt  auf  bie  negative  gebrod^cnc  5ßotenj,  toenn  bie  ©ifferenj 
ber  S5rud^eEponenten  -  — ^  eine  negatitje  ßal^I  giebt.  @o 
ift  i.  95.:    i6i:i6i  =  i6-:t;        8^:8* -8-*. 

Um  ben  SBert  für  16~i  ju  beftimmen,  fe^en  wir  nad^  ben 

Seigren  unter  a)  ftatt  ber  95ru(i^potenjen  16^  unb  16^  bie 
gleid^mertigen  SBurjeln,  bann  ift: 

16-i  =  >/l6:)/i6  =  i. 

yiaä)  bem  a3egriffe  be8  SSrud^eg  ift  —  4-  =  (—  i) :  4  unb 
bal^er  nad^  ber  S)efinition3formel  I  unter  a): 


16-i  =  )/l6=^. 


©rfe^en  tt)ir  ben  SRabifanben  16"-^  nad^  ber  gormel: 


1 
«■"*  =  — 


burd^  eine  pofititje  Qaf)i,  fo  ift: 

$ei§t  ber  gebrod^ene  ©jponent  —-,  fo  ift  allgemein: 


^ 
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X 

ßu  berfclbcn  S3cbcutung  ber  5ßotcnjfornt  a  y  gelangt  man 
burd^  folgcnbc  Überlegung.    9lad^  §  62  ift: 

1 

Sa^t  man  biefe  ©leid^ung  aud^  für  aQe  negattoen  S3rüd^e  be^ 

©jponenten  gelten  unb  je|t  —  n  =  —  ^,  jo  erl^ält  man  bie 
S)efimtton§formel: 

3«  SBorten:  Scbe  5ßotenj  mit  negotiöem  93ruc^s 
e;t)one.nten  ift  gleich  betn  umgefe^rten  Sert  bet  SSafij} 
))otenjiett  mit  ))o{ititiem  @£ponenten. 

®g  ift  olfo  a.  S3.: 

16^     iVnY 


27-^  =  -^^ ^- i,. 

9iad^  ber  S)efinttiongformel  einer  ?ßotenj  mit  negativem 
Srud^ejponenten  !ann  aud^  bieje  5ßotenjform  ate  ein  ?ßrobuft 
im  Sinne  beS  urjprünglid^en  ^ßotenjbegriffg  aufgefaßt  njerben. 
(&%  ift  nämlid^: 

gür  bag  ^)raltifd^e  SRed^nen  mit  negativen  Srud^potenjen 
merle  man  nod^  folgenbe 

gormel:    ©"'  =  0- 

2Slan  tarn  alfo  ben  negatit^en  93rud^ej:ponenten  fteti^ 
^ofitiö  fe^en,  njenn  man  bie  ©runbjal^l  in  ben  umgelel^rten 
gal^Ientoert  öertoanbett.    ©o  ift  j.  85.: 
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©"*  =  (#  =  Vl-^ 


3)te  für  5ßotcnjen  mit  ^)oftttöctt  gcbrod^cncn  (Sjponcnten 
benjtcjcncn  SRcd^cngefele  l^abcn  aud^  für  5ßotenjen  mit  negativem 
Srud^cjponenten  ©ültiglcit.  SBic  bic  legten  Scifpietc  jcigcn, 
lann  man  im  praftifd^en  SRcd^nen  burd^  Äntocnbung  bcr  öor* 
ftet)Cttben  gormein  negative  Sjponcnten  öcrmeiben. 

§  64.     SBtttjeln  mit  negatiben  unb  gebto^enen  (S||ionenteit. 

S3ig]^cr  tiabcn  tt)ir  nur  SBurjcIn  betrad^tet,  bercn  @j^ 
^)oncnten  ganjc  natürlid^c  ßatilen  finb.  (3Ran  \tf)t  bcn 
«bfafe  ,,ertt)citcrung  bcg  SBurjelbcgriffg"  @.  119.)  StRad^bem 
bcr  ^otcnjbegriff  in  §  63  burd^  bic  ®infüt)rung  beliebiger 
gatilennjerte  ber  relativen  ßatilenreil^e  (§  58)  für  bcn  ^ßotenj^ 
ejponentcn  eine  ®rnjcitcrung  crfal^ren  t)at,  muffen  ttjir  nun 
aud^  bic  unter  VI  (©.  119)  geftettte  SBebingung,  ba§  ber 
S33urjeIejponent  eine  ab fo Inte  Qaf)l  bejeid^nen  foHe,  fallen 
laffen.  S)a  nämlid^  ba§  SRabijieren  bie  Umfetirung  beS 
^otenjiereng  ift,  toobei  ber  5ßotenjeEponent  jum  SBurjet 
ejponenten  wirb,  fo  mu§  bie  ©.  120  gegebene  S)efinition  ber 

SSurjel  }/p  bal^in  ernjeitert  toerben,  ba§  aud^  ber  SBurjel^ 
ejponent  n  jebe  beliebige  pofitiöe  unb  negative  ganje 
ober   gebro^ene   ßal^l    ber    erttjeiterten   gal^Ienreil^e 

bejeid^nen  fann.    @g  ift  j.  93.  ~y^  =  l/  toeil  Q)  ^  nac§ 

§  62  ben  SRabilanben  4  giebt;  "v^27=i,  toeil  g)"*=3«=27 

ift;  femer  ift  ^16  =  16*,  benn  16*  mit  bem  aSurjel:: 
ejponenten    i    potenjiert    liefert    jufolge    §  62    gormel   V 

(16*)*=16;  enbUc^  ift  ""}/64=64-*,  meü  (64-*)-*  =  64 
liefert. 

9lac§  bem  öorl^in  ernjeiterten  SBurjelbegriff  bejeid^net  ber 


§  64.    SBurjeln  mit  negativen  imb  gebrod^enen  (S^^onenten.    173 

SlugbrudE  "i^ä  bicjemgc  ßö^t/  t>^tcn  (— n)tc  ?ßotcn}  bcn  fRabi* 
fanbcn  a  gicBt.  Um  biefe  SBurjelform  in  mcn  glcid^wcrtigen 
?[u§brudE  mit  <)ofitiöcm  SBurjcIcxponenten  ju  öemanbcin,  lann 
man  ücrfd^icbcne  S33cgc  cinfd^Iagen.    Sin  jc^r  einfad^cg  SWittcI 

jur  Scftimmung  bc8  SBcrtcg  bcr  SBnrjel  >^  bietet  bie  in 
§  63  gegebene  gormcl: 

n/-  1 

'^  n 

3ufoIge  biefer  ©leic^nng  ift: 


V  =     ""n  „  JL  =  -L. 

r  1        „     • 


3u   bemjelben   @rgebnis   gelangt  man   burd^   folgenbe   @nt^ 
toicfelung: 

_         i-n)  (-1)  ^  ^ n   .- 

yä  =  }/^  (nac§  §  26)  =  i/^  =  j/i  =  i . 
5)ie  9lic^tig!eit  ber  S)cfinition8formeI: 


— n  /—  ^      n  y— 


y  a  =  1 :  )/a 

ergiebt  fid^  aud^  baraug,  ba^  ber  9labifanb  a  entftel^t,  n^enn 
man  beibe  ÄnSbrüdEe  mit  (— w)  potenjicrt.  SSorftel^enbe 
©Icid^ung  f priest  folgenbe  Definition  an«: 

Sebe  äBnrjel  mit  ganjem  negatit^em  Sßnrjel- 
ejponenten  ift  gleid^  bem  nmgelel^rten  SBcrt  berfetben 
mit  abjointem  ©jponentcn. 

S)iöibiert  man  nad^  bem  ®eje§  ber  SBcrtbeftänbigleit  einer 

SBurjct  (§  26)  bcibe  Sjponenten  be«  Sln«brndt3  i/8*  burd^  bcn 

?ßotenjejponenten,  fo  entftel^t  bie  neue  SBurjelform  }/8.  Sine 
SBurjel  mit  gebrod^enem  aSnrjcIejponentcn  entftel^t 
au«  einer  SBurjel,  beren  fRabilanb  eine  ^ßotenj  ift, 
tüenn  man  fonjol^I  ben  aBurjel^:  aU  ben  ^ßotenjs 
ejponenten  burd^  le^teren  biöibiert  unb  bieje  S)iöifion 
nid^t  aufgebt.  S)ie  Sebeutung  biefer  SBurjelform  fließt  au8 
ber  gormel  III  §  2ß,  tt)enn  tt)ir  beren  SRic^tigleit  aud^  für 
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btcjcn  gaH  gelten  laffen.    Unter  biefer  Ännal^nte  tft: 

n 

^8*  =  )/8 ,    aHgemein  }/a^  =  }/ä . 
S)ie  Umlel^rung  biefer  ©leic^nng  liefert  bte 

n 

©efinttiongformel:     y^a  =  )/ä^  =  (yä)  . 
68  tft  ba^er: 

|/8  =  (v/8)'  =  2^  =  16; 

1^16  =  (l/l6)'  =  48  =  64. 

Sine  3a^I  a  burd^  einen  Srnd^  -  rabijieren  l^ei^t, 

bief elbe  bnrd^  ben  3ä^Ier  n  rabijieren  unb  bie  ertialtene 

aSurjel  ^a  mit  bem  SJienner  m  be8  SBrnd^eg  potenzieren. 

ßä§t  man  bie  gormel: 

— »/-       1 
y  a  =  — 

n 

yä 
and^  für.  ben  ^JaH  ©eltung  l^aben,  ttjenn  ber  SEBnrjelejponent 
—  n  ben  95rnd^  —  -  bejeid^net,  fo  ift: 


i 


'  X  X  / — 


v^       V^' 


3u  bemfelben  Slefultat  gelangt  man  burc^  SSenn^ung  ber 
gormel:  i 

nnb  mit  §ilfe  ber  ©efinilion^formel: 

n 

m .—  n  , 

-ya  =  yai^ , 

X 

»enn  bie  SBnrjelform    V^  i^i^f^J^  Gleichungen  unterworfen  toirb. 
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S)te  in  biefctn  5ßaragrap]^cn  bejprod^cnen  SButäcIformcn 
gctoäl^rcn  inbeg  für  ba8  praftifd^e  SRed^nen  feinen  SSorteil.  Sie 
fönnen  anä),  njte  einjelne  Seijpiele  Seite  172  geigen,  in  ber 
Sled^nnng  ftetd  baburd^  t^ermieben  toexitn,  ba§  man  bad 
Jlegatiöe  anf  ben  ^ßotenjejponenten  überträgt  nnb  an  ©teile 
bcr  aSurjel  mit  gebrod^enem  SBurjelesponenten  bie  gleid^tt)ertige 
Srud^potcnj  fe^t.    ©g  ift  nämlid^  ftetg: 

X  X 

—  i  -  y  _  _y 

"yä  =  a   *• ,      yä  =  a'^        unb  j^a  =  a   *  . 

Slnmcrlung.     3)ic  Äuffaffung  ber  SBurjeln  als  SBrud^^^otenjcn 
rül^rt  öon  ©tcöiti  (1686)  unb  SRetoton  (1707)  l^cr. 


SSierter  Stbft^nitt. 

§  65.    SRal  bet  S^^lßtn.**) 

1)  Scgriff  bcS  SKa^cg.  Unter  ,,2)?a§"  im  weiteren 
©inne  begreift  man  j[ebe  &xö^t,  »etd^e  jum  SKeffen  einer  mit 
it)r  gletd^artigen  ®rö§e  Benu^t  wirb.  S)a8  SKeffen  beftel^t 
barin,  ba^  man  unterfuc^t,  wie  oft  bie  aU  3Ra§  angenommene 
®rö§e  in  ber  anbern  enttialten  ift,  gleid^öiel  ob  bei  biefem 
SSerfal^ren  ein  SReft  bleibt  ober  nid^t.  ®ie  ßal^I,  weld^e  bag 
(Srgebnig  ber  äKeffung  angiebt,  l^ei^t  bie  SRa^jal^t  ber 
gemeffenen  ©rö^e  inbejng  anf  ba8  9Ra§.***)  3ebe  SRa^jal^I 
ift  itirem  begriffe  gemä§  eine  unbenannte  ßal^I.  3m  engeren 
©inne  nennt  man  eine  ©rö^e  ba8  9Ra§  einer  anbern  mit  il^r 
gleid^  benannten,  wenn  bie  aRa^jal^I  eine  ganje  QafjH  ift,  mit 
anbern  SBorten,  wenn  bie  ju  meffenbe  ©rö^e  ein  ganjeg  SSiet 
fad^eg  t)on  i^rem  3Ra§e  ift.  9ia^  §  14  ift  ba8  aReffen  eine 
befonbere  gorm  ber  S)it)ifion,  bie  ju  meffenbe  ©rö^e  ift  ber 
»iöibenb  unb  bag  aRa§  ^ei^t  2)it)ifor.  3ft  a  ein  SSielfac^e« 
öon  b,  fo  giebt  e§  ftet^  eine  ganje  gal^l  m,  fo  ba§  a  =  hm 
ift,  unb  ber  Duotient  a :  b  bejeid^net  eine  ganje  ß^^I* 

SSon  ben  beiben  ßö^^S^ö^^n  12  unb  16  ift  bie  größere 
fein  SSielfad^eg  ber  Reineren,  aber  j[ebe  öon  i^nen  l^at  biefelbe 

*)  3Ran  fc^e  „SBegriff  ber  «ritl^mcttf"  6.  2. 
**)  3n  bicfcOT  unb  bcn  §§  66  unb  67  joll  unter  S^^I  Petö  bie 
natürUd^c  8«^^  öcrftanbcn  werben. 

***)  3ni  aUgemcinftcn  @inne  lann  t>it  SRa^sa^I  eine  ganje  S^^h  ein 
gewöl^nltd^er  SBrud^,  ein  acl^nteiliger  83rud^  unb  eine  grrationaljo^I  fein. 
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Qa%  nätnlid^  4,  jum  fOta^t.  S33cnn  j»ci  ober  mcl^rcrc  ^aifUn 
(überhaupt  (Stößen)  fid^  gcmcinfd^aftlic^  burd^  eine  anbcrc  3öt)I 
(®rö§c)  mcffen  lafjen,  fo  l^ci^t  leitete  ba^  „"gcmcinfd^aft^ 
Itd^e  SKa^"  j|ener  (Stößen.  @inb  bic  ju  mcflcnben  ©röfecn 
3a^ten,  fo  nennt  man  il^r  gemein jd^aftlic^eg  2Ra§  aud^  ^öufig 
ben  ,,gemeinfcl^aftlicl^en  letler"  berfelben.  S5ie  Qai)kn  24 
unb  36  l^aben  2,  3,  4  unb  12  jnm  aRafee,  12  ift  ba^  größte 
flemeinjd^aftlid^c  SKa^  t)on  24  unb  36. 

2)  Se^rjä|e  über  bag  gemeinjd^Qftüc^e  SKafe.  S)ie 
Bal^l  6  ift  ein  3Ra%  ber  3a^Ien  30  unb  18;  fie  ift  auc^ 
gemeinfd^aftlid^er  leiler  ber  ©umme  30  +  18  unb  ber 
©iffcrenj    30—18. 

^ei^en  bte  3ö^ten  allgemein  Ä  unb  B  unb  bejcid^net 
man  tl^r  gemeinfameg  SKa^  mit  M,  fo  finb  nad^  1)  A  unb  B 
Sielfad^e  öon  M.    @8  fei: 

A  =  m'  M     unb      B  =  n'  M,  fo  ift: 

Ä  +  B  =  (m  +  n)'  M     unb      Ä  —  B  =  (m  —  n)  -  M, 

b.  i).  fotool^I  bie  Summe  aU  bie  S)ifferenj  ^  +  jB  ift  ein 
JBietfad^e«  öon  M.    3Ritt)in  befte^t  ber 

1)  Sel^tfa^:  3ft  eine  3^^!  ein  2Ra§  öon  jwei  anbern 
Qa^Un,  fo  ift  fie  aud^  ein  2Ra§  öon  ber  Summe  unb 
t)on  ber  S)ifferenj  beiber  3öl^len. 

Sttfi^e:  Äug  biefem  Sel^rfafee  folgt  unmittelbar:  tt)enn  M 
ein  2Ra|  tjon  ^  ift,  fo  ift  biefe  3^^!  ^^^  ein  SRaß  oon: 

{X) 

b.  i.  öon  X'  A\  in  SBorten:  a)  Sebeg  3Ra§  einer  3öt|I  ift 
aud^  ein  leiler  öon  einem  beliebigen  Sßielfad^en  ber^ 
felBen.  S^^Ißerung:  b)  Sft  ein  ^ßrobuft  2Ra§  einer  3^^l/ 
fo  ift  auc^  jeber  gaftor  begfelben  ein  3Äa§  biefer  3ö^I. 
®8  Iä§t  ftd^  leidet  jeigen,  ba§  ilf  aud^  ein  3Ra§  öon 

ift,  b.  \\  c)  3)a§  gemeinfame  SRafe  jweier  3ö^ten  ift 
aud^  ein  9Äa§  t)on  ber  ©umme  unb  ber  S)ifferenj 
beliebiger  Sietfad^e  biefer  3ö^ten. 

Sf^ünet,  «Tit^mettl.  12 
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®ic  3a^I  12  ift  Da«  größte  2Ra§  ber  galten  be§ 
Quotienten  84 :  24.    SKi^t  man  84  burd^  24,  jo  ergiebt  fic^: 

84  —  3  .  24  =  12 

ate  SRcft;  tjon  biejcm  ift  12  ebenfalls  ber  größte  leiler. 
SBejeid^nct  man  bie  Qabjizn  be«  Duotientcn  mit  A  unb  B,  i^r 
gemcinfd^aftlid^e«  9Ra§  mit  M  unb  ift: 

^  =  g.£  +  ij,     niit^tn     Ä  —  qB^R, 

fo  mu§  nad^  ßel^rja^  1)  M  andf  ein  Seiler  öon  jB  fein;  in 
SBorten: 

2)  Sel^tfai^:  Sebe  ga^I,  bie  ein  3Jta^  beg  ^iüibenben 
unb  beS  ®iöijor8  ift,  ift  aud^  ein  Seiler  t)om  Slefte. 

3ft  umgelel^rt  M  ein  SWa^  be«  ©iöiforg  JB  unb  beS 
StefteS  JB  unb  ftedft  -B  3 mal  in  ^,  fo  ift: 

SRad^  bem  1)  Sel^rfo^e  mu§  M  ein  9Ra§  öon  q-B  +  R  ober 
öon  ^  fein,    hieraus  folgt: 

3)  fie^tfal^:  3ebe3  gemeinfc^aftlid^e  aRa§  öon  ^u 
tjifor  unb  SReft  ift  aud^  ein  leiter  be8  S)iöibcnben. 

4)  Aufgabe:  S)ag  größte  gemeinfd^aftUc^e  8Wa§ 
ber  Qai)Un  1728  unb  6336  ju  ermitteln. 

«uflöfung:  S5ie  ga^I  6336  toerbe  burd^  bie  ©tredte  AB 
unb  bie  anbere  burd^  bie  ©tredte  ab  öerfinnKd^t.  9Ran  trage 
bie  Heinere  ©tredte  auf  ber  größeren  fo  oft  aU  eg  angelet  oon 

C 

A\  •  •  • \B 

a\  ■ — \b 

A  aus  ob.    3)a^  {ann  breimal  gefc^el^en,  fo  bag 

AC  =  3xab 

ift.  S)en  SReft  BC  trage  man  auf  ber  ©tredte  ab  ab,  mag  nur 
einmal  ausgeführt  merben  lann;  eS  ift: 

ac  =  l'BG, 
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9hm  trage  man  t)en  9teft  bc  fo  oft  aU  t^  aui^fü^rbar  ift  auf 
BC  ai,  ba  bieS  gerabe  jineimal  ge^t,  fo  ift: 

jBC=2'bc. 


J)atfteHuti9  bcg  SScrfa^rcti2: 

ab-^AB 
AC 


=  3 


BC-:-ab=  1 
bc-^BC 


=  2. 


S)ag  SJcrfa^rctt  mit  3^^^^^  ^f*  9^^^^  bai^fclbe. 

1728  -T-  6336  =  3 
5184 

1152 -T- 1728  =  1 
1152 

576->-1152  =  2. 

Kegel:  Um  baö  größte  gcmeitif^aftü^c  9Wa§  jtocier  S^^I^n 
ju  fitibeti,  btt)ibiere  man  bic  Heinere  QaijH  B  in  bie  größere  A. 
®e^t  bie  ©iöifion  (äKeffung)  auf,  fo  ift  B  felbft  ba«  größte 
3Ra§  t)on  J..  3m  allgemeinen  toirb  jebo^  ein  SReft  B^  bleiben. 
5Diefen  biöibiere  man  in  ben  öorl^crgel^enben  ®it)ifor  B  unb 
fe^e  biefeg  Setfal^ren  fo  lange  fort,  bii^  ein  SReft  entftet)t,  ber 
gleid^  SRuD  ift.  ®er  le^te  S)iöifor  ift  ba«  gefud^te  größte 
gemeinfti^aftli^e  9Ra^. 

Setoeig.  Sie  JBegrünbung  ber  SRid^tigfeit  beg  9Serfa^ren2 
l^at  1)  ju  jeigen,  ba§  ^r  le^te  ®it)ifor  bc  =  576  ein  SRa^ 
ber  ©treden  AB  unb  ab,  bejto.  ber  3ol^Ien  6336  unb  1728 
ift;  2)  ift  ber  SRa^ioeig  ju  führen,  ba^  6c  =  576  bag  größte 
3Äa§  biefer  ©treden  bejto.  ber  i>on  il^nen  öerfinnli^ten 
ßal^Ien  ift 

Äu^  ben  burd^  ba^  SBered^nungg  -  @^ema  angejeigten 
S)it)ifionen  (äWeffungen)  ergeben  fi^  folgenbe  (Steigungen : 

1)  AB  =  3'ab  +  BC.        1)  6336  =  3  •  1728  +  1152. 

2)  ab  =  l'BC+  bc.  2)  1728  =  1  •  1152  +  576. 

3)  JBC  =  2  .  bc.  3)  1152  =  2  .  576. 

12* 
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Sufolgc  bcr  (Steigungen  unter  3)  ift  hc  =  576  ein  SRa^  öon 
BC=  1152,  unb  baf)cr  na^  beut  1)  Se^rfa^  au^  ein  Wta% 
öon  BC+hc  ober  öon  ah,  bcjtt).  öon  1152  +  576^  b.  i. 
t)on  1728.  Slug  bemfelben  Orunbc  ift  6c  =  576  au^  ein 
9Äa§öon:  3a6+JB (7=3.1728  + 1152,  aljo  t)on  ^£=6336. 

®ie  jtüeite  SSefiauptung,  ba§  bc  =  576  ba§  größte  SKafe 
Don  ^5  unb  a6  ift,  betoeife  man  inbirelt.  ©ejefet,  bicje 
©trcdcn  f)ätten  ein  grö^ere^  genteinf^aftli^eS  SRa^  alg  6c, 
ettoa  bie  ©trede  pq  (bid  3öf)I  576  +  n),  fo  ntfifetc  biefcg  aud^ 
naä)  bem  2)  fief)rfa|e  ein  ÜRa^  t)ont  crften  SReftc  BC  (ber 
gal^l  576)  fein.  3^foIge  bcöjelbcn  Se^rjafee^  ntü^te  pq 
(576  +  n)  ani)  ein  Xeiter  beg  jtücitcn  JReftcg,  nämli^  öon 
6c  (576)  fein.  S)ag  ift  aber  nid^t  niöglid^,  toeit  eine  größere 
©trccf c  nie  ba§  aRa§  einer  f leineren ,  bejtt).  576  +  n  fein 
Seiler  öon  576  fein  fann.  SRittiin  ift  6c  toirflid^  bag  größte 
äKa§  t)on  ben  ©treden  AB  unb  6c,  bejtt).  576  ber  größte 
gemeinf^aftlid^e  Seiler  ber  3af)Ien  6336  unb  1728. 

®ag  gemeinf^aftüd^e  SRa^  bilbet  einen  ©efi^t^punft  jur 
Sinteilung  ber  natürlid^en  Qaf)ltn.  ©rgiebt  fid^  bur^  obigei^ 
SSerfal^ren  aU  Ie|ter  S)iöifor  bie  3^^^  1,  fo  ift  biefe  ba8 
größte  gemeinfd^aftü^e  9Äa§  ber  gegebenen  Qaf)Un. 

Qmi  ober  ntefirere  3^^^^^/  ^^^  ^^^^^  1  t^i^  gemeinfd^aft- 
üd^eg  ÜRafe  fiaben,  l^eifeen  in  JBejiefiung  ju  einanber  relative 
^ßrimjafilen,  ^rimjal^Ien  unter  fid^,  j.  S5.  9  unb  17,  16  unb  25. 
3Ran  bejeid^net  ^Q:i)Un  öon  biefer  ©igenf^aft  bur^  9  u  17. 
Sine  3öf)Ien,  bie  fid^  nur  burd^  1  unb  fi^  felbft  nteffen  laffen, 
nennt  man  abfolute  ^^rimjal^Ien,  ^ßrimsal^Ien  an  unb  für  fi^, 
j.  SB.  1,  2,  3,  5,  7  u.  f.  to. 

SSon  ben  abfoluten  5ßrimjal^Ien  2  unb  3  ift  jebe  ein  Seiler 
t)on  24;  i^r  ^robuft  2-3  =  6  ift  ebenfalls  ein  äWa^  öon 
24.  gebe  ber  relativen  ^ßrimjal^Ien  5  unb  7  ift  ein  SRa^ 
t)on  70;  ba§  ^robult  5  •  7  =  35  ge^t  au^  in  70  auf.  Jpierau^ 
folgern  toir  ben 

5)  Sel§rfQi^:  SBenn  jtoei  (abfolute  ober  relatit)e) 
5ßrimjal^Ien  a  unb  6  einzeln  in  einer  brüten  3^^!  ^ 
aufgellen,  fo  ift  au^  i^r  ^ßrobuft  ab  ein  Seiler  öon  c. 
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Sctoeig.    @i^  fei  c:a  =  m  utib  c:i  =  n,  alfo  c^^^am 
unb  c  =  bn,  fo  ift  am  =  bn.    ^ieraug  folgt: 


m 


n  =  am  :  6  =  a  •  -r- 


J)a  nun  n  eine  ganje  3^^^  if*  ^«^  <*  ^^^  *  ^ßrirnjal^Ien 
finb^  fo  ntu§  in  bem  Slui^brucf  a  •  ^  ber  Duoticnt  m :  b  eben= 

foDg  eine  ganje  Qai^l  bejeid^nen.  63  fei  nun  m:b  =  x, 
alfo  m  =  6a?,  fo  ift^  ba  c  =  am^  au^  c  =  a6a;;  mitl^in 
e:ab  =  x,  b.  ^.  c  ift  burd^  ba^  5ßrobuft  ber  5ßrimial^Ien 
teilbar^  mit  anberen  SBorten:  ab  ift  ein  SWafe  t)on  c. 

3ni  ©egenfafe  ju  ben  abfpluten  5ßrintjat)Ien  l^eiBen  aQe 
übrigen  B^^Un  jufantmengefe^te  3^^^^^/  ^^^^  P^  fi^  i^ 
^robttlte  jerlegen  laffen,  beren  gaftoren  ^ßrirnjal^Ien  finb,  j.  93. 
4,  9,  12  u.  f.  to.  (Sine  jufammengefefete  ßa^I  toirb  in  ein 
$robu!t  aug  ^ßrimja^Ien  jerlegt,  inbem  man  fie  burd^  bie 
Heinfte  5ßrinijal^I;  weld^e  in  il^r  aufget)t^  biöibiert  unb  bie 
©iöifion  bur^  5ßrim jaulen  fo  lange  fortfe^t,  bis  ber  lefete 
Dttotierit  felbft  eine  ^ßrimjal^I  ift. 

S)ie  QttltQVLXiQ  in  5ßrinifa!toren  bietet  ein  jtoeiteS  ÜRittel, 
baS  größte  genteinfd^aftlid^e  SÄafe  öon  jtoei  ober  mehreren  S^fllen 
jttflnben.  S)ai^  5ßrobuIt  ber  gemeinf^aftli^engaltoren, 
»eld^e  bie  ßerlegungen  ent^alten^  giebt  ben  größten 
leiler  ber  ßal^Ien.  ®g  fei  burd^  biefeg  SSerfal^ren  ber  größte 
Seiler  öon  6336  unb  1728  ju  fud^en. 

S)arfteHung  be^  9Serfa^reng: 

6336  1728 


2 

3168 

2 

1584 

2 

792 

2 

396 

2 

198 

2 

99 

3 

33 

3 

11 

11 

1 

2 

864 

2 

432 

2 

216 

2 

108 

2 

54 

2 

27 

3 

9 

3 

3 

3 

1 

e8tfidfo6336  =  2«.3*ll. 


1728  =.  2« .  3» . 
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gig.  «4. 

B       C 


m 

n 

®a  itt  bcibcn  Serlcguitgen  ha^  ^robuft  2*  •  3*  öortommt^  fo 

ift  2«. 3«  — 576  bag  größte  äKa§  ber  Saluten  6336  unb  1728. 

Um  baS  größte  gcntcinjd^aftttd^e  SÄa^  t)on  ntcl^reren  3^^^^^/ 

Ä,  B,  C,  D  n.  l  xo.,  naä)  bcr  crftcn  SWct^obe  ju  finbeit^  fud^c 

man  juttäd^ft  bett  größten  gemeittfamen 

Xcilcr  öoti  Ä  utib  jB,  er  l^ci^e  w; 

D     bann  beregnet   mon  tüic  t>ox\)xn  baS 

größte  gemcitifame  3Ra§  bcr  3^^!^^  ^ 

unb  (7,  u.  f.  f.    S)cr  julc^t  gcfunbcnc 

Steuer  q  ift  baS  größte  9Ra§  ber  ge^ 

gebenen  3^^^^^  A,  B,  C  unb  D.  — 

S)aS  jtoeite  SSerfa^ren  gilt  unmittelbar 

für  eine  beliebige  Slnja^I  öon  3ö^'f^^- 

ff  aiuf  biefe  SBeife  finbet  man  j.  S.  olg 

größten  gemeinf^aftli^en  Seiler  t  ber 

3o^Ien  4061,  4619  unb  4867  für  t  ben  SBert  31.    S)iöibiert 

man  bieje  Qai^Un  huxi)  i^r  größtei^  SWafe,  fo  finb  bie  Quotienten 

131,  149  unb  157  relatit)e  ^rimja^Ien. 

S)en  größten  gemeinf^aftU^en  Xeiler  ju  algebraif^en 
©ummen  finbet  man  burd^  baSfelbe  SSerfal^ren,  »el^e^  für 
numerif^e  3^^^^^  angegeben  worben  ifi  @g  fei  j.  85.  ba§ 
größte  SÄaß  t)on  ben  Summen: 

8x^  +  6a;  +  1    unb     16a^  +  14a;  +  3 
JU  beregnen. 

\6^+A^x+2 
2x+V 


Sx^'+ex+l 

8X^  +  4:X 


Ax 


2x+l-^2x+ 
2x 


1=1 
1 


S)ag  gemein jd^aftüd^e  ÜRaß  ift  2  a?  +  1.  Um  SJrfid^e  ju  t)er== 
nteiben,  empfief)It  eg  fid^  mand^mal,  öor  Slu^fü^rung  einer 
S)it)ifion  ben  S)it)ifor  ober  ®it)ibenben  mit  einer  3^^!  Ju 
ntultiplijieren  ober  ju  bit)ibieren.    ®urd^  biefe  Serfinberung 
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barf  itibei^  Iciti  gcmcinfatncr  gaftor  im  ©iöijor  utib  feinem 
S)it)ibettbcn  cittftcl^en. 

S)ai^  ©u^cn  bci^  gcmeitij^aftli^cn  SeilcrS  wirb  mit  SBor- 
teil  angewetibet  jum  Äürjen  t)on  Quotienten  unb  Särüd^en 
(§  48,  b).  @o  ift  j.  85.  ber  Quotient  au^  obigen  algebraij^en 
©ummen: 

83;*  4-  6a;  +  1    _  (4a;  +  l).(2a;  +  1)  ^  4a;  +  1 
16**  +  14a;  +  3        (8a;  +  3)  •  (2a;  +  1)         8a;  +  3  * 

S)en  Quotienten: 

2a;'  +  9a;»  +  10a;  +  3 
4rr3  +  16a;*"+~17a;  +~6" 

auf  ben  fürjeften  Slugbrudt  ju  bringen. 

Sluflöfung:  SRan  fud^e  »ie  öor^in  ben  größten  gemein^ 
fd^aftlid^en  Xeiler  beS  ©ioiforS  unb  be8  ®it)ibenben.  JBejeid^net 
man  benjelben  mit  t,  \o  ergiebt  fi^: 

t  =  —  2x^  —  3x—  1. 
eg  ift: 

2a;^  +  9a;»+10a;4-3  __  (— a;  — 3)-(— 2a;*  — 3a;  ~  1)  __  x  +  S 
4a;»  +  16a;*  +  17a;  +  6       (—  2a;  —  6H^^2^^  3a;  —  1)       2a;  +  6  ' 

§  66.    JBom  fleinften  gemeinf^aftli^en  IBielfa^en 

(Sitiibenben). 

aSegriff.  äWan  t)erfte^t  unter  bem  Ileinften  gemeinfd^aft^ 
Ud^en  SSielfad^en  (3)iöibenben,  S)imbuu2)  jtoeier  ober  mefirerer 
ßal^Ien  a,  b,  c  bie  fleinfte  Qa%  in  toel^e  fämtüd^e  gegebene 
3a^Ien  o^ne  SReft  biöibiert  »erben  fönnen.  @o  ift  j.  85.  ber 
fleinfte  ©iöibenb  öon  24  unb  60  bie  3a^I  120.  3n  ber  a5rud^^ 
(Quotienten')9ied^nung  füf)rt  bag  Keinfte  gemeinjame  SSielfad^e 
ber  Kenner  (3)it)iforen)  ben  SRamen  §au<)tnenner  {^anpu 
biöifor).    (2Ran  öergleid^e  §  48,  a  unb  §  54.) 

S)er  Ileinfte  S)it)ibenb  üon  24  unb  60  ift  120;  biefeg 
fteinfte  SSielfad^e  ift  offenbar  ein  Seiler  öon: 

2-120,     3.  120 n-  120. 

Äejeid^nen  toir  bag  fleinfte  gemeinfame  SSielfad^e  ber  3^^^^^ 
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üf  h,  c  mit  V,  fo  ift  v  ein  Iciler  t)on  2  •  v,  3  •  t;  •  •  •  •  n  •  v; 
b.  f).: 

1)  Sel§rfai^:  S)er  fleinfte  ^it)ibenb  Don  jn^ei  ober 
ntel^reren  Sö^^^«  U*  ft^t*  ein  Seiler  t)on  beliebigen 
anbern  SSielfa^en  biefer  3^^^^^, 

®ie  ßal^Ien  24,  60  unb  90  ^aben  720  jum  gemeinfamen 
S)iöibenben;  bie  einjelnen  Duotienten  ou8  720  unb  biefen 
ga^Ien,  nämlid^  30,  12  unb  8  l^aben  ba2  gemeinfame  3Ra§  2. 
®er  Duottent  720 : 2,  alfo  bie  ga^I  360,  ift  ebenfaüg  ein 
gemeinfame«  SSielfad^e«  öon  24,  60  unb  90.  S)iefeS  Seif<)iel 
Seigt: 

2)  Sel§rfa^:  §aben  bie  ßafilen  a,  ft,  c  baS  gemein^ 
jd^aftiid^e  SSielfad^e  t;  unb  bie  Quotienten  v:a,  v:h 
unb  v:c  ein  gemeinf^aftlid^e«  aJta§  m,  fo  ift  aud^  t;:»i 
ein  gemeinfd^aftli^er  S)it)ibenb  ber  ßa^Ien  a,  b  unb  c. 

S)ag  Ilcinfte  gemeinfame  SSielfad^e  t)on  24  unb  60  l^ei^t 
120;  bie  Duoüenten  120 :  24  unb  120 :  60,  alfo  bie  3af)(en 
5  unb  2  finb  relatit)  ^)rim.    hieran«  ergiebt  fid^: 

3)  fie^rfai^:  Sft  bie  ga^I  D  ber  fleinfte  S)it)ibenb 
Don  a,  l  unb  c,  fo  bejei^nen  bie  Quotienten  anö  D 
unb  ben  gegebenen  So^t^«/  ^^^  D:a,  D:h  unb  D:c 
relative  5ßrimjaf)Ien. 

Söetoeiä.  (Sefe^t,  bie  Quotienten  D:a,  D:b  unb  D:c 
l^ätten  einen  üon  1  üerf^iebenen  gemeinf^aftli^en  Seiler  t, 
fo  milfete  vermöge  be«  vorigen.  Sel^rfa^eö  ber  Quotient  D :  t 
ebenfaQg  ein  gemeinfamer  Siüibenb  ber  3^^^^^^  ^t,  b  unb  c 
fein.  SRitl^in  »äre  D:t  ein  Heinere«  SSielfad^e«,  »a«  gegen 
bie  SSorauSfe^ung  ftreitet,  ba§  D  ben  fleinften  ©iöibenben 
öon  a,  b  unb  c  bejei^nen  foQ. 

4)  Se]|tfai^:  SBenn  bie  Quotienten  D:a,  D:b  unb 
jD:c  relatiöe  5ßrimjat)Ien  bejei^nen,  fo  ift  D  ber 
fleinfte  gemeinfame  S)iöibenb  öon  a,  b  unb  c.  QXm^ 
fel^rung  öom  3)  Se^rfa^.) 

S3ett)ei«.  ®efe|t,  nid^t  D  fei  ber  fleinfte  gemeinfd^aftlid^e 
®it)ibenb  ber  Qa^m  a,  b  unb  c,  fonbern  eine  onbere  3^^^^/ 
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etoa  M,  fo  tnü^tc  na^  bcm  1)  Scl^rfa^c  D  ein  gatijci^  SSiefc 
fad^eS  t)on  M,  alfo  etoa: 

1)      D  =  M't 

jcm.  SWad^  bcm  JBcgriffe  beS  Ileinften  gcmcinfamctt  SSiclfad^cn 
müßten  ferner  folgenbe  ©leid^ungen  befleißen,  toenn  m,  n  nnb  p 
bie  SBerte  ber  Duotienten  au2  M  unb  ben  gegebenen  Qdf)Urt 
bejetd^nen : 

2)  M:a  =  m,        M:b  =^  n,        M:c=^p, 
SSemiöge  ber  erften  ©leid^ung  müfete: 

3)  D:a=^mt,        D:b  =  nt,        Dic^^pt 

\m,  b.  ^.,  bie  Duotienten  au^  bem  fleinften  ©iöibenben  D 
unb  ben  3^^!^^  a,  b,  c  ptten  ben  genteinjamen  Seiler  t. 
S)ie§  wiberfprid^t  ber  SSorau^jefeung ,  toel^e  bie  SBebingung 
entl^ält,  bo§  biefe  Duotienten  relatiöe  ^rintjal^Ien  fein 
foHen. 

3ufa^.  ®er  4)  fie^rja^  bietet  ein  9ÄitteI,  bie  SRi^tigfeit 
eineg  bur^  SRed^nung  gefunbenen  fleinften  S)it)ibenben  gegebener 
ßa^Ien  nad^juweifen.    (©iel^e  unter  6.) 

3)iöibiert  man  nad^  §  13,  5  ba«  5ßrobu!t  60  •  24  bur^ 
ben  größten  Seiler  ber  galtoren,  aljo  bur^  12,  fo  erl^ält 

man:  £2^  =  5.24  =  120, 

olfo  bag  Heinfte  gemeinfd^aftttd^e  SJielfad^e  ber  Qaf)Un  24  unb 
60.    »iefe«  fSd'ipiA  seigt: 

5)  Se]|rfai^:  äWan  erhält  ben  fleinften  gemeinj^aft^ 
lid^en  S)it)ibenben  jtoeier  Qa^Urt,  inbem  man  ben 
Duotienten  au2  einer  ber  3^^^^^  ^^i^  ^^^  größten 
Seiter  beiber  Sagten  mit  ber  anbern  3^^^  multi^ 
^)Ujiert. 

Setoeig.    6^  fei  t  ber  größte  gemeinf^aftU^e  Seiler 

ber  Qa\)Un  w  unb  w,  fo  ift  ju  jeigen,  ba^  j  •  w  ober  m  •  ^ 

baS  Heinfte  gemeinfame  SBielfad^e  öon  m  unb  n  giebt.  3)ag 
5ßrobutt  mn  ift  offenbar  ein  gemeinfamer  ©iöibenb  ber  Qa^tn 

m  unb  n.    S)a  nun  i»  =  —  unb  n  =  — ,  fo  mufi  t  aud^ 
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tnn       c  mn 


bag  größte  gcmcltifd^aftli^c  9Wa§  bcr  Cluoticnten  —  unb 

fein.  SBeil  ferner  na^  ber  SSoraui^fe^ung  t  ber  größte  gemein« 
fante  Steiler  öon  m  unb  n  ift^  fo  bejeid^nen  jufolge  Sel^rfa^  3) 
mit  unb  n:t  relatiöe  5ßrimjal^Ien.    S)ie  biefen  duoticnten 

gleiten  SluSbrücfe  ^^'    unb  ^*^'    bejeid^nen  alfo  gleid^faHS 

relative  5ßrtmja(|Ien;  unb  ba  fotool^I  m  aü  n  in  mnit  o^ne 

9ieft  entfialten  ift,  f o  jnu^  m-n:t  ober  j  •  n  ober  m  •  |  ben 

fleinften  gemeinfd^aftlic^en  S)iöibenben  ber  Qa\)kn  m  unb  n 
liefern. 

6)  Se]|rfa^:  äWan  finbet  ben  fleinften  gemeinfd^aftlid^en 
Siöibenben  öon  brei  unb  mehreren  3^^^^^/  inbem  man  bag 
unter  5)  angegebene  SSerfa^ren  juerft  auf  jtoei  3^^^^^  «  ^nb  b 
anwenbet  —  ber  gefud^te  S)iöibenb  ^ei^e  D  —  l^ierauf  für  B 
unb  bie  britte  3^^!  c  ba§  gemeinfame  SSielfad^e  ermittelt,  u.  f.  ». 
S)ie  jule^t  gefunbene  Qafjii  ift  ber  Ileinfte  gemeinf^aftttd^e  S)it)i' 
benb  aller  gegebenen  3^^^^^- 

(Sä  fei  j.  S.  baS  Ileinfte  gemeinfame  SSielfad^e  üon  72, 
120  unb  540  ju  fuc^en. 

®a  24  ba§  größte  gemeinfd^aftlid^e  äWafe  öon  72  unb 
120  ift,  fo  beträgt  il^r  fleinfter  gemeinf^aftlid^er  S)it)ibuu§ 

^  •  120  =  360.      S)iefe   3a^l   unb    540   l^aben    180    jum 

größten  gemeinfamen  Steiler;  mitl)in  ift  il^r  Heinfteg  SSielfa^eä 

i^-J  .  540  =  1080.    S)er  le^te  »iöibenb  1080  ift  bag  Ileinfte 

gemeinfd^aftlid^e  SBielfad^e  öon  72,  120  unb  540;  benn  nad^ 
Sel^rfafe  4)  finb  bie  Quotienten  au§  1080  unb  ben  einzelnen 
gegebenen  3^^)^^«/  nämli^  15,  9  unb  2,  relatioe  ^ßrimjal^ten. 

7)  3ttt  Serec^nung  beg  fleinften  gemeinf^aftlid^en  Siel- 
fa^en  bebient  man  fid^  aud^  ber  folgenben 

Siegel:  SRan  jerlege  fämtli^e  gegebenen  Qaf)Un  in 
i^re  5ßrimfaftoren  unb  fd^reibe  bie  in  einem  ?ßrobuft 
wieberl^olt  öorfommenben  gaftoren  in  5ßotenjform. 
S)ann  ift  ba«  5ßrobuft  aug  ben  l^öd^ften  ^ßotenjen  aller 
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Derfd^iebenen  ^aftoreit  ber  ffeinfle  geneinfame  %)itu 
buu^  aller  gegebenen  ^a^ltvL 

(£^  fei  j.  93.  no^  biefer  9tegd  bol^  fltntfle  gemetnfame 
äJielfoc^e  t)on  8,  12,  16,  24,  32,  36  nnb  256  jn  \udfaL 


8  =  2 

•2 

2  =  2». 

12  =  2 

2 

3  =  2* -3. 

16  —  2 

2 

2   2  =  2*. 

24  =  2 

2 

2- 3  =  2» -3. 

32  =  2 

2 

2.22  —  2*. 

36  =  2 

2. 

3  •  3  =  2»  •  3». 

256  =  2- 

2 

2.2-2-2-22  =  2». 

Äleinfter  gemeinfamer  ©imbenb:  2»-3*  =  256-9  =  2304. 

5S)ie  prattifd^  SuSred^nnng  bed  Keinften  gemeinfd^oftlid^en 
Steif ad^en  gefti^ie^t  geioS^nttci^  in  folgenber  S)aTfteOung: 
©egeben:    9,    12,    16,    21,    24,    54,    60,    84. 

SSered^nung: 


», 

m, 

16, 

2«, 

24, 

54, 

60, 

84. 

2 

8, 

12, 

27, 

30, 

42. 

2 

4, 

6, 

27, 

15, 

21. 

2 

2, 

3, 

27, 

15, 

21. 

3 

2, 

9, 

5, 

7. 

3 

2, 

3, 

5, 

7. 

Da8  ftcittfte  gemeinfame  SSielfad^e  ift: 

2. 2. 2. 2. 3-3. 3-5. 7  =  2*.  3«. 5. 7  =  15120. 

SRan  öerfä^rt  hierbei  na^  folgenben 

Wegein:  a)  S3eim  S3ilben  be^  Keinften  gemeinfamen 
J)it)ibttug  barf  man  alle  3^^^^^^  i^  einer  geile,  bie  in 
einer  anbern  anfgel^en,  ftrei^en.  @o  finb  j.  S3.  in  ber 
erften  geile  bie  Qafjilm  9,  12  nnb  21  bnr^ftrid^en,  toeil  fie 
bejüglid^  leiler  öon  54,  24  nnb  84  finb. 

b)  §aben  einige  ober  alle  Qa\)Un  einen  gemein« 
f^aftli4en  Seiler,  fo  biöibiert  man  biefelben  bnr^ 
Unteren  unb  mnlti^jlijiert  (jnle^t)  ftatt  jener  ßal^Ien 
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bie    erhaltenen    Duotienten    mit    bem    gemeinfatnen 
leitet. 

c)  äRan  fe^e  bie  QnUQnnq  ber  Qai^Un  fo  tätige 
ali  m&QÜä)  fort  unb  fd^eibe  hierbei  nur  abfotute 
f^riin}al§Ien  aud. 

Stntoenbung  beS  Sor^ergel^enben.  ^ie  Dorftel^enben 
fiepten  finben  au^  auf  atgebraifd^e  Stui^brüde  Stnioenbung. 
SBenn  eine  algebraifd^e  ©umme  fid^  in  gaftoren  jerlegen  täfet, 
bie  fid^  toeiter  ni^t  jerfäQen  taffen,  fo  lann  man  biefe  goftoren 
bejiel^tid^  ati^  einfädle  ^ui^brüdCe  bejeid^nen.  S)iejer  @rftärung 
gemä§  finb  atfo  bie  gaftoren  ber  algebroifd^en  ©umme: 

x^'-Sx  —  e, 

nämli^  x  +  2  unb  x  —  3  mit  JBejie^ung  auf  i^r  5ßrobu!t, 
bejto.  bie  entf<)rcd^enbe  ©umme,  einfa^e  galtoren,  obgtei^  fie 
an  unb  für  fi^  jufammengefe^te  au^brüdte  finb.  3)er  tteinfte 
gemeinfame  SiöibuuS  ju  algebraif^en  ©ummen  toirb  nad^  ben* 
felben  ÜRet^oben  bered^net^  weld^e  öor^in  für  numerifd^e  3^^^^^ 
angegeben  toorben  finb.  ©o  ift  j.  35.  ba^  Ileinfte  gemeinfame 
Sielfa^e  ber  ©ummen: 

x^+lx+  10    unb    a^  —  Gx—  16 

na^  bem  5)  fiel^rfafee: 

""'  \'^^^  ^^  X  {x^ -6x  -  16)  =  {x  +  5)'(x^ -  6x  -  16). 

yiai)  ber  SRetl^obe  mittels  3^ri^9ung  ift: 

x^  +  Ix  +  10  ^  {x  +  2)  '  {x  +  5). 
x^  —  6x  —  16  =  (x  +  2)'{x  —  8). 

Äleinfter  ®iöibuu2:  {x +  2)  -  (x  + 6) -{x  —  8). 

(aSergleid^e  §  48,  a.) 

S)ag  Sluffud^en  beS  Ileinften  gemeinfd^oftli^en  Siöibuui^ 
finbet  Äntoenbung  bei  ber  ^Bereinigung  unglei^namiger  Duo- 
tienten unb  S3rü^e,  um  ben  Ileinften  §au|)tbit)ifor  ober  ^anpU 
nenner  ju  bered^nen. 
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§  67.    ZtilHiltit  btt  3al|Ien. 

1)  Unter  leilbartcit  ber  Qa\)itn  öcrfte^t  man  bic  Ocje^e, 
loeld^e  avi^\pxtä)tn,  unter  m\ä)tn  93ebingungen  3^^^^^  ^^^^ 
eine  anberc  teilbar  finb,  alfo  eine  ©iüifion  a :  b  ol^nc  SReft 
aufgellt.  SSemtöge  beg  §  66  ift  eg  flar^  ba^  eine  3^^^  ^f 
toeld^e  ein  gemein jamei^  JBielfa^eS  öon  a,  l,  c  •  •  •  \\i,  burd^ 
biefe  3^^^^^  teilbar  ift 

2)  3)ie  SBemeife  für  bie  fiefirfä^e  über  bie  Sieilbarfeit 
numertfd^er  3^^!^^  berul^en  auf  bem  belabif^en  3o^^^^f9ft^tt^- 
Alle  belabifd^en  ^a^itn  laffen  ft^  bur^  eine  ©umme  barfteUen, 
bereu  etnjelne  ©ummanben  5ßrobuIte  aus  ^potenjen  ber  ®runb^ 
ysSsfi,  10  unb  ben  ^x^ttn  (Einleitung  6)  finb.  ®a  festere 
angeben,  toie  öiel  ©inl^eiten  öon  einer  Drbnung  ((Sinleitung  7) 
öorl^anben  finb,  fo  lann  man  fie  in  einer  numerif^en  ^(Ajl 
paffenb  mit  bem  Kamen  „Drbnung^Iocffiäienten"  bejeid^nen. 
3lad^  bem  befabif^en  3^^i^i^9^fcfe  ip- 

79584  =  7  .  10*  +  9  .  10»  +  5  .  10^  +  8  .  10^  +  4  .  10^ 

Sejeid^nen  toir  bie  „Drbnung^foeffijienten"  mit  ben  allgemeinen 
ßeid^en  a,  b,  c,  d,  6  •  •  •  unb  bie  befabifd^e  3ö^'f  w^it  ^/  fo 
ift  bie  allgemeine  S^rm  einer  3^^!  ^^^  befabifd^en  ©^ftemg: 

JV'=  . . . .  e  .  10*  +  (i .  10»  +  c  •  10^  +  6  .  10^  +  a. 

S)ie  ©umme  ber  3^ffc^  ^i^^^  3^^!  ^^^^  SRüdfi^t  auf  ben 
aiang  ober  ©teHentoert  ber  3ö^Ijeid^en,  alfo  bie  ©umme  ber 
Drbnungi^foeffijienten  nennt  man  Duerfumme  ber  3ö^I-  ^^ 
ift  j.  85.  bie  Cluerfumme  öon: 

79584  =  7  +  9  +  5  +  8  +  4  =  33. 

5£)ie  Qaf)ltn: 

2,  4,  6,  8 

lönnen  aud^  burd^  folgenbe  5ßrobuIte  bargefteHt  toerben: 

2-1,      2-2,     2-3,     24 2  •  n. 

Slflc  S^^tn,  toeld^e  bur^  bag  3^^^^^  2-w  (unter  n  eine 
beliebige  natürlid^e  3^^!  t)erftanben)  auögebrüdft  toerben  lönnen, 
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■ 

l^ei^en  gerabe  Qa\)Un.    ^er  SuSbrud  2  •  n  ift  bie  aQgetneitte  < 
gorm  bcrfclben.    6^  ift: 


(1  =  2.0  +  1;  3  =  2.1  +  1; 

5  =  2.2+1;  7  =  2-3  +  1     tt.f.  f. 

1  =2.  1  —  1;         3  —  22-  1; 
15  =  23  — 1;  7  =  2.4—1     u.  f.  ». 

3ebe  Qa^,  »el^c  bic  gorm  2n  +  1  l^at^  ^ei§t  ungerabe. 


a)" 


b) 


3)  ütnn}ti^tn  itx  SetUiarluit 

a)  Icilbarfcit  bur^  2  unb  5.  ®a  aQc  geraben  3^^!^ 
bic  gorni  2.n  ^abcti,  fo  ift  cS  Hat;  ba§  bicfclben  fämtüd^ 
burd^  2  teilbar  finb.  Slug  bicfem  ©runbc  werben  bie  geraben 
ßafiten  l^äufig  afö  fold^e  befiniert,  »eld^e  fid^  burd^  2  o^nc  . 
8ieft  teilen  laffen.  hingegen  erflärt  man  bie  ungeraben  ali 
fold^e,  bie  burd^  2  biöibiert  1  ol8  Uteft  geben.  SRit  SBenu^ung 
obiger  aUgenteinen  gorm  einer  befabifd^en  Qaf)l  toirb  bag  @efe|  ■ 
über  bie  leilbarfeit  burd^  2  unb  5  in  folgenber  SBeife  ent^ 
toidfelt.  2)0  aQe  ©unimanben  ton  N  mit  SluSnal^me  öon  a 
ben  gaftor  10  l^aben  unb  bie  3^^^^^  2  unb  5  Seiler  öon  10 
finb,  fo  muffen  festere  aud^  in  aßen  Drbnunggeinl^eiten  unb 
beliebigen  QSielfad^en  berjelben  aufgetien  (§  65,  1,  Qii\aij  a). 
Offenbar  toirb  bie  ganje  3^^^  ^  ^^^^  2  ober  5  teilbar  fein, 
toenn  bie  ®iner  a  eine  burd^  2  ober  5  teilbare  3^^!  bejeid^nen. 
Seim  Seiler  2  mu§  alfo  a  eine  ber  3^^^^^^  2,  4,  6,  8  ober 
SWuH,  beim  S)it)ifor  5  enttoeber  0  ober  5  fein.  §ierau2  ergiebt 
fi^  ber 

1)  Se]|rfai^:  (Sine  3^^!  U*  burd^  2  ober  5  teilbar, 
toenn  bie  @iner  burd^  2  ober  5  teilbar  finb. 

b)  Seilbarleit  burc^  4  ober  25.  SlQe  ©ummanben 
ber  numerifc^en  3^^^  N  mit  SluSfd^tu^  ber  beiben  6  •  10  unb  a 
finb  ftetg  burd^  4  unb  25  teilbar,  »eil  jeber  berfelben  ben 
gaftor  100  enthält,  in  toel^em  beibe  ©iöiforen  aufgeben.  (Si^ 
fommt  alfo  barauf  an,  ba^  bie  Summe  6  •  10  +  a  eine  burd^ 
4  ober  25  teilbare  befobifd^e  3ö^l  barfteHt,  wenn  bie  S)it)ifion 
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ber  ganjen  ©urnnte  bcn  SRcft  KuH  liefern  joQ.    SBir  l^oben 
aljo  ben 

2)  Sel§rfQi^:  (Sine  befabifd^e  3^^!  i[t  burd^  4  ober 
25  teilbar,  wenn  bie  Qt\)ntx  nnb  (Siner  eine  burd^ 
4  ober  25  teilbare  3^^!  bejeid^nen. 

c)  Seilbarfett  bur^  8  ober  125.    ©iel^t  man  öon 

ben  ©nmmanbcn,  toeld^e  bie  brei  niebrigften  3ö^^ö^i>ttWtt9^i^ 

t)on  N  bejeid^nen,  ab,  fo  finb  äße  ©nntmanben  t)on  N  fotool^I 

burd^   8  afö  bnrd^  125  teilbar,  locil  fic  1000  jum  gaftor 

^aben,  bag  ein  gemeinjanieg  SJielfad^eg  öon  beiben  Steilem  ift. 

%a^  Äenniei^en  für  bie  Icilbarleit  ber  ganjen  Summe  ift 

alfo  in  bem  ?lu2brudt  c  •  10*  +  6  •  10  +  a  ju  fud^en.    ©teilt 

Ie|terer  eine  bur^  8  bejto.  125  teilbare  3^^!  bar,  fo  fann 

man  bie  ganje  ©umme  bur^  biefe  3ö^^en  biöibieren.   ÜRitl^in 

befielet  ber 

3)  Se|rfai^:  6ine  numcrif^e  3<^^t  ift  ^^^(i)  8  ober 
125  teilbar,  toenn  bie  niebrigfte  breijifferige  Älaffe 
burd^  biefe  3^^ten  teilbar  ift. 

d)  Seilbarleit  burd^  9  unb  3.    ©g  ift: 

IQi  =  9  +  1 ;        10*  =  99  +  1 ;        10»  =  999  +  1 ; 

allgemein: 

10«  =  9999 +  1. 

$ieraug  folgt:  ®ie  ®runbjat)I  10  beö  befabif^en  ©^ftemg  unb 
i^re  ^otenjen,  10«,  liefern  bei  ber  2)it)ifion  bur^  9  ben 
Sleft  1.    ©iöibiert  man  bie  Qa\)ltn: 

20  =  2  .  10,        200  =  2  .  10%        2000  =  2  •  10»  u.  f.  tt). 

burd^  9,  fo  entfietit  ftetg  2  aU  3left.  ®ie  ©iöifionen  ber 
3a]^ten: 

30  =  3  .  10,        300  =  3  •  10%        3000  =  3  •  10»    u.  f.  f. 

laffen  fteti^  ben  9left  3  fibrig.  SSegeic^nen  z  unb  n  beliebige 
natfirlid^e  3^^^^^/  f^  ergiebt  fi^  burd^  bie  ©iöifion  aQer 
3a^Ien  t)on  ber  ^oxm  n  •  10«  bur^  9  berfelbe  SReft,  ber  bur^ 
Seiten  öon  0  burd^  9  entfielet,  ©iöibiert  man  atfo  jeben 
©ummanben  ber  3^^^* 
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N= c  •  10*  +  (i  •  10»  +  c  .  10*  +  6 .  10^  +  a 

burd^  9^  jo  crl^filt  man  bic  9lc[tfummc: 

a  +  6  +  c  +  rf  +  c--'-, 

b.  i.  bic  Ducrjuntmc  öoit  N. 

2Iug  öorftc^cnbcn  (Snttoidclungcn  folgt  ber 

4)  ße^rfai^:  Scbc  3a^I  liefert  bei  ber  S)it)ifion 
bur^  9  betifelben  SReft,  beti  bag  leiten  il^rer  Duer^ 
fumntc  burd^  9  ergiebt,  ober  »ag  bagfelbe  ift:  3ebe  3ö^t 
ift  ein  SSielfa^eg  öon  9  nebft  bem  8iefte,  ber  burd^ 
Siöifion  i^rer  Duerfumme  burd^  9  übrig  bleibt. 

(Sg  ift  nun  Ilar,  ba§  ber  le^te  SReft  bei  S)it)ifion  einer 
befabij^en  3^^^  burd^  9  gleid^  9iuH  ift,  toenn  il^re  Duerfumme: 

eine  bur^  9  teilbare  3ö^t  bejcid^net.  3)a  nun  bie  Qaf)l  3  ein 
galtor  t)on  9  ift,  fo  ntufe  jebe  burd^  9  teilbare  3öT^I  fid^  au(| 
burc^  3  otine  SReft  teilen  laffen  (§  65,  1)  Sefirfafe,  3ufa^  b). 
SRitl^in  gilt  für  bie  2:eilbarleit  einer  Qaf)l  inxi)  9  unb  3  ber 

5)  fie^rfai^:  (Sine  3a^I  ift  f  otool)!  burd^  3  aU  burc^  9 
teilbar,  toenn  il^re  Duerfuntnte  burd^  biefe  3^^^^^ 
teilbar  ift. 

e)  Xeilbarfeit  bur^  11.  Um  ein  Äennjeid^en  für  bie 
2;eübar!ett  einer  Qa^  bnxä)  11  ju  finben,  jerlegen  toir  bie 
©ummanben  ber  Qai)!  N  auf  eine  fold^e  äSeife,  bafe  eine 
mögli^ft  grofee  8lnjaf)t  berfelben  ben  leiter  11  erf)ält.  S)ag 
9ÄerfmaI  für  bie  XeilbarJeit  öon  N  liegt  aUbann  in  ber 
©umme  ber  übrigen  ©ummanben.  3)ie  3^^!  ^  ^^^^  ^^^^ 
gerabe  Slnjal^I  t)on  ©ummanben,  e§  fei  ettoa: 

J\r=  d .  10«  +  c  .  10*  +  6  .  10^  +  a. 

es  ift:    6.10  =  6(11  —  1);    c  •  10*  =  c(99  +  1); 

d .  10»  =  rf(1001  —  1). 

©e|en  toir  bie  SBerte  auf  ber  redeten  ©eite  biefer  Oteid^ungen 
in  Nf  fo  entfielt: 

N=(d'  1001  +  c  •  99  +  6  .  11)  +  [a  +  c  —  (6  +  dO]. 
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2)a  11  ein  gaftor  aUer  ©ummanbcn  beg  crftcn  iujamntcm 
gejefetcn  @Ucbc§  ift,  fo  ift  biefes  bur^  11  teilbar.  @ott  bie 
gange  Summe  ben  Xeiler  11  l^aben^  mu§  bag  jtoeite  ©lieb 
(a  +  c)  —  (6  +  (?)  aud^  burd^  11  teilbar  fein.  3Da  ber  ?lu§= 
brucf  a  +  c  bie  Summe  ber  an  ungeraber  ©teile  ftelienben 
Ziffern,  bagegen  b  +  d  bit  3iff^nijumme  ber  geraben  ©teilen 
öon  N  bejeid^net;  fo  beftel)t  ber 

6)  ßel|rfö<f:  ®ine  belabijc^e  3al)I  ift  burc^  11  teiU 
bar,  ttjenn  bie  3)ifferenj  an^  ben  Ouerfummen  ber 
ungeraben  ©teilen  unb  ber  geraben  ©teilen  ben  leiler 
11  §at.  ©0  ift  j.  SB.  bie  3a^l  465738  burc^  11  teilbar;  eg 
ift  Tiämli^: 

8  +  7  +  6  —  (3  +  5  +  4)  —  11. 

»ei  ber  3a(|l  448360  l^at  man: 

0  +  3  +  4  —  (6  +  8  +  4)  =  —  11, 

biefelbe  ift  alfo  burd^  11  teilbar. 

7)  Sttf«»^-  ?lug  §  65,  fie^rfafe  5  folgt  unmittelbar:  ©ine 
3at)I  ift  burd^  6,  12  teilbar,  toenn  fie  fott)ol^l  burd^  3  alg 
burd^  2,  bejtt).  burd^  4  unb  3  teilbar  ift;  burd^  15,  toenn  fie 
bie  heiler  3  unb  5,  bur^  18,  toenn  fie  bie  Steiler  2  unb  9  l^at. 

§  68.    Sa^UnUtiitutnitn. 

1)  SBegriff  ber  Qa^UntoxiQxmni,  3ebe  pofitiöe  unb 
negative  ganje  3^^^  Ä  ber  relativen  3^^^^^^^^^  (§§  31.  32) 
lann  burd^  ein  ganje§  SJielfad^eö  +  ^  ^^^^^  abfoluten  3öl^l  w 
tjermel^rt  um  eine  Qdf)i  r  ber  ^Reil^e  0,1,  2,  3---m  —  1 
bargefteHt  tt)erben,  j.  S.: 

5  =  1-5  +  0  45  =  7. 6  +  3 

10  =  2- 5  +  0  57  =  9-6  +  3 

31  =  13  .  2  +  5  —  40  =  -  14  .  3  +  2 

—  29  ^ 17-2  +  5  —  43  =  —  15  .  3  +  2. 

Mgemein  fann  eine  3^^!  +  ^  ^w*^^  ^^^  S^^^  ä  •  m  +  r 
auägebrüdt  »erben.    Xritt  ju  Ä  eine  jujeite  3^^!  ^f  toü6)t 

<Bäiü\Uv,  «ritl^mettf.  13 
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bie  ©igcnjd^aft  k'-m  +  r  erffittt,  jo  nennt  man  bie  ßal^Icn 
A  unb  B  inbcjug  ouf  bcn  fogcnanntcn  SKobuI  m  longrucnt. 
3n  öorftcl^cnbcn  Seijpiclcn  finb  je  jtoei  untcrcinanbcr  ftcl^enbc 
ßal^Icn  longrucnt.  ©o  ift  j.  SB.  bog  ga^Ienpaar  45  unb  57 
fongrucnt  inbcjug  auf  6.  3n  ber  Sejcid^nung  bct  Qaf)l  A. 
burd^  bcn  ÄuSbrud  Ä-w  +  r  l^eifet  m  wie  gcfogt  bcr  SWobuI*) 
unb  T  bcr  SRcft  öon  J.  inbcjug  auf  bcn  SKobuI  m.  S)a§ 
ßcid^cn  bcr  Äongruenj  ift  ^,  ftatt  SKobuI  jd^rcibt  man  lurj 
mod.  S)ic  Äongrucnj  öon  45  unb  57  toirb  „45^47  (mod.  6)" 
aßgcmcin  bcr  ^^tn  A  unb  B  burd^  „A^B  (mod.  my 
bcjcid^nct. 

9(((c  mit  A  bcjügUd^  bcd  äJJobuI^  m  longrucntcn  3^^t^it 
l^abcn  bie  gorm  A  +  km,  in  ö^^^^^«» 

J.  ^-4.  +  ^♦^' 
Umgcfcl^rt:  §at  eine  S^^I  ^  ^it  Sejic^ung  auf  eine  gegebene 
ßal^I  J.  bie  gorm  A  +  Tcm,  jo  befielet  jtoiid^cn  beiben  ^fi^^tn 
Äongruenj.    gür  bie  Äongruenj  A^B  (mod.  w)  finbet  at§= 
bann  bie  ®tcic^ung  ftatt: 

J5  =  4  +  Am. 

Umgclcl^rt  fd^ttefet  man  oug  biejer  ®tcid^ung  auf  bie  Äongruenj 
J.  =  J5  (mod.  w).    SBenn  j.  58.  bie  ©teid^ung: 

63  =  39  +  2  .  12 
öorliegt,  fo  ift: 

63  =  39  (mod.  12) . 

3n  ber  Xfiat  ift: 

63  =  5-12  +  3    unb    39  =  3-12  +  3, 

b.  1^.  bie  Songruenj  ift  öorl^anbcn.    S)ie  ö^^ltett: 

45  =  7-6  +  3    unb    58  =  9.6  +  4 

finb  nic^t  longruent  (inlongruent),  toeil  bie  SBcrtc  für  r  t)er= 
fd^ieben  finb.  SBeftcl^t  jtoifd^en  jtoei  ß^^ten  bie  SSejiel^ung  ber 
SRid^tlongrucnj,  fo  l^at  bie  eine  gol^I  B  bcn  SBert  h'm  +  r\ 

^\Vixun%x  3^^^  g^nje  ßal^Icn  A  unb  B  ]^ei|en 

*)  2)erfcIBc  ift  alfo  ftctg  eine  natürlid^e  8^^^  ebenfo  r. 
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longruent,  toenn  fie  inbejug  auf  ben  iDJobuI  m  ben^ 
jelbcn  aflcft  r  l^abcn. 
9(u8  ben  @Ietd^ungen: 

45  =  7.6  +  3    unb    57  —  9.6  +  3 

folgt:  ' 

y  =  7  SRcft3    unb    ^  =  9  JReft  3. 

Snigemein  ergiebt  fid^  aud: 

J.  =  Äw  +  r     unb     B  =  Ä'm  +  r 

-  =  Ä  +  r    unb     -  =  Ä'  +  r . 

3Wan  fann  ballet  bic  Äongruenj  ftatt  toie  üor^in  aud^  in  foI= 
genber  SBeifc  crflärcn:  3^^^  Scif)Un  Ä  unb  B  ^cifecn 
Bcjüglid^  einer  brüten  gal)!  m  fongruent,  ttjenn  bie^ 
felben,  burd^  m  biöibiert,  benfelbenSieft  r  übrig  laffen. 

2)  SJel^rfäfee  über  S^^^^nfongruenjen.  a)  3Benn 
man  bie  für  bie  Äongruenj  A^  B  (mod.  m)  beftel^enben 
Gleichungen: 

A  =  hm  +  r    unb     1?  =  k'm  +  r 

fubtrol^iert,  fo  entftefjt: 

A  —  B  =  (Jc  —  Ä')m ;    mitl^in    {A  —  B):m  =  k  —  k\ 
in  SBorten: 

1)  Selrfa^:  S)ie  S)ifferenj  jtoeier  longruenten 
ßal^Ien  ift  ftetg  burd^  ben  HRobuI  berfelben  teilbar*) 

Umgelel^rt  fd^tie^t  man: 

2)  8e|rfa^:  Sft  bie  Differenz  jttjeier  Qai)Un 
A  unb  B  bnxä)  m  teilbar,  fo  finb  biefelben  ^in* 
fid^tlid^   m   longruent. 

§at  ber  SRobuI  m  ber  Äongrueuj  A  unb  B  bie  Xeiler 
t  unb  X,  fo  ba^  alfo  m  =  tx  ift,  unb  jefet  man  in  bie  obigen 
au8  bem  begriffe  ber  Äongruenj  folgenben  ©leid^ungen  tx  an 
©teße  öon  m,  fo  entftel^t: 

A  =  Jc  't-x  +  r    unb     1?  =  Ä'- ^- a;  +  r,       b.  ^. 

*)  3Wan  ftcKt  bicfen  @ofe  auc^  als  2)cfimtion  auf. 

13* 
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3;  ee|rft#:  3)ie  3a^Ien  Ä  unb  B  \\nh  auc^  für 
jeben  %txUx  bed  3Robul8  m  fongruent 

b)  9(ud  ben  fiongruenien: 

57=45(mod.  6)    unb    35  =  29(mod.6) 

ergeben  fid^  naö)  ber  gormcl   ^  ^  J.  +  äw  (unter  1)   bie 

@(ei(^ungen: 

57  =  45  +  2  .  6 

35  =  29  +  1  .  6 

Durd^  äbbition  unb  ©uBtraftion  berfclben  erl^t  man: 

57  +  35  =  45  +  29  +  (2  +  1)6  .*) 
5«un  ift: 

92  =  15-6  +  2    unb    74  =  6- 12  + 2, 

mitl^in  finb  bie  S^^^en  92  unb  74  nod^  bem  SRobul  6  fon- 
grucnt.    gemer  ift: 

57— 35  =  22  =  3. 6  +  4    unb    45  —  29  =  16  =  2.6  +  4, 

b.  i).  bie  ßal^Ien  22  unb  16  finb  longruent  inbejug  auf  ben- 
felben  3RobuI.    2Rit  95ejeid^nung  ber  Snttoicfelung  ift  aljo: 

57  +  35  =  45  +  29  (mod.  6) . 

@inb  allgemein  bie  Songruenjen  A  unb  B,  C  unb  D  naä) 
bemfelben  SWobuI  m  gegeben,  fo  l^eifet  bag  Srgebnig  üor* 
fte^enber  ©nttoidetung: 

A±C=(B±D)  +  (k  +  ¥)m 

unb  bal^er  ift  nad^  bem  unter  1)  @e jagten: 

A  +  C={B  +  B)  (mod.  m). 

3u  bemfelben  ©rgebni^  gelangt  man  burd^  folgenbe  Überlegung: 
ßufotge  beg  1)  Sel^rfafee^  ift  ber  SRobuI  m  ein  Xciler  fotoo^I 
öon  A  —  B  alg  aud^  t)on  C—  D.  S)ann  mu^  m  aud^  ein 
gcmeinjd^aftlid^er  Xeiler  t)on  {A  —  -B)  +  (C  —  B)  fein  (nad§ 
§  65,  1)  Se^rfafe).    «Run  ift  aber: 

{A  —  B)  ±(C  —  B)  =  A  ±C  -  {B  ±B) , 

*)  5(u8  biefer  ßJIcid^ung  fann  man  aud^  bireft  auf  btc  Äongruenj 
67  ±  86  =  46  ±  99    fd^Ueßen. 


/ 


1) 
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uttb  ba  biefer  ^(uiSbrud  aud^  burd^  m  teilbar  ift,  fo  tnu^  naä) 
bem  2)  Sc^rf  afec    A+.C^B  +  D  (mod.  m)    fein, 
^ieraug  ergiebt  fid^  ber 

4)  Se^rfa^:  ©inb  bie  Qa^Unpaaxt  A  unb  B,  C 
uttb  D  Ttad^  bemfelben  SWobuI  fongruent,  fo  finb  aud^ 
bie  ©ummen  unb  bie  S)ifferenjen  -4  +  7^  unb  C  +  D 
inbejug  auf  benfelben  aWobuI  longrucnt. 

c)  eg  ift: 

57  =  45  (mod.  6)     unb     35  -.  29  (mod.  6). 

S)aS  5ßrobuft  35- 57  =  1995,  burd^  6  biöibiert,  giebt  r  =  3, 

unb  29  •  45  =  1305,  burd^  ben  SRobut  biöibiert,  liefert  eben^ 

faßg  r  =  3;  mithin  ift  35  •  57  =  29  •  45  (mod.  6).    SBenn 

aßgemein: 

Ä^B  (mod. m)    unb 

C^D  (mod.  m) 

fo  ift  aud^  2)  AC=  BD  {mod.  m). 

83  e  tue  ig.  SRutttpHjiert  man  bie  ben  gegebenen  fion- 
gruenjen  entfpred^enben  ©leid^ungen: 

Ä  =  B'\'hm    unb     C=D  +  k'm 

miteinanber,  fo  entfte^t: 

3)     AC  ==  BD  +  {Br  +  Dk  +  hhm)m] 

folglid^:  4)     AC=BD  (mod.  m) . 

§ieraug  folgt  ber 

5)  8e|irfa^:  SBenn  jwei  (ober  mefirere)  Qai)Un^ 
paare  A  unb  B,  C  unb  D  bejüglid^  begfelben  3Robul8 
longruent  finb,  fo  finb  aud^  bie  5ßrobuIte  ^Cunb  BD 
naä)  bemfelben  SRobuI  longruent. 

Sft  im  befonbem  gaße  C=A,  alfo  D  =  B  unb  h=k', 
fo  gel^t  bie  öorftel^enbe  ©leid^ung  unter  3)  in  bie  folgenbe  über: 

^2  =  jB«  +  (2Bk  +  k^m)m ; 

folglid^:  A^  ^  B^  (mod.  m) . 

^otenjiert  man  bie  ©leid^ung  A=^  B  +  km  mit  bem  ©j^ 
ponenten  n,  fo  entfielet: 
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A^  =  (B  +  kmy  =  JB«  +  S  .  m*) ; 

ba^cr:  -4*  ^  jB*  (mod.  m) . 

6)  Sel^rfa^:  ©inb  jiDci  S^i^Un  A  unb  B  fongrucnt, 
fo  fittb  aud^  il^rc  ^ßotenjen  ^*  unb  JB»  inbcjug  auf  htn^ 
fclbcn  3RobuI  fongrucnt. 

d)  e§  ift:  26  :  7  =  3  8icft  5 

unb        41:7  =  5  9icft6. 

®ie  Qa^ltn  26  unb  41  jtnb  alfo  inbcjug  auf  bcn  SÄobul 
(Diöijor)  7  nid^t  fongrucnt.    ©agcgcn  ift: 

26  .  41 :  7  =  152  SRcft  2 

unb        56:7  =  4  SRcft2. 

Somit  befielet  bic  Äongrucnj: 

26-41  =  5-6  (mod.  7), 

b.  ^.  bag  $ßrobuft  26  •  41  ift  nad^  bcm  S)it)ifor  7  fongrucnt 
bcm  $ßrobuftc  bcr  SRcftc  feiner  gaftorcn. 
(£g  ift:  70  =  5  .  13  +  5 

30  =  2  .  13  +  4 . 

S)ie  3RuttipUfation  bicfer  ®Icid6ungcn  liefert: 

30  .  70  =  (2  .  13  +  4)  .  (5  .  13  +  5) . 

Auf  bcr  redeten  Seite  bic  ajiulttplifation  au^gcfül^rt  unb  bicfc 
©Icid^ung  burd^  13  biüibiert,  giebt: 

?l-!2  =  2. 5. 13  +  4.5  +  2.5  +  1^. 

«Run  ift: 
30  •  70 :  13  =  161  tReft  7    unb    4  . 5 :  13  =  1  3icft  7 . 

e«  ift  alfo: 

30  •  70  =  4  •  5  (mod.  13) . 

S)iefe8  Seifpiel  jeigt,  ba|  ba«  «ßrobult  30  •  70  fongruent 
ift  bem  5ßrobu!te  bet  tRefte  feiner  gaftoren  inbejug  ouf  ben 
©ioifor  13. 


♦)  S  fcejeit^net  bie  ©untine  aUet  5|JrobttIte  mit  beut  ^aUox  m  (§  49). 
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Snigemetn  fei: 

A  =  Tcm  +  r 
B  =  h'm  +  r 


li:^ 


Sh'efc  ©Icid^ungctt  muItipUjicrt,  gicbt: 

A'B  =  (Jcm  +  r)  (km  +  r) . 

2)urc^  m  biöibiert,  liefert: 

— '- —  =3  kJc'm  +  k'r  +  Ar'  H • 

2)iefe  ©teid^ung  fonn  nur  unter  ber  Sebingung  bcftel^en,  ba§ 
bie  S)it)ifionen  ÄB:m  unb  rr':w  entweber  aufgellen  ober 
gleid^e  (öon  9luß  öerfd^iebene)  SRefte  übrig  laffen.  68  ift 
ba^er  aDgemein: 

A'B^rr'  (mod.  m) . 

9[u8  ben  t)orfte]^enben  @ntn7i(felungen  unb  ben  baraud 
crlialtenen  Äongruenjen  folgern  wir  ben 

7)  8e|rfa^:  S)ag  5ßrobuft  jttjeier  ober  mel^rerer 
3a]^Ien  ift  inbejug  auf  jeben  beliebigen  S)it)ifor  fon= 
gruent  bem  5ßrobuIte  ber  Siefte  feiner  gaftoren. 

3)  ^[ntoenbung  ber  gal^Ienfongruenjen.  S)er  Ie|te 
Sel^rfa^  bietet  ein  SRittel,  um  bie  Sttd^tigfeit  einer  HRuItipIi- 
lation  befabifd^er  3^^^^^  h^  prüfen.    @g  ift  j.  95.: 

67  .  85  =  5695 . 

®ie  fjaltoren  be^  ?ßrobufteg  burd^  eine  beliebige  Qa%  j.  83.  8, 
bit)ibiert  giebt: 

67  :  8  =    8  SReft  3 

85:8  =  10  Sieft  5. 

^a§  5ßrobuft  ber  SRefte,  nämlid^  5 .  3  =  15,  burd^  8  biüibiert 
fö^t  7  übrig.  S)ag  (5rgebni§  ber  SRec^nung  5695  ift  nod^ 
t)orfte]^enbem  Sel^rf o^e  rid^tig ,  toenn  5695  ^5-3  (mod.  8) . 
SRutt  ift  5695:8  =  711  Sieft  7.  S)ie  Songrueng  ift  atfo 
toirflid^  öorl^anben  unb  mitl^in  ift  bie  ©leid^ung: 

67  .  85  =  5695  ric^üg. 
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®a  bie  ©toifion  einer  belabifd^en  3^^!  ^"^^  9  bcnjetbcn 
9ieft  liefert,  ben  bie  Duerfumme  übrig  lä^t  (§  67),  fo  benufet 
man  ber  cinfad^en  unb  fd^netten  Siec^nung  wegen  in  ber  SRcgel 
jur  ^Prüfung  ber  SRid^tigfeit  einer  auggefül^rten  3RuIti|)Iifatiott 
ben  ®it)ijor  9.    3.  95.    74  .  58  =  4292. 

5Die  Duerfumme  t)on  4292  ift: 

4  +  2  +  9  +  2  =  17;     17  :  9  =  1  SReft  8. 

®ie  Duerjumme  öon  74  ift: 

7  +  4  =  11;     11:9  =  1  8ieft  2. 

Die  Duerfumme  öon  58  ift: 

5  +  8  =  13;    13:9  =  1  SReft4. 

S)ag  5ßrobuft  ber  SRefte  2-4  =  8  burc^  9  biöibiert  läfet 
8  übrig.    @8  ift  bal^er: 

4292  =  2.4  (mod.  9) . 

S)iefe§  unter  bem  Spanien  „5Reun erprobe"  aug  beut  Sied^en« 
unterrid^te  belannte  SSerfal^ren  ift  nic^t  juüerläffig ,  ba  biefe 
$ßrobe  aud^  bann  ftimmt,  wenn  burd^  unrid^tigeä  Untereinanber^ 
fe^en  ber  (rid^tigen)  Xeilprobufte  eine  fatfd^e  Slnttüort  vorliegt 
S)ie  3o^tcnfongruenjen  lönnen  ferner  baju  benu^t  werben, 
bie  ®ef e|e  ber  Xeilbarf eit  einer  bef abif d^en  3o^t  ^^^^  9  unb  1 1 
(§  67)  ju  beweifen. 

a)  aSetoeig  für  bie  Xeitbarfeit  burd^  9.  S)ie  befabifd^e 
3ö^I  fei: 

iVr=  . . . .  e  .  10*  +  d .  10^  +  c  •  10«  +  &  .  10  +  a. 
@g  ift:  a^a  (mod.  9) 

6  .  10  =  6  (mod.  9) 
c  .  10^  =  c  (mod.  9) 
d'10^  =  d  (mod.  9) 


mitl^in:    e  •  10  +  (Z  •  10  +  c  •  10  +  &  •  10  +  a 

^a  +  &  +  c  +  eZ  +  «««»  (mod.  9) . 


/- 
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b)  »cioci»  ffir  bic  leitbarfcit  burd^  11. 

Se|rfa^:  3ebc  belabifd^e  gal^t  N  ift  inbejug  auf 
bctt  S)it)ifor  11  foTtgrucnt  ber  S)iffcrcnj  aug  bcn 
Dttcrfummen  ber  ungeraben  unb  ber  gerabcn  ©teilen. 

@8  fei  wieber: 

j\r  =  . . . .  ci .  10»  +  c '.  102  +  6  .  10  +  a . 

9iun  ift:  a  ^^  a  (mod.  11) 

6.  10  =  — 6  (mod.  11) 
c.lO«  =  c(mod.  11) 
d'  10»  =  — d  (mod.  11). 
golgltc^:        . . . .  ep  .  10»  +  c .  10^  +  6  .  10  +  a 

=  a  +  c  —  (6  +  rf)  (mod.  11) . 

Slnmcrlung.  OauJ  (1777—1865),  $rofcffor  ber  aJlatl^cmatif  in 
@dttittgen,  f^at  bie  Seigre  t>on  ben  gQ^^enlongruen^en  unb  aud^  bie  IBe- 
Seid^nung  ber  ^ongruenj  gefc^affen. 

§  69.    Segriff  unb  ^igettf^aftett  ber  Serlaltttiffe. 

Auf  bie  grage:  „SBie  öerl^ält  fid^  bie  ©trede  AB  jur 
Strede  MLV  faun  man  antworten:  1)  bie  ©trede  ML  ift 

grig.  25. 
Ä\ 1^ 

N 
M\ 1 iL 

F\ 1 1 \Q 

um  bag  ©tüd  NL  gröfeer  alg  AB,  unb  2)  ©trede  AB  tnU 
l^ält  einen  Xeil  öon  berfelben  ®rö^c,  toie  bie  jweite  jtoei 
Seile  enthält,  ©tatt  ber  lefeteren  SReben^art  fagt  man  aud^, 
bie  beiben  ©treden  öerl^alten  fid^  »ie  1  ju  2,  ober  fie  ftel^en 
im  aSerpttniife  1  ju  2.  SSeibe  antworten  brüden  ba§ 
®rgebni^  ber  SSergteid^ung  ber  ©treden  AB  unb  ML  bejüglid^ 
il^rer  ®rö§e  au§.  ßttjei  gleid^artige  ®rö^en  fönnen  auf  jtoeis 
fad^e  SBeife  öergüd^en  »erben:  a)  man  ermittelt,  um  »ieüiel 
größer  ober  Heiner  bie  eine  ®rö^e  alg  bie  anbere  ift;  b)  man 
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untcrjud^t,  toic  oft  bic  Heinere  in  bcr  größeren  entl^alten,  ober 
xoai  ba^fclbe  ift,  man  bcftimmt;  toieüiel  mal  \o  gro^  bie  eine 
at8  bie  anbcrc  ift  Seibc  SScrgleid^ungen  finb  offenbar  nid^tö 
anbereS  al8  ein  SReffen  (ögl.  §§11  unb  65).  SBerben  jtoei 
®rö^en  auf  bie  eine  ober  bie  anbere  Slrt  üergüc^en,  fo  fagt 
mau,  mau  beftimme  ba^  SSerl^ältniö,  in  wcld^em  biefelben 
ftel^eu.  S)ag  ©rgebnig  ber  SSergleid^uug,  weld^c^  beu  Unter- 
fd^ieb  beiber  ©rö^eu  angiebt,  nennt  mau  ein  aritl^mctifd^e» 
aSerl^ältuiS.  3)agegen  ^ei^t  bag  ©rgebnig,  toetd^eg  burd^  bie 
SJergleid^ung  unter  b)  entfielet,  bag  geometrifd^e  SSer^ältnig 
bcr  üerglid^euen  ©rö^en.. 

aSerl^ältniffe  finb  aögemeiu  jtoifd^eu  gleid^artigeu  ®rö§en 
wtögüd^,  j.  85.  jtoifd^en  ©tredCeu,  jtoifd^eu  gläd^en,  jwifc^en 
Äörpern,  jwifd^eu  ßal^Ieu,  unter  ber  SSebiuguug,  ba§  bie  beiben 
ju  öergleid^eubeu  ®rö§en  mit  bcmfelbcu  SRa^e  gemeffeu  finb 
ober  bod^  gleid^namig  gemad^t  toerbeu  lönneU;  j.  93.  2  hl  gu 
201  gteid^  2001  ju  201.  Die  ©tredCe  ML  befielt  aug  jtoei 
gleid^en  Xeilen  öou  berf elbeu  Sänge,  toie  bie  ©tredEe  PQ  bereu 
brei  entpit,  beibe  üerl^alten  fid^  mitl^in  toie  2  ju  3.  ^aben 
bie  beibeu  ®rö§en  ein  öou  ber  (ginl^eit  üerfd^iebeueö  gemeiu^ 
fd^aftüd^eg  Wla%  fo  laun  mau  il^r  SSerl^ältuig  burd^  bie  beiben 
ßal^Ieu  auäbrücfen,  toeld^e  angeben,  wie  oft  jebe  öon  tl^nen 
biefeg  ajiafe  eut^ätt.  ©o  j.  83.  fanu  bag  SBer^ottniS  ber 
gtäc^euinl^afte  jtoeier  Sied^tede  t)ou  12  qcm  (=3x4  qcm) 
unb  16  qcm  (=4x4  qcm)  burd^  „3  ju  4"  bejeid^uet  »erben. 
®anj  auf  biefelbe  SBeife  toie  SRaumgrö^en  toerbeu  aud^  jtoei 
ßal^Ieu  öergüd^en.  ©oß  man  j.  83.  8  Jf  uub  12  Ji  öergleid^en, 
\o  i\t  12  JC  — 8  Ji  =  4:Ji  ba§  arit^metifd^e  SScr^ältuig,  unb 
ba  8  Jf,  2x4:JC  unb  12  JC,  ^xA^JC  eut^alteu,  fo  J^eift 
ba«  geometrifd^e  SSerl^äftni^  bicfcr  ^oijitn  „2  ju  3".  S)ie 
ßal^Icu  20  unb  25  üerJö^Iteu  fid^  mie  4  ju  5;  benn  bie 
3a^t  20  eutpit  bag  größte  SRa^  4mal  unb  bie  ga^t  25 
bagfelbe  HRa^  5  mal. 

S)ag  aritl^metifd^e  SSerl^ältui»  jtoeier  Qa^tn  a  uub  l 
toirb  burd^  i^re  SJiffercuj  a  —  l  bargeftcttt,  bag  gcometrifc^c 
SSerl^ältnig   berfelben   bejeid^net   mau   burd^    beu   Quotieuten 
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a :  6,  gcicfcn:  „a  üer^olt  ^  ju  6",  ober  ftirj  „a  gu  6". 
2)te  3<^^^^^/  toelc^e  ein  Ser^oItniS  bilben,  loetben  @Iieber 
beSfelben  genannt  S)er  S)ü)ibenb  a  erhält  nun  ben  Spanien 
SSorbergUeb  nnb  ber  Stoifor  h  ^i|t  ^interglieb.  3>q 
bie  ©lieber  eineS  geometrifci^en  Ser^oItniffeS  quc^  benannte 
^a%\tn  jein  iönnen,  j.  93.  5  m  :25  cm,  fo  vm^  ber  Sludbnuf 
a:&  fonfequent  ate  SKejfen  (§  11)  aufgefaßt  »erben,  mit 
anberen  SBorten,  baS  SBer^oItniS  a :  b  giebt  9(ntiDort  auf  bie 
grage,  toie  oft  baS  §intergtieb  im  Sorbergtieb  entl^aften  ift 
i^ür  ba^  Srgebni^  ber  Stec^nung  ift  ed  aüerbingS  gleichgültig, 
ob  man  ben  Slu^brud  aU  Ser^altni^  ober  „a  bi^ibiert  burd^ 
&"  lieft. 

S3ei  bem  aritl^metifd^en  SSerl^oItniS  nennt  man  biejenige 
QafjH,  tDÜä)t  ima  $intergtieb  ^injugefügt  bad  SSorberglieb 
giebt,  bie  Differenj  be^  SSerpItniffe^.  S)ie  3<^^t,  toelc^e 
angiebt,  toie  oft  ba^  §intergücb  in  bem  SSorbergüeb  eineg 
geometrifd^en  Ser^ältniffeä  entl^aften  ift,  l^ei^t  3^9^^  ^^^^  ®E* 
pdxtmt  S)erfelbe  ift  feinem  Segriffe  gemä^  ftet^  eine  reine 
ßal^I,  gleid^öiel,  ob  bie  beiben  ©lieber  beg  SSerl^ältniffeg  benannt 
ober  unbenannt  finb,  j.  89.: 

15:5,    ßeiger  3 , 

12c/^:8c^,    Seiger  |, 

4m  :  6m,     QtiQtx  |, 

a:b,    3ci8er|- 

S)ag  geometrifd^e  SSerl^ältnig  a :  b  ^ei^t  fteigenb ,  toenn 
a<b,  bagegen  fattenb,  toenn  a>b  ift.  SSerl^ättniffe,  toeld^e- 
benfelben  ©Eponenten  Iiaben,  finb  gleid^,  j.  85.  8:4  unb  10:5. 
SRur  jwifd^en  gleid^artigen  SSerl^ältniffen  fann  ©teid^l^eit 
beftel^en,  alfo  lann  niemals  ein  fteigenbeS  SSerl^ältni»  einem 
faltenben  gleid^  fein.  a3ei  SSergleic^ung  oon  brei  Qo!f)ltn, 
j.  83.  18,  24  unb  30,  fann  man  brei  geometrifd^e  SSer^ältniffe 
bilben,  nämlid^  18  :  24,  18  :  30  unb  24 :  30  ober  3:4,  3:5 
unb  4 : 5.  3n  ber  Siegel  toerben  biefe  einjelnen  9Serf)äItniffe 
burd^  ein  SScrl^ältniS  bargefteßt,  inbem  man  fd^reibt  3:4:5. 
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S)er  ^(u^brud  5:6:7  befte^t  alfo  auS  ben  Ser^altntffen  5:6, 
5:7  unb  6:7. 

Sq  bad  aritl^ntetifd^e  SSerl^ältniS  feinen  SuSbrud  in 
S)ifferenj  a  —  b  finbet  unb  bag  geometrifd^  SSerl^ältniS  burc^lj 
ben  Duotientcn  a:  h  borgeftettt  ttnrb  nnb  Beibe  Sluffaffunger^ 
baöfelbe  Siefultat   tiefem,   fo   muffen   atle   ®efe^e   über 
S)ifferenjen   unb   Duotienten   aud^    für   SSetl^ältniffe 
gültig  fein. 

S)en  2e]^rfä|en  2)  unb  5)  in  §  5  entfpted^en  folgetibe 
SBalirl^eiten  über  baä  aritl^metifd^e  SSer^Itnig. 

1)  Sel^rfa^:  Sa§  SSorberglieb  eines  aritl^ntetifd^ett 
SBerl^ältniffeS  ift  gleid^  ber  ©umme  aug  bem  §inter- 
glieb  nnb  ber  Differenj. 

3n  geid^en: 

SBenn    a  —  6  =  c,    foift    a  =  b  +  c. 

2)  8e|rfa^:  S)er  S33ert  eineg  aritl^metifd^en  SSer^^ 
l^ältniffeä  änbert  fid^  nid^t,  wenn  man  fotüol^I  jum 
SSorberglieb  als  jum^interglieb  biefelbe  gal^I  abbiert, 
ober  t)on  beiben  biefetbe  ß^fll  fubtral^iert. 

Über  baS  geometrifd^e  SScrl^ättniS  beftefjen  nad^  §  12 
folgenbe  ®efefee. 

3)  Se^rfai^:  ®ag  SSorbergtieb  eines  geometrifd^en 
SSerpttnijfeS  ift  gteid^  ^intergtieb  mal  ©jponenten. 

3n  3eid^en:         a  =  b'C='C'b. 

4)  Se^rfa^:  DaS  ^interglieb  ift  gleid§  bem  Duo:= 
tienten  aus  bem  Sßorberglieb  unb  bem  @E))onenten. 

3n  3eid^en:  i^aic, 

5)  Se^rfai^:  ®er  SBert  eines  geometrifd^en  9Ser= 
pItniffeS  bleibt  ungeänbert,  toenn  man  beibe  ©lieber 
mit  berfelben  Qai)l  muUipUjiert  ober  burd^  biefelbe 
3af)l  biüibiert. 

3n  Qti^tn: 

r  T  a     b 

a:b  =^  am  :  bm  ==  —  :  —  • 
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3)tcfc  SSäal^tl^eit  fann  aud^  nod^  befonber»  ouf  folgcnbc 
SBeife  bctoiefcn  werben. 

S)er  ©jponent  be^  aSerl^ältniffe»  a :  b  fei  a:,  fo  ift: 

1)    a  =  X  'b, 

b.  ]^.  a  ift  ba^  a?fad^e  öon  &. 

©leid^ung  1)  mit  w  muttiplijicrt  gicbt: 

2)  am  =  rr  •  6  •  m; 

aw  ift  baö  irfad^e  öon  6im. 

3)urd^  Diüifion  ber  ©leid^ung  1)  burd^  m  entftefjt: 

3)     ^  =  0;.^, 


9»  m 


b.  1^.  -  ift  ba§  rrfad^e  öon 

S)iöibiert  man  ©leic^ung  2)  burd^  bm  unb  3)  burd^  -, 
fo  ergicbt  fid^:  4)    am:bm  =  x 

unb    5)    - :  -  =  a; . 
SRit^inift:  a:b  =  am:bm=>^:^> 

m    m 

2Äan  benufet  biegen  Sel^rfafe,  um  ein  SSerfjöttniS,  baö  burd^ 
Srüd^e  bejeid^net  ift,  burd^  gange  3<^^Icn  ouSjubrüdEen  unb 
um  aSerl)äItniffe  jtoijd^en  größeren  ßal^Ien  in  Heineren  ju 
geben,  j.  S.: 

i:i  gteid^  6-^:6.^  =  3:2;    60:45  gteid^  4:3. 

3n  praftijd^en  gäöen  bringt  man  ^äufig  bag  SSorbergtieb  eine8 
SSerJ^ttltniffeö  auf  1  unb  auf  100,  weil  man  mit  biefer  gorm 
bequem  red^nen  lann  unb  fic^  ber  SBert  eineg  fotd^en  SSer^ätt^ 
niffeS  leidet  überfd^auen  lä^t.  @o  jagt  man:  5Dag  SSerpItniS 
be§  ©urd^mefferg  jum  Äreife  ift  1 :  3^^  ober  1 : 3,14.  @in 
|)eftar  üerl^ält  fid^  jum  |)reu§ifd^en  SKorgen  annät)ernb  wie 
100 :  25. 

6)  Se^rfa^:  §aben  jwei  gleid^e  SSerl^ältnif  je  gleid^e 
^interglieber,  fo  finb  aud^  il^re  SßorbergUeber  gleid^. 
©leit^eJBerl^ättniffe  mit  gleid^en  SSorbcrgliebern^aben 
aud^  gteid^e  ^interglieber.    (SSergleid^e  §  12,  7  unb  8.) 
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§  70.    Sie  aritl^metif^eit  ^r^^^rtiraett. 

S)ie  SSetbinbung  jtoeter  gleid^en  SSerl^altttiffe  burd^  bd 
©Icid^l^eitöjeid^cn  ttcnnt  man  eine  Proportion.  3e  nad^  bei 
Art  ber  SSer^ältniffe,  bie  in  einer  5ßroportion  oorfomnien,  newrt 
man  biejelbc  eine  aritfjmetifd^e  ober  eine  gcomctrifd^c.  (Sine 
oritl^mctijd^e  ^Proportion  entftel)t  burd^  bie  ©leid^* 
ftellung  jweier  gleid^en  aritl^metifd^en  SSerJ^ältnijjc 
SJiefetbe  wirb  oud^too^I  „S)iffcrenjgleic^ung"  genannt 
SSerbinbet  mon  bie  aritfjmetifd^en  SSer^ältniffe  12  —  8  unb 
10  —  6  burd^  bag  ©leid^l^eit^äeid^en,  fo  ift:  .  | 

12  —  8  =  10  -  6  I 

eine  aritl^metijd^e  5ßroportion;  toenn: 

a  —  b  =  c  —  d, 

fo  ift  biefe  ®teid^nng  bie  aQgenteine  gomt  berfelben.  5Diefe 
^Proportion  wirb  gelefen:  a  üerpit  fid^  aritl^metifd^  ju  b,  wie 
c  jn  d.  Da  bie  ©ifferenj  öon  jwei  ungleid^  benennten  Sal^Ien 
nad^  §5,1  finnIo§  ift,  fo  muffen  fämtlid^e  ©lieber  einer 
arit^metifd^en  ^Proportion  gleid^ artig  fein,  bejw.  in  gteid^- 
namige  öerwanbctt  werben  lönnen.    SSerbinbnngen  wie: 

12  J(  —  8JC  =  10  hl  —  6hl 

l^aben  feine  Geltung.  5Die  öier  3^^^^^  einer  ^Proportion  l^ei^en 
(wie  bei  ben  SSerl^ältniffen)  ©lieber  berfelben  nnb  fie  werben 
in  aSorber=  nnb  ^interglieber  unterfd^ieben.  S)ie  SSorberglieber 
a  nnb  c,  bejw.  bie  ^intergüeber  b  nnb  d,  l^ei^en  l^omologe. 
gerner  bejeid^net  man  ba§  erfte  nnb  öierte  @tteb  mit  bem 
gemeinfd^afttid^en  5Ramen  Sln^englieber,  wäl^renb  bag  jweite 
nnb  britte  ©lieb  jnfammen  3nnenglieber  genannt  werben, 
©inb  in  einer  ^Proportion  bie  Snnenglieber  ober  bie  Sinken* 
gtieber  gteid^,  wie  j.  85.  in  ben  ^Proportionen: 

a  —  6  =  &  —  c    nnb    a  —  6  =  c  —  a , 

fo  l^ei^t  biefelbe  eine  ftetige.  ®ie  ßal^I  b  ober  a,  weld^e 
gweimal  afe  ©lieb  üorfommt,  wirb  „mittlere  aritl^metifd^e  5pro« 
portionale"  genonnt. 


§  70.    3)ic  arit^etijc^cn  Proportionen.  207 

SBctttt  man  auf  Bcibcti  ©citen  bcr  ^Proportion: 

12  —  8  =  10  —  6 

Wc  ©urnme  8  +  6  abbicrt,  fo  entfielt: 

12  +  6=  10  +  8, 

uvb  abbicrt  man  in  ber  allgemeinen  ^Proportion: 

a  —  6  =  c  —  d 

beiberfeitg  h  +  d,  fo  ergiebt  fid^: 

a  +  eZ  ==  c  +  fZ, 
b.  ]^.  in  SBorten: 

Sel^rfa^:  3n  jeber  aritl^metifd^en  ^Proportion  ift 
bie  ©ummc  ber  Su^englieber  gleid^  ber  Summe  ber 
Snnengliebet. 

Sft  biefe  SBebingung  erfüllt,  fo  ift  bie  ^Proportion  rid^tig, 
im  anbem  gatte  unrid^tig.  ©iefer  fie^rfa^  gicbt  ung  olfo 
ein  ÜKittet  an  bie  §anb,  bie  SRid^tigleit  einer  aritfimetifd^en 
Proportion  ju  prüfen. 

9lad^  bem  erften  Se]^rjia|e  folgt  aug  ber  ftetigen  arit^= 
metif d^en  ^Proportion    a  —  &  =  6  —  c : 

26  =  a  +  c ;    mitl^in    b  ==  ~^ • 

S)en  SSSert  für  b  nennt  man  bag  aritl^metijd^e  SJfittet  ber 
3al)Ien  a  unb  b.  S)efinition:  ®ag  aritl^metijd^e  SRittel 
jmeter  3^^^^^  ift  ^i^  ©älfte  t)on  il)rer  Summe.  3Äan 
bel^nt  biefe  S)efinition  auf  eine  beliebige  Slnjafjl  ßa^Ien  au§ 
unb  öerftefjt  unter  bem  oritfjmetijd^en  SKittet  x  t)on  n  ßa^len 

a,  b,  c,  d m  bie  Summe  berfelben,  biüibiert  burd^  i^re 

Ängal)!  n,  alfo: 

a  +  6  +  c  +  •  •  •  w 


X  = 


n 


Änwenbung  beg  aritfjmetifd^en  SRitteU.  2)ie  S3e= 
rcd^nung  beö  aritl^metifc^en  SKittel^  finbet  im  praftijd^en  fieben 
öielfad^e  Slnioenbung.  So  j.  93.  um  bie  burd^fd)nittlid)en  @in:= 
nal^mcn  unb  Slu^gabcn  in  einem  S^age,  in  einer  SQSod^e,  in 
einem  äRonot,  in  einem  Duartale  ju  erfal^ren;  bei  Ermittelung 
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beg  3)urci^fd^nittd2ini^fuBed  gleici^er  Kapitalien,  bie  gu  ))ec|i 
benem  Bindf^B^  audgeliel^en  ftnb;  }ur  iBeftimmung  beS 
3a{)Iungi^termiTted  t)on  gleichen  Kapitalien,  bie  ju  gleid^  3 
fu^  auSftel^en  unb  ju  üerfd^icbenen  Siermincn  fällig  finb; 
in  ber  aRifd^ung^rec^nung,  um  ben  S)urd^fd^nittS|)reid  glei 
Duantitäten  ju  fuc^en;  bei  93erec^nung  bed  S)UT(i^fd^nittdertri 
öon  ©runbftüdfcn.     Sei  ftatiftijd^en  Berechnungen  loirb 
aritl^metifd^e  3RitteI  gefud^t,  um  bie  burd^fc^nittlid^e  Slnjal^l 
lobcäfäHe  ober  Geburten  innerl^atb   eine^  Beftimmten 
räumet  feftjuftctten.    äuc^  bie  ©eometrie  unb  bie  Slatnt 
wiffenfd^aft  bebienen  fid^  öielfod^  be8  aritl^metifd^en  SRittdl 
bei  SReffungen,  Sd^ä^ungen  unb  SSered^nungen.     S33irb  j.  Ä 
bei  SSermeffung  einer  gelbmarl  eine  §auptlinie  breimat  gemefjcii 
unb  erl^ält  man  bie  SRefuItate: 

168;80m,     168,70  m,     168,30  m, 

\o  nimmt  man  al8  SWa^  berfelben: 

i(168,80  +  168,70  +  168,30)  m  =  168,60  m 

an.    ©r^ält  man  burd^  öier  ©c^ä^ungen  eincg  SBinfelS  bie 
SBerte:  46^0^    470^    45^0    ^^^    450^ 

jo  betrad^tet  man: 

i(46i«  +  47«  +  45i«  +  45«)  =  46« 

aU  bie  toirHid^e  ©röfee  beg  SBinfelg.  ßur  geftftettung  ber 
mittleren  Xageg^  unb  3Äonat§temperatur,  be§  mittleren  95aro^ 
meterftanbcg  eineg  Drtcö  auf  ber  (Srboberftäd^e  toirb  ebenfaUg 
ba^  arit^metijd^e  SKittel  genommen. 

IDie  ge^metrifi^en  |lr0)»xrt!0nen. 

§  71.    Segriff  ber  genmetrif^en  ^mpiiirtiiin. 

Die  SSerbinbung  gweier  gleid^en  geometrifc^en  SSerl^äUnifjc 
(§  69)  burd^  ba§  ®Icid^lE)eitgäeid^cn  nennt  man  eine  geometri  jd^c 
Proportion,  j.  85.  2  :  3  =  10 :  15.    3]^re  aßgemeine  gorm  ift: 

a:b  =^  cid, 

gelefen:  „a  (üerl^ält  fid^)  ju  b  toie  c  ju  d".    S)er  9iame  geo- 
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loetrift^e  Proportion  rül^rt  ballet,  toeil  bicfe  9(rt  Proportion 
ibx  ber  Geometrie  eine  bebeutenbe  9[ntt)enbung  ftnbet.  @tatt 
iAiger  ^arftettung  ber  Proportion  fd^reibt  man  aud^  t^ielfad^ 
Irte  Onotientengleid^ung: 

a  c 

IT  ~"  J' 

liietd^e  Sluffoffung  für  bie  9lecl^nung  feinen  Unterfd^ieb  mad)t. 

SHe  in  §  69  für  bie  ©lieber  einer  aritt)ntetifd^en  Proportion 

erläuterten  Slamen  gelten  aud^  für  bie  geometrifd^e  Proportion. 

6inb  in  einer  geometrifd^en  Proportion  bie  3nnen=  ober  bie 

Äu^engliebcr  gleid^,  fo  l^eifet  biefelbe  eine  ftetige,  j.  93.: 

SKan  nennt  bie  ©röfee  x  bie  „mittlere  geometrifd^e  ^ro- 
^)ortionaIe"  ober  bag  geometrifd^e  SJiittel  jttjifd^cn  ben 
gal^len  a  unb  6.  SBät)renb  fämtlid^e  ©lieber  einer  arit^= 
mctifrfien  Proportion  burd^auä  gleid^ artig  fein  muffen,  fönnen 
in  einer  geometrifd^en  Proportion  bie  ©lieber  beg  einen  SSer- 
l^ältttiffeg  inbejug  auf  bie  ©lieber  beg  onbem  ungIeirf)nomig 
fein.  (Sbenfo  fann  ein  SSerpltni^  benannt,  bag  anbere  un== 
benannt  fein.    @o  ift  j.  83.: 

5c/^:15c/^  =  8m:24m 

eine  rid^tige  Proportion  (öergl.  §  69).  S3ejeid^net  man  jttjei 
öerfd^iebene  Quantitäten  allgemein  mit  q^  unb  q^,  fo  ift: 

aq^  :  hq^  =  cq.^  :  dq2 

üöllig  übereinftimmenb  mit: 

a:b  =  c : d. 

§  72.    Sel^rfSi^e  filier  geometrif^e  Proportionen. 

S33enn  man  beibe  SSerl^ältniffe  ber  geometrifd^en  5ßroportion 
a:l^=  c:d  mit  hd  multiplijiert  (§  69),  fo  entftet)t: 

ad  =^hc. 

S)iefelbe  $ßrobuftengleid^ung  fann  aug  ber  gegebenen  ^Proportion 
mit  §itfe  be8  ©Eponcnten  abgeleitet  »erben. 

.    @d^ filier^  ndt^metit  14 


I 

i 
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«8  fei: 

aib^e;  olfo       2)       (i=.&-e, 

fo  ift  au(f|;     c:d=-e;  mittiin     3}d-C"=c. 


Eie  SKuItipIilatton  bon  2)  mit  3)  liefert:     ade  =  bce; 
al\o  ad  =  bc.    hieraus  folgt  baS 

1)  ^autitgefe^:  3n  jebei  geometrifc^en  ^loportit 
(aus  reinen  3°^lf")  'ft  ^^^  ^robutt  bec  ?lufeenglieb( 
glei(^  bem  ^robuft  bei  ^nnengliebec. 

Eiefer  Se^rfo^  bietet  ein  SKittel  jut  Prüfung  ber  9f!ii^ti 
!ett  etnet  jeben  »otgetegten  geometrifiiieH  Sßtopottton.    ©o 
j.  8.  bie  Proportion: 

8  :  15  =  24  :  45 
richtig  unb  bie  $ro)iortion: 

a  +  b:a  —  6  —•  a*  +  6' ;  a*  —  fi* 
unrichtig;  t&  ift  nämittfi: 

ia  +  bY>a'  +  b'. 

2)  St^tfa^:  ffiine  geometrtft^e  Proportion  ift  ft 
richtig,  nenn  baS  $robutt  bei  inneren  ©lieber  ' 
^robuft  ber  Stufeengtieber  QUiif  ift  (Umle^rung  oof 

?Iu8  ba  5|3robuftengtei(^un9  ad^bctann  nton  mit 
Wenbung  Don  §  12,  6  bie  folgenben  nd}tia£ 
leiten:  b  •  e 


b  —  — —    unb    c  = 
3Ran  ftnbet  auS: 

a:b^e:x      unb      o. : ; 
für  bie  unbetannten  Qa^ita  x  unb  y  bie 
^-    unb    y 
(t  ber 


litta£a_y>leicf)un3e 


§  78.    SerAnbeningen  einer  geometrifd^en  ^roportton. 


icbe: 


inneren  ©lieber  burd^  baS  anbete  äußere  ®Iieb  bit) 
biett.  (£in  (unbefannte«)  innere^  ®Ucb  ift  gleid)  be 
^robutte  ber  Sln^engliebet;  bit)ibiert  burd)  bad  bi 
tannte  innere  @Iieb. 

3tt{tt#:  ®tnb  in  jtt)ei  ^Proportionen  brei  oleic^fteHij 
©lieber  bejügtici^  flleid^,  fo  finb  auc^  bic  vierten  ©lieber  eii 
anber   gtei^.     Äug    a:l  =  c:x    unb    a:b  =  c:y    folg 


a;  =  V  = 


a 


Wi  Slnn^enbung  be^  ^auptgefe^ei^  ergiebt  fid^  aug  ber  ftetlgt 
^oportion: 

4::x  =  x:9,    a;*  =  36;      mitt)in      ^  =  /3G==G. 
SBenn  oQgentein: 

a  :  a:  =  rr  =  6 ,     fo  ift     a:  =  }/«& ; 
in  SBorten: 

4)  Sel^rfa^:  S)ie  mittlere  geometrifd^e  ^^^roportii 
nale  jn  jtt)ei  gegebenen  3^^^^^  ^  ^^^^  ^  ift  gl^ic^  bi 
duabratn^urjel  au^  bem  ^robulte  ab. 

§  73.    ßetinberungen  einer  geometrif^en  Proportion. 

SRan  fann  mit  einer  $ßroportion,  unbefc^abet  it)rer  JRic^tii 
*%  mannigfad^e  SSeränberungen  t)ornef)men. 

a)  (Es  fei  bie  $ßroportion    a:b  =  c:d    gegeben,  fo  if 

ma:  mb  =  nc  :  nd 
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®^  fei: 

a :  6  «=  6 ;        alf o       2)        a  =  6  •  c , 

\o  tft  auä):     c:d==e]      tnitl^in     3)  d .  e  =  c. 

S)ie  äKuftipUIation  tjon  2)  mit  3)  liefert:     ade  =  6cc; 
alfo  ad  =  bc.    ^ierauä  folgt  ba8 

1)  ^aufitgefe^:  3n  jeber  geontetrifd^en  Proportion 
(au8  reinett  S^^ten)  ift  ba§  ?ßrobuIt  ber  Äu^englieber 
gleich  bcm  ^robult  ber  3nncnglieber. 

S)iefer  Se^rfafe  bietet  ein  SRittel  jux  Prüfung  ber  Slid^tig^ 
feit  einer  jeben  vorgelegten  geontctrifd^eu  $ßroportion.  ©o  ift 
j.  S3.  bie  Proportion: 

8  :  15  =  24  :  45 

rid^tig  unb  bie  $ßroportion: 

a  +  6  :  a  —  6  «  a«  4-  6^ :  a'  —  6' 

unrid^tig;  c8  ift  näntUc^: 

(a  +  by>a^  +  b^. 

2)  Sel^rfai^:  ®ine  geometrifd^e  Proportion  ift  ftet§ 
rirf)tig,  »enn  bag  ?ßrobuft  ber  inneren  ©lieber  bent 
^robuft  ber  2lu§englieber  glcid^  ift.  (Untlet)rung  öon  1.) 

?lug  ber  5ßrobuItengIeid^ung  ad  =  bc  tann  ntan  mit  Sin- 
toenbung  öon  §  12,  6  bie  folgenben  rid^tigen  ©leid^nngen  ah 
leiten:  b  •  c  ,      &  •  c 

b  = unb    c  =  -3—  • 

SRan  finbet  aug: 

a :  6  =  c :  a;      unb      a  :  y  =  c  :  d 

für  bie  unBefanntcn  ßatilen  rr  unb  y  bie  ®Ieid^ungen: 

j?  = unb    y  = 

Äug  biefen  ©leid^ungen  folgt  ber 

3)  ße^rftti^:  SRan  erhält  ben  SBert  für  ein  «.uften^ 
glieb  einer  ^Proportion,  »enn  man  bag  $ßrobuft  ber 
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inneren  ©lieber  burd^  baS  anbere  äußere  @Iieb  bit^i^: 
Jiert.  @in  (unbefannte«)  innere^  ®Iieb  ift  gleid)  bent 
^robufte  ber  au^englieber,  biöibiert  burc^  ba8  be« 
fanntc  innere  ©Heb. 

Sttfa^:    ©inb   in   jtoei   ^^Jroportionen   brei   gleid^fteHige 

©lieber  bejügüd^  glcid^/  fo  finb  aurf)  bie  öierten  ©lieber  ein« 

anber   glctd^.     Slu^    a:h'=^  c:x    unb    a:b  =  c:y     folgt: 

&  •  c 
^  a 

SDKt  Slnwenbung  be^  ipauptgefefeeö  ergiebt  fid^  aug  ber  ftetigen 
Proportion: 

4::x  =  x:9,    a;*  =  36;      ntit^in      x  =  yS6  =  6. 
SS8enn  allgemein: 

a:  X  =^  x  =  bf    fo  ift    a;  =  Yab ; 
in  SBorten: 

4)  Sel^rfa^:  S)ie  mittlere  geometrifrf)e  ^roportio- 
nale  ju  jroei  gegebenen  3^^^^^  «  ^^^  *  ift  gt^ic^  ber 
Ouabratttjurjel  au8  bem  $ßrobuIte  ab, 

§  73.    ßerinberungen  einer  geometrif^en  ^rofiortion. 

ÜRan  fann  mit  einer  ^Proportion,  unbefrf)abet  il^rer  Siic^tig* 
feit;  manntgfad^e  SSeränberungen  öornel^men. 

a)  S8  jci  bie  $ßroportion    a:b  =^  cid    gegeben,  fo  ift: 

ma  :  mb  =!  nc  :  nd 


a     b 

* 

m  *  m 

n  *  n 

ma:  b 

— 

mc:  d 

a :  nb 

= 

c :  nd 

ma :  nb 

mc :  nd 

a            7 

-  :  b 

m 

- :  d 
m 

b 

a  :  - 

n 

d 

c:  - 

a     b 

c      d 

m     n 


m     n 
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3)icfe  f ämtlid^cn  aug  a:b  =  c:d  abgeleiteten  ^ßroportiotie» 
finb  jufolge  bei^  ^auptgefeleS  rid^tig.  S3ei  oQen  Umformungen 
einer  Proportion  ad^te  man  barauf,  ba^  biefelbe  ba^  ^ou^ 
gefefe  erfüllt. 

b)  @e§t  man  an  ©teile  obiger  Proportion  bie  gteid^« 
toertige  Duotientengleid^ung : 

1)     -  =  - 
^^     h        d 

unb  potenjiert  beibe  Eluotienten  nad^  §  68  mit  n,  fo  entfte^t: 

2)    ^  =  ^, 

in  ^roportioniJform: 

3)  öt«  :  6«  =  c«  :  ei'* . 

SRabijiert  man  bie  ©leid^ung  1)  burd^  n,  fo  erhält  man  jufolge 
§  26  unb  §  27,  3: 

4)  yäi^b  =  yc:}/d. 

2)ie  ©teid^ungen  unter  a),  fowie  bie  ©leid^ungen  3)  unb  4) 
unter  b)  jpred^en  folgenbe  SBal^r^eit  au§: 

1)  Se^rfai^:  a)  2)ie  SRid^tigleit  einer  Proportion 
bleibt  ungeänbert,  loenn  man  il^re  l^omologen  ©lieber 
mit  berfelben  3^^^  multiplijiert  ober  beibe  burc^ 
biefelbe  ßal^t  biöibiert.  b)  (Sine  5ßroportion  bleibt 
richtig,  wenn  man  alte  ©lieber  mit  berfelben  Sa\)\ 
potenjiert  ober  burd^  biefelbe  Qal^i  rabijiert. 

SSerfe|ungen  ber  $ßroportion.  Slug  bem  1)  Sel^rfafee 
§  72  folgt:  @inb  jttjei  gleirf)e  $ßrobufte  au8  je  jmei  5<^ftoren 
gegeben,  fo  lann  man  aug  ber  $ßrobuftengIeid^ung  eine  rid^tige 
^Proportion  ableiten,  in  »eld^er  bie  ^dioxtn  beg  einen  ^ro* 
bufteg  bie  inneren,  unb  bie  goWoren  beö  anbem  bie  äußeren 
©lieber  bilben.  Sei  S3ilbung  einer  ^Proportion  aug  einer 
gegebenen  $ßrobuftengleid^ung  fange  man  mit  einem  beliebigen 
galtor  an,  laffe  bie  g^ftoren  beg  anbem  5ßrobulteg  folgen  unb 
fe|e  fc^lie^Iic^  ben  anbem  galtor  beg  erften  ?ßrobuIte8.  2)a 
man  mit  jebem  gaftor  jroeimal  beginnen  lann,  fo  laffen  fid^ 
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aug  einer  ^robuftenflleid^ung  ad^^bc  ac^t  ^Proportionen  auf«» 
fteQen : 


®egeBen: 

4  •  9  -=  3  •  12 

begeben: 
1) 

ad  —  bc. 

1) 

4 :  3  =  12  :  9 

a:b  «=  c:  d 

2) 

4  :  12  =  3  :  9 

2) 

a:  c  =  b:  d 

3) 

9  :  3  =  12 :  4 

3) 

6 :  a  =  d :  c 

4) 

9:12  =  3:4 

4) 

b:d  =  a:c 

5) 

3 : 4  =  9  :  12 

5) 

c:a  =  d:b 

6) 

3  :  9  =  4 :  12 

6) 

c:d^='  a:b 

7) 

12  : 4  —  9  :  3 

7) 

d:b  =  c:a 

8) 

12:9  —  4:3. 

8) 

d:c  —  b:a. 

Siefeiben  ^i|iro))ortionen  fönnen  auc^  aui  bet  Quotienten« 

gletdöung  f  =  ^  gebilbet  toerben.    S)ie  Siid^tigfeit  ber  öor- 

ftel^enben  ad^t  Proportionen  folgt  auö  bem  2)  Se^rfa|e  §  71, 
bie  ^probuftcnglcid^ungen  finb  näntlid^  fämtlid^  ad  =  6c.  äWan 
nennt  bie  ^Proportionen  2)  big  8)  ,,8Serfe§ungen"  ber  erften 
^Proportion,  »eil  fie  burd^  8Serfe|en  ber  ©lieber  ber  Proportion 
a:b  =  c:d  entftanben  finb.    Äug  Sorftel^enbem  ergiebt  fic^  ber 

2)  Sel^rfai^:  SluS  jioei  gleid^en  ^robuften  mit  je 
jioei    f^oltoren    ober    quS    ber    Ouotientengleid^ung 

F**^    lönnen    ac^t   rid^tige   ^Proportionen    gebilbet 

toerben.  —  3n  jeber  Proportion  fann  man  bie  inneren 
fottjie  bie  äußeren  ©lieber  beliebig  öertaufd^en  unb 
aud^  bie  äußeren  ©lieber  ju  inneren  machen  unb  um* 
gefeiert. 

§  74.    Sie  ^ummtn^  unb  Sifferenjenfa^e  üUx  Proportionen. 

®8  fei  bie  ^Proportion  15  :  9  =  10 :  6  gegeben,  ^ierau^ 
!ann  man  burd^  Äbbition  ober  ©ubtraftion  ber  ©lieber  be8 
erften  SSerl^ältniffeiS  unb  burd^  biefelbe  aritt)metifd^e  SSerbinbung 
ber  ©lieber  be8  jioeiten  SSerl^ältniffeg  bie  folgenbe  rid^tige 
Proportion  ableiten : 
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15  +  9:  10 +  6  =  15: 10 -=9:6. 
S)er  ^Proportion  a:b=c:d  cntjprid^t  bie  Duotientcnglcid^ung: 

^^     h        d 

SBcnn  man  auf  bcibcn  Seiten  +  1  abbiert,  jo  entfielet: 

oN      a±h        c  ±d 

©iefe  ©leid^ung  in  $ßroportion8fonn  bargefteHt,  giebt: 

3)  a  +  b:b  '^  c  +  d:d. 

^nxä)  SSertaufd^ung  ber  3nnenglieber  erl^ält  man: 

4)  a  +  b:c  +  d  =  h:d,  in  SBorten: 

1)  Sel^rfai^:  3n  jeber  ^Proportion  öert)äU  \x6)  bie 
Summe  (2)ifferenj)  ber  ©lieber  be^  erften  SSerl^ött^^ 
nijje^  jur  Summe  (S)ifferenj)  ber  ©lieber  beg  jweitcn 
SSerl^ättniffeg,  wie  bie  SBorbergtieber  ober  wie  bie 
ipinterglieber. 

Sttfai^:  aSerbinbet  man  bie  Quotienten  beiberfeit§  mit 
±n,  \o  erfjält  man  burd^  bie  öorige  (Snttoidelung: 

a  +  Mfe:c  +  Mf?=a:c  =  6:d. 

S)ie  Proportion  unter  4)  umfaßt  bie  beiben  ^Proportionen : 

1)  a-^b:c-^d  =  b:d 

2)  a  —  &:c  — d  =  &:d. 

SBegen  ®Iei(^]^eit  beg  SSert)äItniffe8   b :  d  folgt  t)ieraug  un- 
mittelbar: 

3)  a-\-b:C'\'d  =  a  —  b:c  —  d 

ober  mit  SSertaujd^ung  ber  inneren  ©lieber: 

4)  a  -\-b  :a  —  fe  =  c  +  d:c  —  d. 

S)iefe  ^Proportion  fprid^t  folgenbe  SBa^rl^eit  au§: 

2)  Se^rfa^:  3n  jeber  ^Proportion  öerplt  fid^  bie 
Summe  ber  ©lieber  be8  erften  Ser^ältniffe^  jur 
©ifferenj  berfelben  »ie  bie  Summe  ber  ©lieber  beS 
jtoeiten  ^erl^äUnf[fe§  ju  il^rer  S)ifferenj. 
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S)tc  öotftc^cnbcn  Beiben  Scl^rjäfee  lönnen  in  eine  SBa^r- 
l^eit  iujommengefafet  »erben.  S)ie  gonnci,  meirfie  tiefen  aH^ 
gemeinen  Sel^tfal  andjprtd^t,  finbet  man  auf  folgenbem  Sßege: 

9Kit  93enu|ung  öon  §  73,  1)  Se^rfafe  crt)ält  mon  au8 
a:b  =  c:d: 

1)     mainb  f^  mcmd. 

1)    paiqb  f^pc:  qd. 

3laä)  §  74,  1)  Se^rfal  ift: 

II)     ma  +  nb  :  wc  +  nd  =  ma  :  mc ; 

2)    i>a  +  3^  ♦  JP^  i  9'^  "=  i^öt :  pc ; 

ober:  III)    ma  +^nb:mc  +  nd  =  a\  c, 

3)    pa  +  ^6  :  pc  +  ^e/  =  a  :  c . 

Stu8  bcn  ^Proportionen  unter  III)  unb  3)  ergicbt  fid^ 
tocgen  ®Ieici^f)eit  be^  jweiten  SSerl^ältniffeg: 

ma  +  w6  :  mc  +  nd  =|?a  +  3^  «JP^  i  9'^ 
ober  burd^  SSertaufc^ung  ber  3nnengUcber: 

ma  +  nh  :  jpa  +  Qfö  =  "i^c  +  nd  :  jpe  +  qd . 

3)iefe  allgemeine  formet  fprid^t  folgenbeg  arttl^metifd^e 
®efe|  aui^: 

3)  Sel^rfai^:  3n  jeber  Proportion  öert)äU  firf)  eine 
beliebige  arit^metifc^e  SSerbinbung  ber  ©lieber  be8 
erften  Serl^ättniffeg  ju  einer  beliebigen  anbern  SSer^ 
binbung  berfelben  ©lieber  loie  biefelben  SSerbinbungen 
ber  ©lieber  beg  jweiten  SSerl^ältniffeä  fid^  t)ert)alten. 

S)iefer  fie^rfa^  loirb  nad^  93arbe^  „^ai^  Hon  ber  torre^: 
fpoitbierenben  9Uibition  Viv!t  Subtrattion  ^^  genannt.  93or^ 
ftel^enbe  aßgemeine  %t^xmti  enthält  t)iele  befonbere  gäHe,  ba 
bie  gaftoren  m,  n,  p  unb  q  beliebige  pofitiöe  unb  negatiöe 
3öl^Ien,  bie  SkvXi  eingef^Ioffcn,  bejcid^nen  fönnen.  @o  j.  93. 
fliegt  bie  $ßroportion  beg  2)  Se^rfafeeg  aug  ber  allgemeinen 
gormel,  toenn  man: 


1 
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fefet.    Sft    p  =  0    unb    g=l,    fo  entfielet:  > 

SBettn    m  =  1    unb    n  =  0,    \o  erhält  man: 

a  :  jpa  +  Ö'^  =  ^  ♦  ^P  i  9'^    U.  f.  f. 

SScrtaufd^t  man  in  bcr  ^Proportion  a:6=c:d  bie  inneren 
©lieber  unb  wcnbet  auf  biefe  Proportion  ben  1)  Se]^rfa|  on^ 
\o  erf)ält  man: 

1)    a  +  c:b  +  d  =  a:b'='c:d, 

^ieraug  jufolge  beg  2)  Sefirfafeeg: 

2)     a  -j-  c:  a  —  c  =  b  -^  d:b  —  d. 

2)ie  ^Proportion  1)  lautet  in  SBorten: 

4)  Sel^rfai^:  3n  jeber  ^Proportion  öerl^ält  \xä)  bie 
Summe  (S)ifferenj)  ber  SSorberglieber  jur  ©umme 
(S)ifferenj)  ber  ^interglieber  ttjie  ein  SSorbergüeb  ju 
feinem  ^interglieb. 

Slug  ^Proportion  2)  folgt: 

5)  Sel^rfai^:  S)ie  Summe  ber  SSorberglieber  öer^ält 
fid^  ju  it)rer  S)ifferenj,  loie  biefelben  aritt)metifd^en 
SSerbinbungen  ber  ^interglieber  fid^  öerl^alten. 

S)er  4)  Set)rfa§  läfet  eine  SSeraUgemeinerung  ju.  3iifolge 
beg  1)  Se^rfa|e§  §  73  folgt  au§    a:b  =  c:d: 

ma  :  mb  =  nc  :  nd. 
S)urci^  SSertaufd^ung  ber  3nnenglieber: 

ma  :  nc  =  mb  :  nd. 
SRit  SBenufeung  be^  3)  ßet)rfa^eg  l^at  man: 

ma  +  nc :  mb  +  nd  =  ma  :  mb ,  mitf)in: 

a  :  6  =  e :  d  =  wia  +  "nc  :  wiö  +  nd ;       b.  1^.: 

6)  Sel^rfa^:  3n  jeber  ^Proportion  öerl^ält  fic^  eine 
beliebige  arit^metifd^e  SSeriinbung  ber  SSorberglieber 
JU  berfelben  aritl^metifd^en  SSerbinbung  ber  hinter- 
glieber  toie  ein  SSorberglieb  ju  feinem  ig^interglieb. 
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unb  biefe  Duottentengleid^ung  ftimmt  mit  ber  ^robutten^ 
gleid^ung  ber  Proportion  unter  2)  überetn.  ipieraui^  ergiebt 
fid^  ber 

Se|tfa^:  SBenn  man  bie  gleid^ftelligen  ©lieber  t)on 
jtoei  (ober  mel^reren)  ^Proportionen  multiptijiert  ober 
biöibiert,  fo  erhält  man  eine  neue  rid^tige  ^Proportion. 

3ufotge  biefe«  ©efefeeiJ  lann  man  aug  ben  Proportionen: 

x:y='5:8    unb    js}u  =  4:  15 

burd^  SKuItipIilation 

xz :  yw  =  20 :  120  =  1 :  6        unb 
ux:y0  =  lo:  32  jufammenfe^en. 

2)  Äug  ber  Sleil^e  öon  Proportionen: 

1)  A:B^f:g 

2)  B:C  =  h:k 

3)  C:D=:m:n 

4)  D:E  =  p:q 

erhält  man  bnxä)  äRuItipIifation  t)on: 

1)  unb  2)     Ä:C  =  fh:gk 
1)  bis  3)    Ä:D=fhm:g1cn 
1)  biiJ  4)    A:  E  =  fhmp  :  ^Äwg . 

S)a  bog  SSer^ältniä  ^ :  i;  bem  ^robuft  ber  SSer^ältniffe: 

f:g,    h:Jc,    m:n    unb    p:q 

gleid^  ift,  jo  fagt  man,  J.:i?  fei  au8  biefen  SScrl^ältniffen 
jujammengejelt 

§  76.    f^ortlaufenbe  Proportionen. 

@inb  ^Proportionen  öon  ber  gorm  gegeben,  bafe  bie  §intcr= 
glicber  mit  ben  f olgcnben  SSorbcrgliebern  übercinftimmen,  j.  85. : 

a :  6  =  ttj :  b^ 
1)      6  :  c  =  6i :  Ci 
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Da  beibc  SScr^ättniffe  biejcr  neuen  ^oportion  benjelbcn  Cj* 
ponenten  |  t)aben,  fo  ift  biefelbe  rid^tig.  S)iöibictt  moti  bfe  |; 
©lieber  ber  erften  ?ßroportion  burc^  bie  entjpred^enben  ©liebet  1 
ber  jtoeiten,  fo  erhält  ntan:  j 

4)    i:|  =  V:B/    ©Eponent  I : t  =  V 

S)ie  aSert)äItniffe  biejer  abgeleiteten  ^^5roportion  l^aben  bcn 
flleid^en  ®Eponenten  V  J  tnit^in  ift  aud^  bie  4)  Proportion 
rid^tig. 

^tfliruns:  "än^  jioei  ober  meisteren  t^orgelegten 
^Proportionen  burd^  9KuttiptiIation  ober  S)iöifion  ber 
gleic^ftelligen  ©lieber  eine  einjige  ^Proportion  ab* 
leiten  tieifet,  „^Proportionen  äufamntenfefeen". 

Silbet  man  au8  jwei  gegebenen  ^Proportionen  mit  ben 
Sjponenten  e^  unb  e^  burd^  9KuItipIifation  eine  britte,  jo  l^at 
biefe  jufammengefe|te  ^Proportion  ben  ©jponenten  e^-  e^.  ©ie 
aus  benfetben  ^Proportionen  burd^  SJioifion  abgeleitete  t)at  ben 

©Eponenten  -,  bejtt).  -• 

©inb  allgemein  bie  gleid^jeitig  beftel^enben  Proportionen: 

a:b  =^  c:d 

gegeben,  fo  ift:       1)    aai:bbi=  cc^:  dd^ 

S3ett)eiiS.  yia6)  bem  ^auptgefe^e  (§  72)  ergeben  fid^  au§ 
ben  gegebenen  ^Proportionen  bie  ©lei^ungen: 

3)    ad  =  bc 
4)    «1^1  =  b^c^. 
S)urd^  aKuItipUIatton  öon  3)  unb  4)  entftef)t: 

ad«  a^rfi  «==  6c  •  ftiCj, 

»eld^e  $probuftengIeid^ung  fid^  mit  ber  abgeleiteten  ^Proportion 
unter  1)  bedft.    S)ie  S)it)ifion  ber  3)  ©leid^ung  burc^  4)  liefert: 

^  =  ^      (äufol8e§12,6) 
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Sier  4)  Se^rfa^  §  74  gttt  oui^  für  bie  fottlaufenbe 
Proportion.  SBtt  »oflen  bi(f(  aSa^r^eil  jttnädlf  an  «nem 
fteftimmten  SBetjpiele  nat^roetfen.    ®e  üei  bie  Proportion: 

5  :  3  =.  10  :  6  =  15  :  9 ,    (SEpomnt  $ 
ober  5 :  10 :  15  =  3 : 6  : 9  flegefeen. 

äRan  ^at: 

5+10+15;3  +  6  +  9-=5:3 

30;  18 -=5:  3. 

3ft  allgemein  bie  fortlaufettbe  ^oportion: 

a  :  t :  c  :  d  =■  «1 :  6i :  c,  :  (^ 

gegeben,  fo  f^eibe  man  biefelbe  in  ber  gönn  unter  4)  oben 

unb  jefee  ben  @Eponenten   a :  o,  -=  i,   fo  entftel|en  fotgenbe 

®Iei(^ungen: 

ia  ■=  Oj  -  i 
6  -=  fc,  ■ i 
tf  =  c,  ■  * 


1) 


^erbinbet  man  biefelben  buT(f|  +,  fo  entfletit; 

3)    <.  +  6  +  c±d  — (a,  +  t,+t,±<i,).(, 

3)     a±6  +  c  +  d:a, +  6, +q +rf,  =  i  =  a:ai, 

b.  S-: 

3)  Selirfo^:  3n  jeber  fortlaufenben  ^topoition 
»erhält  Yiü)  bie  ©umme  aller  SSorberglieber  ä^f 
Summe  fämtlic^ei  §interglieber  mte  ein  ffiorbcr; 
güeb   ju  feinem  ^interglieb. 

3n  ber  borftefjenben  Jotm^t  tonnen  bie  SJotjeic^en  beliebig 
gewählt  »erben,  roenn  man  nur  beQ(^tet,  bafe  bie  gleictiftelligen 
©lieber  boSfetbe  SBotjeic^en  ertjalten.  S)ie  Proportion  bteibl 
tmä)  n^tig,  menn  man  bie  entfpre^enben  ©lieber  mit  bei- 
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felben  3<^^t  multi|)li}icrt.    (SWaii  öerglcid^c  §  74,  4)  Se^Tfa|.) 
SlQgcmein  ift: 

na   i  w&   dt  pc   "il  Q^         « 

3ttfa^:  @inb  beliebig  titele  gleid^e  iBrfid^e  gegeben,  fo  1^ 
ein  93rnc^,  beffen  Saldier  gleid^  ber  ©nntme  ber  3^^^^^  ^^^ 
beffen  Slenner  ber  ©untnte  ber  9lenner  jener  SBrüc^e  gleich  ift, 
ben  SBert  eineiJ  gegebenen  S3mci^e8.    @o  ift  j.  93.: 

3  6__^  16_   3  +  6+9  +  15   33  3 

4  8""12         20""  4~+  8  +  12  +  20         44         4  * 

9lnmer!ung.  Srür  bte  Sluflöfung  ber  Säeftimmungi^gleid^ungen 
merfe  man  ftd^  bie  aud  ber  Proportion: 

a  :  h  :  c  :  d  =^  a^  :  hy  :  Ci  :  dy 

fofort  l^eroorgel^enben  Oleid^ungen  unter  i):  a  =  a^  - 1 ,  u.  l  to.  @o 
ergiebt  fid^  j.  SB.  ouS  ber  Proportion    x  :  y  :  ;?  «  a  ;  &  :  c    btreft: 

X  =^  a  '  t,      y  =zh  '  t      unb      ^r  =  c  •  t . 

§  77.    8ilbuns  fortlaufenber  Proportionen. 

Aufgabe:  2)ie  fortlaufenbe  ^Proportion  jioif^en 
n  ßal^Ien  jn  bilben,  wenn  n'—  1  öoneinanber  nnab* 
l^ängige  ^Proportionen  gegeben  finb. 

S3eifpiel  1):  @§  feien  jttjif^en  ben  6  Sln^brüdEen  a,  h, 
c,  d,  e  unb  /'  bie  folgenben  ^Proportionen  gegeben: 

1)  a  :  t?  =  4  :  5 

2)  /•:  e  =  3  :  8 

3)  t :  c  =  2  :  3 

4)  d:f  =  l:4: 

5)  e:6  =  8:5. 

S)a  feine  ber  öorftel^enben  ^Proportionen  au^  anbern  abgeleitet 
werben  fann,  fo  l^ei^en  fie  unabl^ängig  öoneinanber.  Um 
bie  gefud^te  Proportion  jn  erhalten,  \t%t  man  nad^  §  75  ang 
ben  gegebenen  ^Proportionen  jnnäd^ft  jold^e  jufammen,  in 
welken   baö  SSerl^ältni^  einer  ®rö§e  ju  aßen  übrigen  öor* 


§  77.    Sitbung  fortlaufenbet  $TO))ortionen. 


223 


toinmt.     äßan  6ilbe  j.  93.  iunäd^ft  5  ^oporttonen  mit  je 
einem  bet  Serl^öttniffe 

a:b,    a:c,    a'.d,    a:e    unb    a:f. 


1 
4 

II 
2 

III 
5 

IV 
3 

V 


a :  d 
d:f 


4:    5 

7:    4 


o :  /■ 
/j  e 
a:  e 
c:  b 


7:    5. 
3:    8 


21:40. 
8:    5 


o:&  =  21 :25. 
l:  c=   2:   3 

o  :  c  =  14  :  25 . 


9itttt  fteHen  tuir  bie  unter  I)  bi2  V)  fte^enben  ^Proportionen 
jufammen: 

a :  6  =  21 :  25 

a :  c  =  14  :  25 

a  :  d=   4  :   5 

a  :  e  =  21 :  40 

a:f=    7:    5. 

3Ra(f)t  man  burd^  9J2uItipIitation  mit  geeigneten  ^^aftoren  bie 
SJorbergüeber  rec^t«  gleidEi  (§  73,  1)  Se^rjafe  a),  fo  entfielt: 


a:  b 
a :  c 
a'.d 
a :  e 
a:  f 


84 
84 
84 
84 
84 


100 
150 
105 
160 
60. 


hieran«  ergiebt  ftd^  bie  f orttauf enbe  Proportion: 

o :  6 :  c :  d:  c :  /•=  84 :  100 :  150 :  105 :  160 :  60 


SSeifpiel  2):  begeben  feien  bie  Proportionen: 
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1)    a :  6  -=.  1 :    2 


2) 

3) 


c :  e 
h:f 


3:   4 
5:   6 


4)  f:e  —  3:    8 

5)  rf:c  =  7:12. 

Snberei^  SSerfal^ren:  3Ran  brfide  bie  n  gegebenen 
@rö^en  burd^  eine  beliebige  berfelben,  j.  93.  a,  an^.  83ejei(l§net 
man  bie  gefachten  Äoeffijienten  mit  e,  ei,  e^  u.  f.  xx>.,  fo  finb 
l^ier  folgenbe  ©leid^ungen  ju  bilben: 

a=l'a,      b  =^  z  '  a,      c« 


iTi  •  a 


d  =  j8?9  •  a 


2 


e  =  0^ '  a  f     f  ^=  z^'  a, 
@j^  ift  jufolge  Proportion: 

a  =  1  •  a 

/*  =  f  •  2  •  a  =  V^ 
«  =  !•  V  •«  = 


1) 


3) 
4) 
2) 


V« 


3lu§  üorftel^enben  Gleichungen  ergiebt  fid^  ate  bie  gefud^te 
fortlaufenbe  5ßroportion: 

a:l:c:d:e:f=  1 :2:  V  :  V  ♦  V  *  V* 

Ober,    toenn    man    aQe    §interglieber    mit    5    multiptijiert 
(2.  Se^rfafe): 

a  :  6  :  c  :  d :  e :  /•  =  5  :  10  :  24  :  14  :  32  :  12 . 

93eim  praltifd^en  $Redf|nen  lann  man  bieg  SSerfal^ren  in 
folgenber  lürjeren  SBeife  antoenben.  9Kan  fdfireibe  bie  9[ug= 
brfidfe,  toeld^e  bie  SSorberglieber  ber  gejud^ten  ^Proportion  bilben, 
nebeneinanber,  fe^e  über  ben  S3ud^ftaben,  mit  ttjelc^em  bie  übrigen 
öerglic^en  »erben  foQen,  j.  85.  über  a  eine  SSerl^ältnigjal^I, 
ettoa  1,  bitbe  toie  üorl^in  bie  SSerl^ältni^jal^Ien  ber  anbem 
SBud^ftaben  mit  aSejiel^ung  auf  a  (im  Äopfe)  unb  fe|e  bie 
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erl^altenen  Sßerte  über  bte  bejügttd^en  ®rö^en.   3^^^  Erläuterung 
mögen  fotgenbe  SSeifpiele  bienen. 

SBetjpiel  3):  ©cgeben  fei: 

a; :  ^  =  4  :    5 

y:t;  =  8  :    7 

jef:M  =  3:    2 

t;:a?  =  7: 12. 

«uflöfung: 

1       1       i       1 

X,      y,       0,       u, 
x:y:g:u:v  ^^  l:i i^: 

v. 

©äntttid^e  $intcrgüeber  mit  12  multiplijiert,  liefert: 

a? :  y :  j? :  w :  v  «=  12  :  8  :  15  :  10  :  7 . 

Seifpiet  4):  begeben: 

a  :  c  =  12  :  7 

f:g=    5:9 

d:  6=  16:5 

ö^ :  c  =  18  :  7 

d:f=   8:5. 
Sluflöfung: 

1        A       tV       i       i       i 
a,        6,         c,        d,       f,       g. 

^Proportion : 

a :  6  :  c :  d :  /• :  ö'  =  12  :  5  :  7  :  16  :  10  :  18 . 

§  78.    ^atmonif^e  ^tQ^ottionen. 

Ctllaning:  SBenn  brei  tjerjd^iebene  ßa^Ien  a>h>c 
bie  ©igenfd^aft  erfüllen,  bafe  bie  ©ifferenj  ber  erften 
unb  jtoeiten  fic^  jur  ©ifferenj  ber  jweiten  unb  britten 
öerplt  xoxt  bie  erfte  jur  britten  gal^I,  fo  fagt  man, 
bie  gegebenen  ^a^Un  [teilen  in  ^^latmonif^et  ^to^ 
{mrtiiin''. 

@(^ünet,  «rit^tnettt.  15 
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©0  j.  8.  bitten  bic  S^^Ien  12,  12  unb  10  bic  l^ar* 
tnonifd^e  ^rof)ortton: 

15—  12:12—10  =  15:10. 

gerncr  l^ci^cn  bie  Qaf)Un  30,  24  unb  20  l^arntonijd^  pxo- 
portional,  toeil: 

30  —  24:24  —  20  —  30:20. 

SHIgemcin  bilben  bic  Qai)kn  a,  b,  c  eine  l^armonifd^e  ^ßro^ 
))ortion,  toenn: 

a  —  6:6  —  (•  =  a:c. 

9Kan  nennt  bie  &af)lQxä^t  b  bie  „mittlere  l^armonifc^e 
^proportionale"  ober  ba§  „l^armonifd^e  SRittel"  ber 
ßal^Ien  a  unb  c.    S)ie  5ßroportion: 

a  —  x:  X  —  b  =^  a:b 

l^ei^t  eine  fletige  l^armonifd^e  jwifd^en  a,  x  unb  b  unb  a;  ift 
bag  l^amionifd^e  SJlittel  üon  a  unb  6.  S)iefe  ^ßroportionSart 
fül^rt  ben  Flamen  l^armonifd^e,  toegen  ber  JBejiel^ung  il^rer 
ßal^Ien  jur  Harmonie  ber  mufilalijd^en  2;öne.  S)ie  @aiten= 
taugen,  toeld^e  bie  2;öne  be§  3lI!orbei^:  ®runbton,  Keine  Serj, 
Duinte  unb  DItaüe  l^erüorbringen,  [teilen  in  bem  SSerl^ältnifle 
1  *  i  •  1  •  i ;  mitl^in  hüben  bie  ©aitenlängen  ber  Söne  beg 
S)urbreiHangi^  \)Ci^  SBerl^ältnig  l:^:^,  toeld^eg  mit  bem  SSer- 
l^ältniS  obiger  ^fi^ltn,  nämlid^  15 :  12 :  10,  gleic^toertig  ift. 
gerner  ift  baS  geometrifdfie  SSerl^ättnii^  6:4:3  mit  bem  SSer- 
l^ältnii^  ber  ©aitenlängen  für  bie  ©rjeugung  öon  ®runbton, 
Heine  S^erj  unb  DItaüe  übereinftimmenb.  SBenn  man  in  einer 
l^armonif^en  ^Proportion  bie  ©lieber  beg  jtoeiten  SSerl^ältniffeS 
üertaufd^t,  fo  l^ei^t  biefe  5ßroportion  eine  lontral^armonifd^e, 

h^-*  a  —  b:b  —  c  =  c :  a . 

©Übung  beiJ  l^armonifd^en  SÄittelS.  Um  ba§  ]^ar= 
monifd^e  SÄittel  jtoeier  3^^^^^  «  unb  b  burd^  Sied^nung  ju 
finben,  bilbe  man  bie  ftetige  5ßroportion: 

a  —  x:x  —  6  =  a:6. 

§ieraug  folgt  nad^  bem  ^auptgefe^  (§  72)  bie  ^ßrobuften- 
gleid^ung: 
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(a  —  x)b  tmn  (x  —  b)a  ober 

ab  —  bx  «=»  ax  —  ab] 
x(a  —  6)  =  2ab; 

X  =  — TT  /       itt  SBortcn: 

1)  8e|rfa^:  S)ai^  l^artnonifc^e  aßittel  jn^eier  Qaf)Un 
a  unb  b  ift  gl^i^  beut  boppciten  5ßrobuft  beibet  Qaf^Un 
biöibiett  burd^  il^re  ©utnme. 

Slug  bcr  ©teid^ung  x  =  ^^  lajfen  fic^  leicht  bie  f oU 
gcnbcn  ableiten: 

X  ab  2  a  -f  5 

2  "^  a  +  & '  5  2(ih' ' 

?-!  +  !  1=^1  +  1) 

05        a*^b'  X        2\a*^b/' 

ober  in  gebräu^Iic^erer  gorm: 

•= T,        b.  n.: 

a        X        X        b'  ^ 

2)  8e|rfa^:  S)et  umgele^rte  äBert  bei^  l^armonifd^en 
SRitteU  jtoeiet  Qa\)Un  a  unb  6  ift  iUiä)  htm  aritl^* 
metifd^en  SRittel  ber  reciprolen  SBerte  biefer  beiben 

3ttfa^:  ^ai^  geometrifd^e  ältittel  ber  3^^^^^  ^  n^i^  ^  ifl 
bie  mittlere  geometrifc^e  ^Proportionale  jtoifc^en  bem  aritl^* 
metifd^en  unb  bem  l^armonijd^en  SRittel  berfelben  S^^I^n- 

3n  Qdd)tn: 


l(a  +  b):Y^^Y^: 


2ab 


®ie  Bälgten  a,  b  unb  c  [teilen 
in  arttl^metifc^er  ^Proportion,  toenn: 

a  —  b  =  b  —  c, 
in  geometrifd^er  ^Proportion,  toenn: 

in  l^armonifd^er  ^Proportion,  toenn: 

a  —  6 :  6  —  c  s=  a :  c  ift. 


( 
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©ejd^i^tlid^e  S3emetlung.  SHe  brei  Vrten  ftetiger  ^o|)ortioneit,  '3i 
Der  aritl^tnetif^en,  geometrif(^en  unb  l^atmonifd^en,  toaren  fc^on  in  bet 
@d^ule  bet  ^^tl^agoreer  belannt,  in  tt^eld^er  bie  $ro))Oxtionen  über^ait)»t 
eine  l^ertjorragenbe  fSioUt  \pxtlttn,  S)et  ^^tl^agoteet  ^(td^QtaS  Don 
latent  f^rid^t  audbrüdUd^  t)om  arit^metijc^en,  geometrijd^en  unb  ]|ac» 
ntonifc^en  Sättel,  unb  er  etHAtt  bie  Beiben  erfteten  in  ber  l^eute  übltd^en 
SBeife.    2)Qnn  fäl^rt  er  fort:  3n  einem  l^armontfd^en  $erl^AItnif{e  überftetgt 

bad  erfte  ®Iteb  a  bad  gtt)eite  h  van  benfelben  %dl  feiner  feI5|i,  -,  toie 

biefei^  mittlere  ©lieb  bad  britte  c  um  benfelben  S^eil  bei»  leiteten,  alfo 

um  -  •     3n  Seid^en:  S)ie  gal^I  &  ifl  l^armonifd^ed  ä^ttel  smifd^en  a 

unb  c,  ttjenn: 

1)    a  =-  &  +  -        unb        2)    &  =»  c  H \ 

^ud  biefen  betben  Q^Ieid^ungen  lann  man  bie  l^armonifd^e  Proportion 
gmifd^en  a,  b  unb  c  leicht  ableiten,    ^an  f^at  nämlic^  an^: 

1):    a  —  b  =  a  :n       unb  au8        2):    b  —  c  ^  c  :  n. 

S)ur(^  ^iDifion  biefer  Q^Ieic^ungen  entfielet: 

a  —  b  :  b  —  c  =*  a  :  c, 
2)ie  Proportion: 

a  :     T     =  — p-Y  :  &     (j.  ©.     6  :  9  ==  8  :  12) 
2  a  +  0 

tt^ar  nad^  ^nfic^t  bei»  $Qtl^agorad  bie  t)oCIommenfte  unb  fie  tt»urbe  bie 
„mufifalifc^e  Proportion"  genannt.  Sf^ad^  ^öntblic^uS  („Intro- 
ductio  in  Nikomachi  arithmeticam*',  ^rnl^eim  1688)  ift  bie  mufilalif(^e 
Proportion  in  SSab^ton  erfunben  unb  t)on  ^^tl^agoraS  ben  Q^ried^en  über- 
mittelt tt»orben,  toad  aber  natürlid^  tt»enig  glaublich  ift. 

^nmmhms  htx  IßtnpüxtimBltlixt  mf  hit  Mrgerlu^en 

^t^nmsßüxitn. 

§  79.    @infii|tuttg  in  bie  Kntnenbung  bet  ^tofottiiinen  auf 

@tB^en. 

1)  3)ie  üorl^ergel^cnben  Sel^rfä^c  über  geontctrifc^e  5ßtO' 
Portionen  QtÜtn  junäd^ft  für  ^Proportionen  aui»  reinen  3^^^^^- 
SBir  tooQen  nun  bie  toid^tigften  Slntoenbungen  ber  ^Proportionen 
in  ber  aQgemeinen  ©rö^enlel^re  bel^anbeln.  3n  ber  ©inteitung 
ift  unter  1)  bereits  bie  ®rö§e  er!Iärt  toorben.  S^^Mfl^  Wefer 
Definition  lönnen  aQe  ®rö§en  gemeffen  nnb  burd^  benannte 
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ßäl^Ien  oui^gebrüdCt  toerben.  Sine  benannte  Qai)t,  j.  S3.  öm, 
umfaßt  itoei  &t&dt,  näntUd^  bte  äßa^einl^eit,  tDomtt  biefelbe 
gemeffen  ift  unb  bie  reine  3^^^/  ^^^  fOta%iaf)l,  tod6)t  ba^ 
(SrgebniiJ  ber  SKeflung  bejeic^net  (§  65).  Um  ftetige  ®rö|en 
überhaupt,  j.  93.  "Sianvx^,  Seit-,  Äraft=  unb  SRaffengrö^en,  ben 
arit^metifd^en  ®efe^en  untewerfen  ju  lönnen,  ift  üor  allem 
nötig,  bie  ®rö§en  burd^  benannte  ßal^Ien  ju  bejeid^nen.  @o 
mu^  man  j.  83.  fiinien  burd^  SBie(fad)e  einei^  fiängenmagei^, 
t^Iäc^en  burc^  SSielfad^e  einer  gläc^eneinl^eit  au^brüdten.  3n 
bcn  folgenben  Erörterungen  brüdten  bie  Meinen  lateinifd^en 
SBuc^ftaben  reine  Qaf^Un  an^,  »äl^renb  bie  großen  93uc^= 
ftaben  A,  B  n,  \.  to.  Oiib^tn  barfteQen. 

©rö^en  l^ei^en  gleid^artig,  »enn  fie  entweber  fd^on 
burd^  biefelbe  SRa^einl^eit  gemeffen  finb,  ober  fic^  auf  gleid^e 
Benennung  jurüdEfül^ren  laffen.  3m  erfteren  gaQe  »erben  bie 
@rö^en  aud^  ^äufig  gleic^benannte  ober  gleid^namige  ge^ 
nannt.  @o  j.  S3.  finb  bie  3^itgi^ö§en  3  Salute  unb  60  aÄonate, 
bie  üRünjen  10  c^  unb  8  grS.  gleidfiartige,  4:JC  unb  10  c/^ 
finb  audj^  gteid^namige  ®röfeen. 

@tttnbgefe^:  Um  ba^  geometrifd^e  SSer^dltniiS  jn^eier 
gleid^artigen  ®rö§en  ju  finben,  mi^t  man  beibe  burc^ 
ein  gemeinsamem  3Jia§.  S)ie  ©röfeen  »erhalten  fic^  alg= 
bann  toie  il^re  gleid^namigen  äJia^jal^Ien. 

Sft  j.  SB.  bie  gläd^eneinl^eit  l  qcm  in  bem  Sied^tedf  JBi 
amal,  in  bem  9iedf|tedf  JBg  ^^^^  enthalten,  alfo: 

JB^  =  a  •  1  qcm     unb     ü^  =  6  •  1  qcm , 
fo  mu§:  E^:  R2  =  a:b 

fein.  SRifet  man  jtoei  glei^artige  ®rö§en  Ä  unb  B  bnxd) 
biefelbe  ©inl^eit  E  unb  erl^ält: 

Ä==n-E    unb    B  =  mE, 

fo  ift  fteti^:      A:B  =  n'  Eim-  E  =  m:n. 

2)ag  geometrifd^e  SSerl^ältnii^  jtoeier  gteid^artigen 
®röfeen  Ä  unb  B  ift  bemnad^  ba^  Ergebnis  il^rer  SSer« 
gletd^ung  mitteU  ber  gleid^namigen  älta^jal^Ien  ber 
®röien.   (»ergleid^e  §  69.)    S)er  SBert  biefeg  »erl^öltniffeg 
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Sifl.  86. 


bleibt  fär  aOe  äRa^einl^eiten  ber.®rö^en  betfelbe^  mit  anbeten 
äBorten:  ba§  SSerl^ältnid  jtoeier  @xb%tn  ift  Don  ber  geioSl^tteii 
äßa^einl^eit  burd^auj^  unabl^ängig.  9Kntntt  man  j.  S3.  bie  9Ra|s 
cin^eit  E^^^qE,  \o  ift  im  vorigen  SBcifpicl: 

A  =  ng^    unb    B  =  wgJE?; 
folfltid^: 

-4:5  =  nqE :  mgjE?  «=  ng :  mg  =  w  :  m      (§  69). 

2)  Srrationalc  SSerl^ältniffc.  Si«  j|e|t  l^abcn  töit 
t)orau§gefe|t,  ba^  bie  äRa^jal^Ien  jn^eier  gleid^artigen  @rö^eit 
fic^  fteti^  burd^  eine  ber  un«  big  jefet  befannten  ßal^Iformen, 
nömtic^  ber  ganjen  notürlid^en  3^^!  ober  einen  getoö^nlid^en 
ober  je^nteitigen  S3rud^  angeben  taffen.  3n  ber  aftaumle^tc 
lommen  aber  l^äufig  ®rö§en  üor,  »el^e  burd^  bie  äReffung 
feine  biefer  ß^^If onnen  ate  SRa^ja^I  ergeben.  @in  einf ac^eg 
aSeifpiel   für  ba§  SSorl^anbenfein  jold^er  ®rö§en  bietet  unter 

ben  ©treden  bie  geometrifc^e  SSer- 
gteid^ung  ber  diagonale  eines 
Duabrateg  mit  feiner  ©eite.  äRan 
finbet  bie  SRa^jal^I  ber  3)iagonaIe 
inbejug  auf  eine  Duabratfeite  aritl^:: 
metijd^  auf  folgenbem  einfad^en 
aSSege.  yiaä)  bem  p^tl^agoreifd^en 
Sel^rfafee  ift: 

^;d'  =  2.J^;    mitl^in 

BB  =  y2'ÄB       ober 

AB:BB=1:Y2. 

aSenbet  man  ^ier  jur  ©rmittelung  ber  äRa^jal^I  für  bie  ©ia- 
gonale  inbejug  auf  ba§  3Äa§  AB  bag  in  §  65  unter  4) 
erläuterte  SSerfal^ren  an,  fo  bleibt  ftets  ein  afteft  übrig,  man 
mag  bie  SKeffung  mittete  Slbtragen  jo  lange  fortfe|en,  alg  man 
toia.  SRit^in  lann  bie  ©tredEe  AB  toeber  bur^  AB  felbft 
nod^  burd^  einen  SSrud^teil  be^  SÄa^eg  genau  mepar  fein. 
Sielet  man  cm^  2  bie  Duabratttjurjel,  fo  erl^ält  man  einen 
unenbüc^en  unperiobifd^en  S)ejimalbrud^  1,4142 ,  toeld^n 
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mon  Sttationaljal^I*)  nennt.  3ft  btc  äRafeal^t  einer 
@rö^e  A  inbejng  auf  eine  anbete  B  eine  irrational jal^I,  fo 
nennt  man  baj^  SSerl^ältniiS  ber  ©rö^en  ein  irrationale^  unb 
bie  ®rö§en  felbft  infommenfurable.  dagegen  l^ei^en  bie 
®rö§en,  toeld^e  ganje  ober  Idiwi^'^a^tn  ate  SKa^jal^Ien  l^aben^ 
fommenfurable  ®rö§en,  unb  il^r  SSerl^ältni«  toirb  ein  ratio- 
nalei^  genannt.  S)a  aud^  infommenfurable  ©rö^en  eine  SSer- 
gleid^ung  forbem  unb  bie  aritl^metifd^en  Segriffe  möglid^ft  all- 
gemeine ®eltung  verlangen,  fo  muffen  wir  nun  ben  SSegriff 
„SJerl^ältniiJ"  erweitern  unb  i^n  auf  infommenfurable  ®röfeen 
otti^bel^nen.  ßu  bem  @nbe  erfefet  man  bie  SBurjelform  ber  SRa^^ 
yoÜbH,  burc^  eine  numerijd^e  ^oUji,  meift  in  5orm  eines  S)ejimal= 
brud^eiJ,  ber  bem  toal^ren  SBerte  ber  Srrationatjal^t  fo  nal^e 
liegt,  ba^  ber  ^e^Ier,  afö  üerfd^winbenb  ftein,  gleid^  9luQ  be- 
trad^tet  werben  fann.  3Ran  fann  nämlid^  jebe  3rrationaIja!^( 
in  iWei  ©renjen  einfd^Iie^en,  bie  gefc^Ioffene  SSrüc^e  barfteClen, 
unb  bieje  ®renjen  beliebig  nal^e  aneinanber  rücfen,  fo  ba§  bie 
5Differenj  ber  ©renjwcrte  immer  fteiner  wirb  unb  fid^  unauf^ 
^örlid^  ber  SRuQ  näl^ert.  @o  liegt  j.  85.  ber  SBert  öon  Y2 
jwifd^en  1,41421  •  •  •  unb  1,41422 ,  wetdfie  ©renjwerte  nur  um 

^jQQÖöö  ^^^^^^^^/  ^^^  ^^  ^^6  ^^^  aScr^ältnig  1 :  )/2  öon 
jeber  berfelben  um  weniger  al§  0,00001  üerf (Rieben  jein;  bal^er 

fe|t  man  1/2  =  1,41421 3)a  bie  ße^rfäfee  ber  Slritl^^ 

metif  allgemeine  ®üttigfeit  l^aben,  fo  unterliegen  bie  irra- 
tionalen SSerl^ältniffe  aQen  ®efe^en  über  rationale  SSer* 
l^öltniffe.  SRan  fefet  irrationale  SBer^ältniffe  gleich,  wenn  fie 
fteti^  jwif^en  benfelben  ©renjen  liegen. 

3)  SBenn  jwei  gleid^artige  ®röfeen  A  unb  B  in  einer 
fold^en  Sejiel^ung  ju  einaitber  ftel^en,  ba§  \>Ci%  wfad^e  ber  einen 
bem  mfac^en  ber  anbem  gleid^,  alfo  An  =  Bm  ift,  fo  beftel^t 
bie  Proportion:  A:B  =  m:n, 

f 0  j.  83.  folgt  aui^  ben  SBertgleid^ungen  4  «/^  =  5  grg.  Mvb 
lhl  =  ^D]^m: 

*)  %xt  irrationalen  Saluten  lomnten  befonberd  in  ber  8Bur5etred^nung 
bot.    Wa^a  über  biefe  Saluten  bringt  ber  fed^fte  ^bfd^nitt. 
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IJC  :  Igrg.  =5:4, 
1hl:  lD^m  =  8:ll. 

3»ifd^en  ®rö^cn  fönnen  btci  Sitten  tjon  einfad^cn  ?ßtO' 
Portionen  beftel^en: 

a)  bie  ©lieber  eine«  SSerpttnifjeS  finb  gleid^* 
benannte,  bie  beg  anbern  reine  3^^^^^/  S-  ^-^ 

a  kg  :  6  kg  =  c  :  rc , 

b)  fämtlid^e  ©lieber  ber  5ßroportion  l^aben  gletd^e 
^Benennung,  j.  93.: 

a  qm  :  b  qm  =  c  qm  :  x  qm . 

c)  bie  ©lieber  je  eineg  SBerl^ältniffeg  finb  gleic^- 
namig^  j.  93.: 

ahl :  hhl  =^  c c//(  :  X  jfC, 

©ine  ^Proportion,  beren  ©lieber  fänttlid^  ©rö^en  (benannte 
Sal^Ien)  finb,  fül^rt  ben  Spanten  „©röfeenproportion".  9lad^ 
§  75  lann  jebe  ©rö^enproportion  burd^  bie  S^^lenproportion 
ans  ben  gleid^namigen  SRa^jatilen  je  jttjeier  gleid^artigen 
©rö^en  erfe^t  ttJerben.  ©tetjen  jttjei  ©rö^en  A  unb  A^  im 
9Ser]^öItniffe  a :  6 ,  unb  üerl^alten  fid^  jttjei  anbere  B  unb  B^ 
tt)ie  a^\\t  fo  bilbet  man  unter  ber  93ebingung,  ba§  beibe 
9Ser]^öItniffe  gteid^  finb,  bie  aQgemeine  ©rö^enproportion: 

1)    A\A^  =  B\B^, 
toeld^e  fid^  mit: 

2)     a  :  ft  =  öl :  6i 

üöQig  bedEt;  benn  bag  geometrifd^e  9Ser]^äItni§  jtoeier  gleid^- 
artigen  ©rö^en  ift  ftets  bem  9Ser]^äItniffe  il^rer  gleid^namigen 
aßafejal^Ien  gleid^  (§  79, 1).  9Serfte]^t  man  unter  ber  ©röfeen- 
Proportion  unter  1)  bie  reine  ß^^I^^P^oportion  unter  2),  fo 
finben  natürlid^  aQe  ©efefee  über  gal^Ienproportionen  auf  1) 
Slntoenbung.  3m  pra!tifd^en  Sied^nen  toirb  man  in  aQen  brei 
eben  unterfd^iebenen  gäß^n  burd^gängtg  bie  reine  ß^^t^^P^^- 
portion  jum  Operieren  benu|en.  SBifl  man  bie  allgemeine 
©röjsenproportion  ben  ©efe^en  über  gal^Ienproportionen  unter:= 
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nrerfen;  fo  imt§  man  m  ftatt  ber  @rögen  bte  aRagja^Ien  ber- 
feI6en  bettlen.  Suf  bte  ®rö^eiqnro))ortion  felbft  f ann  bad  ^aupt- 
gefe^  §  76  ttic^t  angeuienbet  loetben;  loeil  ^robufte  a\x^  ®xb^tn 
artt^tneüfd^  unjuläfftg  ftnb.  Snbere  Se^rfä^e  über  3^^^^^'' 
Proportionen  l^aben  nur  für  folc^e  @rö^enproportionen  Geltung, 
beren  ©lieber  fämtlid^  gleichartig  ftnb.  @o  ift  j.  83.  bie  auiS 
bcr  ri^tigen  Proportion: 

5m:  12m  =  I0c/(:2ij{ 
obgeteitete: 

5m:10JC  =  \2m:2AJC 

ungereimt,  »eil  SSerl^öItniffc  jn)ifc^en  ungleid^ortigen  ®röfeen 
feinen  ©inn  l^oben. 

§  80.    f^ottf e^ung:  getabeS  unb  umgele^tteS  8et|a(tni0. 

©teilen  jwei  ungleid^ortige  üerönberlid^e  ®rö§en  A  unb  B 
in  einer  fold^en  SSejiel^ung  ju  cinanber,  bo§  mit  einer  Snberung 
(SSSa^fen,  Jlbnel^men)  ber  einen  ®rö§e  gteid^jeitig  eine  Snberung 
ber  onbern  ®rö§e  tjerfnüpft  ift,  fo  fogt  mon:  bie  ®rö§en 
finb  abl^ängig  üoneinonber.  @o  j.  85.  finb  ®ett)id^te  üon 
S33aren  unb  bie  jugel^örigen  ?ßreife,  Äräfte  unb  SBirfungen  t)on= 
einanber  obl^öngige  ®rö§en.  S)ie  3lb]^ängigfeit  jn)eier  üeränber* 
lid^en  Orö^en  fann  eine  üietfadfie  jein.  SSenn  eine  SRuItipti^ 
lation  ober  S)it)ifion  ber  einen  ®rö§e  A  biefetbe  oritl^metifc^e 
SBeränberung  ber  anbern  B  bebingt,  fo  ftel^en  bie  ®rö^en  in 
gerabem  ober  bireftem  SSer^ältniffe.  SBirb  au^  B  bie 
®rö§e  B^  =  n*B ,  ttjenn  A  in  A^^n-  A  übergel^t ,  f  o 
befielet  bie  5ßroportion: 

A:A^^B:B^    j.  85.:    ^m:^m  =  6  JC  :1&JC , 

»ofür  mon  aud^  fd^reiben  fann: 

A\nA'=^  B:nB     ober     -ä  :- «-=£:-• 

n  n 

^at  l^ingegen  eine  SRuItipIifotion  öon  A  mit  einer  ^(Aji  n 
bie  S)it)ifion  ber  ®rö§e  B  burd^  n  jur  ^olge,  fo  jagt  man: 
bie  ®rö§en  ftel^en  im  umgelel^rten  ober  inbireften  SSer* 
l^ältniffe.   SBenn  j.  85.  2  Slrbeiter  einen  Sldter  üon  beftimmter 
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@rö^e  in  3  Xagen  umgraben,  \o  mü§te  1  Stbetter  ju  bem^ 
felben  äBetfe  2  •  3  Sage  braud^en.  @te^t  eine  @rö^enart  B 
unb  JBj  ju  einer  anbem  -4  unb  Ä^  int  umgelel^rten  Serl^tnfe, 
fo  l^at  man  bie  ^Proportion: 

ober       Ä:Äi  =  ^:-^' 

3n  beiben  gäüen  l^eiften  Ä  unb  J?  proportionale  ®rö§en, 
unb  jtoar  im  erften  3aße  gerabe  (bireft),  im  jtoeiten  bagegen 
umgelel^rt  (inbireft)  proportional. 

A)  ©rö^en,  bie  in  gerabem  SSerl^ältniffe  ju  einanber 

ftel^en,  finb: 

1)  ba§  ®emid^t  einer  SBare  unb  il^r  ^ßreii^; 

2)  bie  Slnjal^I  ber  ©tücle  unb  ber  5ßrei8  eines  ©türfeg; 

3)  ^öl^e  ber  (Sinlage  (Äapital)  unb  Slnteil  am  ©etoinne; 

4)  ©efd^toinbigleit  unb  burd^Iaufener  SBeg; 

5)  bie   3n]^alte    üon   ^Jläc^en    unb   Äörpern    bei   gleid^er 
®runbfeite,  bejto.  ©runbfläd^e  unb  üerfd^iebenen  $ö^en; 

6)  bie  Slnjal^I  ber  3lrbeiter  unb  bie  Seiftungen; 

7)  bie  Slnja^I  ber  3lrbeiter  unb  ber  3lrbeitgIo]^n; 

8)  Slrbeitgjeit  unb  Slrbeiti^Iol^n; 

9)  Äapital  unb  ßinfen;  SinSfu^  unb  ßinfen;  Qtxt  unb 
3infen; 

10)  allgemein:  bie  Sntenfität  einer  Äraft  unb  il^re  SBirlungen; 
bie  Seitbauer  einer  toirlenben  Äraft  unb  bie  ©röfee  ber 
aSirlung. 

B)  Qu  ben  ®rö§en,  bie  umgelel^rt  proportional  finb, 

gel^ören: 

1)  bie  Slnjal^I  ber  Slrbeiter  unb  bie  ju  einem  beftimmten 
SBerf  erforberlid^e  SlrbeitSjeit ; 

2)  bie  Änjal^I  ber  SSerjel^rer  unb  bie  geit,  in  toeld^er  ein 
beftimmter  SSorrat  öerbraud^t  toirb; 

3)  bie  3lnja]^I  ber  SSerjel^rer  unb  bie  Duantität  für  jebe 
5ßerjon  bei  einer  beftimmten  äRenge  SebenSmittel; 
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4)  (Stttvbtifttii  imb  ^iDic^t  einei^   immer  in  bemfelben 
greife  bleibenben  SodroerfiS; 

5)  bie  ftttiaffl  ber  JHeibungi^ftfide  unb  bie  für  ha^  einzelne 
©tfid  ju  Dertoenbenbe  Stofjtnenge; 

6)  ©runbjcitc  unb  §ö^c  tjon  ^ßarallclogrammen  unb  ©rci^ 
eden  bei  gleid^  großen  ^löd^nräumen; 

7)  fto^ntal  unb  ßeit,  ftapital  unb  ßi^i^fufe,  Qdt  unb  ßinö« 
fu|  bei  gleid^en  3M^^; 

8)  ber  S)iöijor  unb  ber  Duoticnt; 

9)  ber  Umfang  einej^  Siabed  unb  bie  Sujal^I  ber  Umläufe 
bei  gleid^er  SBegfirede; 

10)  bie  ©efd^toinbigfeit  eineg  bewegten  ftörper^  unb  bie  geit 
bei  gleid^er  Sntfemung. 

93eim  Änfe|en  einer-^roportion  mu§  ber  Äed^ner  feeurteilen, 
ob  bie  in  einer  3lufgabe  öorfommenben  ®rö§en  gerabe  ober  um^ 
gefeiert  proportional  finb.  S)ie  Slrt  bt^  S5ert|ältniffe§  erfennt 
man  leidet  burc^  bie  ^Prüfung  mittete  ber  9iebett)enbungen  je 
me^r  —  befto  mel^r  (gerabe);  je  mel^r  —  befto  weniger,  zc. 
(umgefel^rteg  SSerl^ältniS);  folgt  auf  beibe  S3inbemörter  eine 
Steigerung,  fo  ftel^en  bie  ®rö§en  in  gerabem  SSerpItni«, 
in  jebem  anbem  gafle  liegt  ein  umgelel^rteg  SSerl^ältniiJ  üor. 

3lntoenbung  ber  ^Proportionen  auf  3lufgaben  ber 

Siegel  be  tri. 

©inb  jttjei  ungleichartige,  üeränberlid^e  ®rö§en  Ä  unb  B 
proportional,  unb  gel^t  eine  berfelben  in  eine  größere  ober 
Heinere  (berfelben  Slrt)  über,  fo  lann  man  bie  ®rö§e  x  be« 
red^nen,  in  weld^e  bie  anbere  übergel^en  mn%  Slufgaben  biefer 
Art  finb  bie  au§  btm  $Red^nen  belannten  2luf gaben  ber  Siegel 
be  tri  ober  beiJ  3)reifafee§.*) 

S3eif  piel  1):  ©in  Arbeiter  üerbient  in  a  =  16  Sagen  fo 
öiel  ate  ein  anberer  in  6  ==  20  Sagen.  SBenn  nun  ber  SSer« 
bienft  beg  erfteren  wöd^entlid^  c  =  lbJC  beträgt,  toelc^eg  ift 
bann  ber  SBodfienlol^n  be§  le|teren? 

*)  SSon  neueren  Sled^entel^rern  mit  SSorUebe  „bie  einfädle  ©d^luj« 
redjnung"  genannt. 
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äuflöfung:  S)te  Seiftungen  ber  arbeitet  unb  mitl^in  aud^ 
il^re  Söl^nc  öerl^alten  fid^  bei  gteid^en  8^*^^  uuigelel^rt  »ie 
bie  ®rö|en  16  Sage  unb  20  Sage.  3Ran  i)at  ba^er  bie 
©rö^enproportion: 

20  Sg. :  16  Sg.  =  löJC:  xJC. 
^ieraug  folgt:  20 :  16  =  15 :  a?, 

mithin:  ,;  =  .^-«.^^^  =  12(^). 

»eifpiel  2):  SBenn  17cbm  »irfenl^olj  jo  tjiel  ^i|fraft 
ate  20cbm  aSuc^enl^oIj  ^aben  unb  Icbm  Sirlen^olä  9,50  c/^ 
foftet,  tt)ie  öiet  ift  bann  1  cbm  SSuc^en^oIj  toert? 

3luflöfung:  Slu§  ber  erften  Slngabe  ber  ?lufgabe  folgt, 
ba^  bie  §ifelraft  be§  Sirlenl^oliei^  fid^  jur  ^ifelraft  beg  Sud^en^ 
l^oljeg  toie  20:  17  üerl^ält.    SKan  l^at  aljo  bie  5ßroportion: 

20:  Vl^^,U)JC\xJCf 
mithin:  ,;  =  11^^5:5?  =  7,175  (c^). 

aSeifpiel  3):  SBenn  ein  SKaurer  bei  gleid^em  gleite  bei 
gunbantentmauern  tägttd^  500,  bei  ©etoölbentauem  bagegen 
nur  320  Steine  legt,  unb  1  cbm  be§  erften  9Kauern)er!§  2  oü 
an  3lrbeiti^Io]^n  lontmt,  ttjai^  loftet  bann  1  cbm  (Setoölbemauer? 

Sluflöfung:       500:  320  =  a;:  2. 

§  81.    Sttfammengefe^te  »et^ältniffe. 

1)  aSegriff.  S)ie  Snl^alte  jweier  $Red^tedfe  öerl^alten  fic^ 
in  einer  ^infid^t  toie  il^re  ©runbfeiten  unb  in  einer  anbern  toie 
il^re  ^ö^en.  Angenommen,  ein  Sied^tedt  B  ^abe  eine  (Srunb- 
feite  t)on  ^r  =  3  cm  unb  eine  ^öl^e  öon  ä  =  2  cm ;  bie  2lug= 
be^nungen  eine^  anbern  SRed^tedfS  iJ^  feien  ö'i  =  7  cm  unb 
Äj  =  5  cm.    Slföbann  oerl^olt  fid^: 

2? :  i?!  in  einer  Segie^ung  toie  2:7,  allgemein  toie  g\g^, 

in  einer  anbern  Sejiel^ung  toie  3:5,  aQgemein  toie  ä:Äi. 
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S)ie  SBerte  ber  &ti%tn  R  unb  Bi  {tnb  olfo  Don  iroti  anbem 
@t9|ett,  bejiD.  üon  ben  äRa^iQ^Ien  btrfelben,  abhängig.  9Rait 
fügt  bol^:  bai»  Ser^&Itnid  £ :  R^  fte^t  mit  ben  @rö^en  G  unb 
6ri,  ^  unb  Hl  (ben  @mnbf exten  unb  $ö^en)  int  jufantnten« 
gefegten  SSerl^filtniffe. 

Um  ben  993  ett  bei»  aSerl^altniffei»  R:Ri  burd^  af^ed^nung 
ju  finben,  jeid^ne  man  ein  ^ilfdred^ted  R^,  bad  mit  R  in  ber 
$ö^e,  unb  mit  iZ^  in  ber  ©runbfeite  ubereinftimmt.  Sied^tede 
üon  gleid^er  ©runbfeite  (^ö^e)  »erhalten  fic^  mie  il^re  ^öl^en 
(@runbfeiten),  unb  man  l^at  bal^er  folgenbe  Proportionen: 


R 
R, 


mithin:  R 

aQgemein:  R 


R, 


R,  =  3:l 
iii  =  2:5 


iJi  =  2. 3:5-7; 
Ri=h:\ 


mithin:  R  :R^^=  g 'h:g^'\\ 

in  S33orten:  3)ie  Su^alte  jtoeier  9icd^tedEe  üerl^altcn  fid^  toie  bie 
^robulte  aui»  ben  gleid^namigen  älta^ja^Ien  il^rer  ®runbfeiten 
unb  ^öl^en.  S)ag  SSerl^öItni«  ber  Sn^alte  ber  Siec^tedfe  R :  R^ 
ift  alfo  aug  ben  SScrl^ältniffcn  il^rcr  Orunbfeiten  g :  gi  unb 
il^rer  §ö!^en  h:\  jujammengefe^t.  S)er  burd^Iaufene  SBeg  W 
eine§  betoegten  Äörperg  ift  üon  jwei  ©tüdfen  obl^ängig, 
nämlid^  öon  ber  ®efd^toinbigfeit  g  unb  ber  ^txi'bavitx  t 
ber  JBetoegung.  JBejeid^net  W^  bie  S33egtänge,  toel^e  üon  einem 
onbern  Äörper  in  ber  geit  t^  mit  ber  ©efd^toinbigfeit  g^  jurüdt^ 
gelegt  toirb,  fo  befielet  bie  Proportion: 

b.  ]^.  bie  burd^eilten  S33egc  üerl^alten  fid^  tote  bie  5ßrobufte  aujj 
\>vx  Seiten  unb  ben  ®efdf|toinbigIeiten;  bai^  SSerl^ältniiJ  TT :  Fj 
ift  aljo  au§  ben  SSer^ältniffen  g:g^  unb  tit^  jufammen- 
gefeit 

ffirllärung:  gtoei  gleid^artige  ®rö^en  A  unb  A^  ftel^en 
mit  ben  ©röfeenpaaren  J?  unb  B^,  C  unb  C^  im  iufammen- 
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gefeiten  SSerl^ältniffe,  n^enn  ÄiÄ^  gleid^  beut  ^obult 
ber  ^erl^ältntffe  auiS  ben  äßa^jal^Ien  biefer  @rö^eti))aQre,  alfo: 

^:4,  =  (JB:JB,)(<7:(?i)  =  4/f        ^^ 

gür  baiJ  8ttfanimenfe|ett  öon  ©röfeenproportionen  gitt  ber 
folgenbe 

Se^rfa^:  93eieid^nen  A,  B,  C  gletd^artige  ®rö^en 
unb  bie  Qtidftn  m,  n,  p,  q,  r  unb  s  il^re  jugel^örigen 
9ßa|jQ]^len;  unb  l^at  man  bie  $tof)orttonen: 

1)  J. :  5  =  w :  n 

2)  B:C   =p  :q 

3)  (7:^1  =  ^-« 

f  0  ift:  4)  Ä:  Äi  =  mpr :  nqs . 

S)a  ©tö^en  mit  ©röfeen  nid^t  multiplijiert  »erben  lönnen, 
jo  lann  ber  in  §  75  für  reine  ^Q!f)Unpxopoxiiontn  gefül^rte 
fötxoti^  f)m  nid^t  bcnu^t  toerben.  Um  bie  ®ültigleit  biefesT 
Sel^rfafeeg  für  Orö^enproportionen  felbftänbig  barjut^un,  fann 
mon  auf  folgenbe  SBeife  öerfal^ren. 

Äug  ben  gegebenen  ^Proportionen  folgt: 

Ä  =  -B;     B  =  ^C;     C=^-Ä,. 

n      '  g     '  s    '- 

©cfet  man  ben  SBert  für  C  aui^  ber  legten  ®(eid^ung  in  bie 
jtoeite,  fo  entftel^t: 

B  =  ^-^'-A, 

q     8     ^ 

S)iefen  SSSert  ftatt  B  in  bie  erfte  ©leid^ung  eingefefet,  giebt: 

n     q     8     ^^ 

fotglid^:  A:  Aj^  =  mpr :  nqs . 

S)ieiJ  SSerfal^ren,  ©rö^enproportionen  jufammenjufefeen,  ^at 
ftetg  ©eltung,  toenn  bag  jtoeite  ®Iieb  jeber  ^Proportion  mit 
bem  erften  Oliebe  ber  nad^fotgenben  ^Proportion  übereinftimmt. 
ÜbrigeniJ  fann  man  baiJ  in  §  75  geleierte  SSerfal^ren,  ^af^kn- 
Proportionen  juf ammen^uf e|en ,  aud^  auf  ©röfeenproportionen 
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Übertragen,  menn  bie  großen  Suc^ftaben  aU  Wla%iai)Un  ber 
@rö^en  aufgefaßt  tperben. 

S)er  t)orftel^enbe  tpic^tige  fiel^rfa^  tt)irb  benu^t,  um  bad 
8erl^äItniS  gioeier  ©rö^en  tnittefö  (Sinffifirung  öon  Qto'\\d)cn' 
giö^en  (^ilf^grö^en)  gu  berechnen.  3^^  (Erläuterung  mögen 
nod^  folgenbe  Seifpiele  bienen. 

Aufgabe.  SSon  jtoei  Ädern  A  unb  -4^  fei  ber  erfte  50  a, 
ber  gioeite  75  a  gro§;  ber  erftere  liefere  S38eigen  2.  Dualität,  ber 
jtoeite  nur  5.  Dualität,  unb  ber  erftere  trage  fo  oft  15  J(  Un« 
bften  jur  SefteÜung  al2  ber  anbere  2b  J(.  SaSie  öerl^alten  fi(§ 
Mc  äder  ^inftd^tlic^  i^re»  SaSerte»? 

«uflöfung. 

A:  Aj^  in  ber  erften  JBejief)ung  toie  50 :  75 , 

in  ber  jtoeiten  ^infid^t  loie  5:2  (inbireft), 

in  ber  britten  S3egief)ung  toie  25 :  15  (inbireft). 

a5urd^  ffiinfd^altung  öon  Qxo\\(i)tng!lxtbtxn,  toeld^e  unter  fid^  unb 
mit  ben  gegebenen  QaiiUn  in  einfad^en  SSerl^ältniffen  ftefien, 
brüden  wir  ba2  gefud^te  SSerl^ältni«  A :  A^  in  brei  einfad^en 
aSerl^ältniffen  aug.    S)ann  erl^alten  \q\x  folgenbe  ^Proportionen: 

A\B  =  50  :  75 

B\G  =    5:    2 

(7:^1  =  25:15. 

ipieraug  folgt  burd^  ß^f^^^^^f^fe^J*» 

^  •  ^1         76  .  2  .  16         "^^  *  ^  • 

Slud^  in  ber  ©eometrie  mad^t  man  oft  öon  obigem  Sel&r^ 
fafee  ?lntt)enbung.  S)ie  Äörperinl^alte  jtoeier  red^ttoinfeligen, 
geraben  5ßrigmen  öerl^alten  fid^  wie  bie  5ßrobu!te  aug  ben 
gleid^namigen  üRa^gal^Ien  öon  Sänge,  SBreite  unb  ^öl^e,  in 
geid^en:  P :  P,  =  a  •  6  •  c :  Oj  •  ft^  •  c^ . 

Um  \^^l  aSer^öItnig  P:Pi  ju  finben,  füfirt  man  ein  ^ilf»:: 
prtSma  Pg  ein,  toeld^eg  fowol^I  ju  P  afe  ju  Pj  in  einem 
befannten  einfad^en  SSerl^ältniffe  ftel^t.    üRan  ^at: 
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P  :  Pg  =  a  •  6 :  «1  •  61 


P  :  Pi  «  a  •  6  •  c  :  «1  •  61  •  q . 

©oü  ba2  aScrl^ältnig  ytotm  S)reicdc  D  unb  Dj  ermittelt 
toerben,  jo  benft  man  fid^  ein  ^ilfiSbreied,  bag  einerjeitg  mit  D 
unb  in  einer  anbern  Sejiel^ung  mit  D^  proj)ortionaI  ift.  3ft 
ettt)a:  jr)  :D^  =  g:g^ 

fo  ift:  D  :Di=g  -h:gi'\. 

Rängen  gtoei  ®rö§en  Ä  unb  ^1  öon  stoei  ober  brei 
flleid^en  SSerl^öItniffen  ab,  jo  [teilen  Ä  unb  Ä^  in  bireftem 
quabratijd^en  ober  im  fubijt^en  SSerl^ättniffe.  @o  j.  85. 
öerfialten  \xä)  bie  Snl^alte  jioeier  ffireigfläd^en  toie  bie  Duabrate 
ifirer  S)ur(^=  ober  ipalbmeffer,  in  3^i<^^^* 

S)ie  gläd^eninfialte  äl^nKd^er  5^9^^^^  ^Ui^tn  im  quabratifd^en 
aSerl^ältniffe  jtt)eier  gleid^Iiegenber  ©eiten.  Der  SQSert  ber  Dia- 
manten unb  if)re  ©ettjid^te  ftetien  ebenfalls  im  qüabratij(^en 
aSerl^altniffe,  eg  foftet  5.  S3.  ein  Diamant  Don  4  Äarat  ©etoid^t 
16  mal  fo  t)iel  atg  ein  jold^er,  ber  1  Äarat  tt)ieflt.  3n  fubijd^em 
SSerl^ältniffe  fte^en:  ^ante  eineg  SBürfete  unb  jein  Snl^alt;  ber 
Durd^meffer  einer  Äuget  utib  il^r  Snl^alt. 

3ufammengefe^te  JBerl^ältniffe  lommen  ferner  in  ben  ?luf= 
gaben  ber  xujammengefe|ten  Siegel  be  tri,  beg  jujammengefefeten 
Dreifa|eg*)  unb  ber  Kettenregel  öor. 

S3eijj)iel  eineg  jufammengefe^ten  Dreifa|eg. 
18  Arbeiter  !önnen  einen  ©raben  öon  50  m  Sänge,  3  m  SBreite 
unb  2  m  Xiefe  in  64  lagen  juftanbe  bringen.  2Bie  öiel  Slrbeiter 
finb  unter  gleichen  Umftänben  nötig,  um  einen  ©raben,  ber  75  m 
lang,  4in  breit  unb  2^m  tief  ift,  in  4  ilRonaten  fertig  ju  fteüen? 

*)  @tott  btcfcr  Söejcicl^nunöcn  totrb  in  neuerer  Seit  mit  SSorliebc 
ber  ^ame  ^^gufommcngefe^te  ©d^Iufired^nung"  gebroud^t.  3)iefer 
?lu8brudf  lommt  übrigen«  fdbon  in  ber  „Slritl^mctil  bc8  SSerfe^r^lebenS" 
bon  2.  6(^mibt  (1862)  an  mel^reten  ©teilen  bor. 
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Sluflöfung.  S)ic  gcfud^tc  Änjol^I  Arbeiter  ift  öon  öier 
@rö§en  obl^öngig,  öon  ber  Sänge,  ber  ©reite,  ber  S^iefe  be« 
@raben^  unb  ber  Srbeiti^ieit.  iDtan  fteQe  junäd^ft  folgenben 
Snjo|  ouf: 

50  m  Sänge  3  m  »r.  2  m  liefe  64  Ig.  beb.  18  Weh. 

75m      „      4m    „     2^m     „    120    „       „      x     „ 

%Vi\)xi  nton  bie  öier  ®rö§en  ber  erften  9leif)e  burc^  Sinffil^rung 
ber  3^ij^^^9^ö§^n  x^,  x^  unb  x^  na(^  unb  nad^  in  bie  gleid^^ 
artigen  ®rö§en  ber  jttjeiten  JRei^e  über,  jo  entftef)t: 

50  m  Sönge  3  m  83r.  2   m  liefe  64  2g.  18  «rbeiter 

75  m      „       3  m    „     2   m     „      64    „  x^        „ 

75m      „       4m    „     2   m     „      64    „  x^        „ 

75  m      „       4  m    ,,     2^m     ,,      64    ,,  x.;^ 

75m      „       4m    „     2^m     „     120    „  x 

S)a  nun  je  xtoei  aufeinanber  folgenbe  Steigen  nur  in  jttjei 
ßtxl^Icngrö^en  öerfd^ieben  finb,  fo  erl^ält  man  bie  folgenben 
^Proportionen : 

18  :  ^1  =    50  :  75 

X\     •   Xa    ^^—  O    ♦         TC 

Xa    •    Xa    JU    •         ^"T 

x^:x  =  120  :  64  (inbirelt). 

Slu§  biefen  ^Proportionen  ergiebt  fid^  burd^  ßiiföttitti^tife^en: 
18  :  a:  =  50  •  3  •  2  .  120  :  75  .  4  .  2i  .  64; 

3m  praftifd^en  Sled^nen  bebient  man  fid^  Dielfad^  beg  fot 
genben  fürjeren  Slnfa|eg,  ber  fogenannten  Sajebottj'jd^en*) 
Siegel: 


*)  3)en  Sn^rtum  mel^rcrer  ®c5d^td^Hci^reibcr  ber  ^obogogif,  bog  ber 
betül^mtc  3)cffouer  ^öbogoge  (1723—1790)  nur  ein  ,,$albgcle]^rtcr"  getoejen 
\t\,  ^ot  üProf.  ©üntl^er  in  feiner  ©d^rift:  ;,@in  öcrgeffeneg  ©runb^ 
gefe|  ber  äJleci^anif:  ba^  ^ojinu^gefe^  t)on  ^afebom''  berichtigt. 

©c^üHcr,  ?rrit^mctir.  16 
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18  :a: 


50 

3 

2 

120 


75 
4 

64 


X 


18  '  75  •  4  »  2^  »  64 
50  •  3  •  2  •  120 


24. 


S)ic  Äcttenrcflel  gcl^ött  ebenfalls  ju  bcn  jufammen^^ 
flcjcfetcn  SScrJ^äÜniffcn  unb  bicnt  baju,  mit  §Ufc  bclonntcr  SSer- 
l^ältniffc  bic  SDSertgletd^uttß  ober  ba«  SScrl^ältnig  ätoifd^cn  einer 
gegebenen  unb  einer  unbelannten  ©röfee  burd^  Sled^nung  ju 
finben.  S33eil  bie  ®rö§en  in  ber  gebräut^lid^en  ©arfteÖung 
gur  Sered^nung  ber  gcfud^ten  ßß'^I  gleid^fam  tok  bie  ©lieber 
einer  Äette  jujantmenl^ängen,  \o  filiert  bie  Sled^nungSart  ben 
Slamen  ,, Kettenregel".  S)iefelbe  grünbet  fid^  auf  eine  bejonbere 
Umformung  ber  SSerl^ältniffe  mel^rerer  ®rö§en. 

Slufgabe  1):  SGBie  öiel  J(  ift  ein  S)oIIar  toert,  ttjenn  fid^ 
öer^ölt:  1J(  :  1  grg.  =  5:4,  1  %x^.  :  1  $ßfb.  Sterling  = 
4  :  101  unb  1  5ßfb.  ©tert :  1  »oHar  =  101  :  21? 

Sluflöfung: 


aSerl^ält  fid^  allgemein: 
Ä:  B  =  m:n 
B:C  >=  p  :q 
C  :B^r  :s 


3n  öorliegenber  Stuf  gäbe: 
IJCil  fjrg.  =  5:4 
1  grg. :  1  $ßfb.  ©terl.  =  4 :  101 
1  $ßfb.  ©terr. :  1  S)oa.  =  101 :  21 


fo  bilbet  man  bie  S33ertg(eid^ungen : 


nÄ  =  mB 
qB  =  pC 

sC  =  rD 


4c/^  =  5grg. 
101  grg.  =  4  $ßfb.  ©tert 
21 5ßfb.  ©terl.  =  101  ©oHar. 
1  S)oIIar  =  xJC. 

S)enft  man  fid^  bie  gleid^artigen  ®rö§en  A,  B,  C,  D 
burdö  biefelbe  ©inl^eit  gemeffen  unb  unter  ben  großen  S3ud^s 
ftaben  bie  SDia^jal^len  ber  ®rö§en,  fo  ergiebt  fid^  burd^ 
ajiultipüfation  öorftel^enber  ©leid^ungen  unb  bur(^  ©iöifion 
ber  neuen  ©leid^ung  burd^  B  •  C: 
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nqs»  A  —  mpr '  D, 
W^-  A^^^>B       nnb 

nq$ 

mpr 

3n  ber  iiorgelegten  Sufgabe  ift  dfo: 

Seifpiet  2): 

1  ^oD.  @ttb.  :  1  ^fb.  ©tetl.  =  17  :  202 
1  ^fb.  ©terl. :  1  öfter.  @tb.  =  202  :  20 
1  öfter.  0Ü>. :  1  granc«  =  5:2 
1  iJtoncS  :  1  c^iJ  =  4  :  5 , 
aSic  öiel  c/^  ftnb  10  ^ott.  ®ulben? 

Suftöfung:  SSerwanbelt  man  bie  gegebenen  Proportionen 
in  SBertgleid^ungen  unb  fe|t  10  ^oQ.  @lb.  ==  xj(,  fo  erfj&lt 

man:  x  JC  ^  10  ^oU.  mb. 

202  ^oD.  ®Ib.  =  17  ^fb.  ©tert 

1  ^fb.  ©terL  =  10,10  öfter.  ®tb. 

2  öfter.  ®Ib.  =  5  granc«. 
5  gronc«  =  4c/Ä 

10  •  17  •  10,10  •5-4         -in  f  j/\ 
* 202  •  2  •  6 1^  ('^)- 

Um  51t  toerpten,  bag  ber  ßettenfa^  in  gebanfenlofen  SDilet^anii^mu^ 
ausarte,  mug  berfelbe  fo  gelefen  toerbett,  ba^  ber  bem  ^{(nfa^e  sugrunbe 
Uegenbe  $au))tfci^Iitg  Ilar  auSgebrücft  u^irb. 

^eft^id^tUd^e  9[nmerfung.  %vt  l^ettenregel  finbet  fic^  in  ber 
©d^rift  öon  ?lbani  8*iefe,  „8*e(^nung  auf  ber  Sinien  unb  gebern",  1626. 
Um  bie  SD^itte  beS  borigen  Sal^r^unbertö  f(^rieb  ber  ^olUinber  t)an  9lee9 
über  biefeS  9ied^nunggt)erfal^ren,  unb  nac^  i^m  mirb  ber  ftettenfa)^  am^ 
bie  9leejifc^e.  9legel  genannt. 


16' 
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§  82.    iptnjettttedlttttttgen  mit  8etttilf{d|tigttng  bet  Seit. 

A)  ßitt^rec^nung.  1)  3n  bicjer  bürgctlid^cn  9icd^nungg^ 
art  f omtncn  öier  ®rö|cn  inbctra(^t,  ba«  Äapitol  K,  ber  3itiSfu§ 
p,  bic  3^it  ^  unb  bic  3i^f^n  z.  S)er  3inSftt§  bc^ie^t  fid^,  toic 
oug  bcm  aflcd^ncn  befatint  ift,  ftctÄ  ouf  100  c/^  Äapitol  unb 
1  3af)r.  3^^^  Sered^nutig  bcr  cinjäl^rigcn  2^'^\tn  bicttt  bie 
^5ßroportion:  100:Z=p:^. 

33h  bic  ^m\txi  cincg  Äapitate  in  gcrabem  SSerl^öItniffc  jur  ^tii 
ftel^cn,  aljo  j|c  \00 <yfC  in  ^  Salären: 

^•|)  =  ptJC 

3infen  bringen;  fo  l^at  man  jur  SBcrcd^nung  bcr  2^^\tn  für 
mcl^rerc  Saläre  bic  Proportion: 

100:  Jr=  pt:z, 
^icrauiS  folgt: 


z  = 


K  '  p  '  t  ^  100  •  z  ^ 

100     ^         ^~"ZTT^ 


^ 100  -  g  ^  100  .  ^r 

©inb  olfo  t)on  bcn  in  bcr  3iii^^^^^iing  öorlommenben  ©rö^cn 
brci  beliebige  befannt,  fo  fann  ntan  bie  vierte  ftetg  mit  §i(fe 
öorftcl^cnbcr  gormein  bircft  bered^nen. 

Seifpiel.    SBie  öiel  ^\xi\tn  bringen  120  JC  ju  4^  5ßrojent 
in  3  Salären? 

2lnfa|:  100:  720  =  3  •  4^  :a;. 

.  =  !?^jAlü  =  97,20. 

%Vi%  bcr  ©Icid^ung  für  z,  nämlid^: 

K'p    t 


z  = 


100 


in  tt)clc^er  t  bie  Slnjal^l  bcr  Saläre  ber  SSerjinfung  bejci(^nct, 
fönnen  nod^  befonbere  gormein  abgeleitet  »erben,  xotXä^t  al§ 
©runblage  einer  bei  Äauflcutcn  üblichen  2lrt  bcr  3tngbercd^nung 
in  bcn  fogcnannten  „Conto  correnten"  bienen.    S)amit  obige 
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gotmel  fi^  ffir  beftinratte  VBerte  für  |>  t)eteinfad^en  lix^t,  ted^net 
man  baS  Sal^r  in  S)etttf(^Ianb  gu  360  Zagen.*)  93e)et4net 
nun  ^  bic  Änja^I  bcr  Sage  bcr  aScrjinfung,  fo  ift: 


z 


100  •  860 

K    t 


©cfet  man  |>  =  3^  ^tojcnt,  fo  wirb  z 


3ii  p 


//         //     // 


SBcnn  i>*=4i      // 


//        tr 


II      1>  =  5 


//       19 


n  II       II 


II  II       II 


u 

10800 

z 

9000 

z 

= 

K'  t 
8000 

z 

K'  t 
7200 

z 

6000 

S)a§  $ßrobuft  aug  Kapital  unb  ber  «njal^I  bcr  gingtaflc  l^ei^t 
bei  ben  Äaufleuten  „Qin^aiiV'  ober  Slummer  unb  bie  Sa\)ltn 
10800;  9000  u.  j.  to.  werben  ,;feftfte]^enbe  ©iöiforen"  ge^ 
nannt.    SQSic  lauten  üorftel^enbe  befonbere  gormein  in  SaSorten? 

aSeifpicI.    SBie  öiel  Qxn\tn  bringen  81  c/^  gu  4  ^rogent 
in  234  Zagen? 

?lnttt)ort: 

9000    ^^  Tödö"^  =  2,106 cx«. 

®«  öerl^äft  fi(^  offenbar: 

1)    z:  z^^=  K'  p  't:  K^'Pj^'  t^. 

ggSenn  ^  =  ^i,  fo  ift: 

2)  ziZi'^  K'p:  K^'p^. 

SBenn  i)=i)i,  fo  ift: 

3)  z:zj,=K't:Ki't^. 

3ft  i>  =  i^i  unb  ^  =  ^1 ,  fo  l^at  man: 

4)    z:Zj^  =  K :  Z^ . 


*)  3n  ®togbritannten  unb  9^otbametifa  ret^net  man  jeben  Wtonat 
nad^  feinen  ^alenber-  nnb  ha^  Siaf^x  ^u  S65  2:agen. 
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^iefe  Formeln  brüden  aritJ^meitfc^e  VBal^tl^eiten  über  bai 
93er^&Iinid  ber  3^^  t)erfd^iebener  ftopitatten  cmd.  @o  j.  fb. 
lautet  gorniel  3)  in  S33orten:  ©ie  3iiif^«  öerft^iebener 
Stapitaütn,  bie  ju  glcit^em  3i^8fu§  ungleid^e  QtiUn 
ani\U^tn,  t>tx^aUtn  fid^  tpte  bie  ^robulte  aud  ben 
Kapitalien  unb  ben  jugeprigen  QtiUn.  Sßeld^e  ®efe|e 
fpred^en  bie  anbem  gormcln  auÄ? 

2)  JBercd^nung  eines  bur(^  einfädle  SSerjinfung 
angetoad^fenen  ÄapitalS.  ©oU  bie  ©untnte  K^  beted^net 
»erben,  ju  toelc^er  ein  Kapital  K  in  einer  gegebenen  3^*^ 
t  Salären,  ju  p  ^ßrojent  mit  ben  Qxv!\tn  antüäd^ft,  fo  l^at  man 
bie  ^Proportion: 

100:  100 +pt  =  K:K^. 

hieraus  folgt: 

1,    K,-K.'-^-^-K.{l  +  tl). 

Seifpiel.  Sin  ju  4  ^rojent  »etjinftei  ^a^ttat  toutbe, 
nad^bem  eS  2  So^te  audgetielien  xoax,  nebft  ben  S^nfen  mit 
486  JC  jurfidgeja^a.    SSie  gro^  war  baS  Siapitat? 

Sluflöfung.  iBeseid^net  man  baS  gefud^te  Kapital  mit  x, 
|o  tft:  100 :  108  =  a; :  486 , 

mithin:  ^  _  4_86  •  loo  ^  ^^^ 

B)  S)ie  faufmännijd^e  S)igIontre(^n]ttng.  S)er  S)iS« 
fönt  in  100  ift  eine  bei  Saufleuten  üblid^e  SSergütung  für  öor 
ber  SSerfansgeit  abgetragene  unöeräinSß^e  Sapitalien.  SaSirb 
j.  95.  eine  nac^  3  äRonaten  fällige  SaSarenred^nung  int  93etrage 
t)on  MOJC  mit  2  5ßrojent  S)i§font  bar  auSgejal^It,  fo  »erben 
an  je  100  c/^  ©d^ulbfumme  2JC  nad^gelaffen.  95eträgt  ber 
»islontfufe  i)  ^ßrojent,  fo  Reifet  baS:  ftatt  je  100 cx«  @(^ulb= 
fumme  »erben  100  — pJC  bar  gejal^It.  S)er  S)is!ontfu§ 
begießt  fid^  (»ie  ber  3inSfu|)  ftetS  auf  bie  3a^I  100 
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to)irb  bnrc^g&ngig  fttr  eine  befttmmte  Qtit  feft« 
gefe|t;  er  ifi  alfo  ein  \>on  ber  Qtit  abhängiges  9Ka|. 
Die  Sbrmalieit  ffir  bie  ^ftfe|ung  bei^  SHdtontfu^ei^  ift  im 
IBorengefd^ft  t)erf(]^eben,  bod^  tpirb  er  nteifteni^  pro  3Jlonat, 
m  einjelnen  %aVitn  mä)  ffir  bie  fogenannte  Bi^^i^^^  {Qai)ianQ^^ 
frift)  befttmmt. 

SSeifpiel:  3>er  Kaufmann  A  erl^alt  eine  9led^nung  fiber 
bejogene  SBaren  im  Setrage  öon  580  JC,  Qxtl  3  SKonate;  bei 
barer  3<^^Iiiit9  i  ^ogent  S)idtont  pro  SKonat. 

3n  a33e(^felgefd^äften  gilt  ber  S)i«fontfu§  öielfat^  für 
1  Sa^r.  ^ier  l^at  ber  S)i«!ont  and^  mel^r  bie  (Sigenfd^aft 
öoraug  gejal^Iter  3iwf^J*^  befonber^  bei  ber  S)iÄfontierung 
öon  fogenannten  5ßla|ttje(^feln. 

S)ie  SBegriffe  3i^^f^6  ^^^  3)ig!ont  toerben  mand^mal  mit- 
einanber  Derttjed^jielt.  5  5ßrojent  3^^^  ^^^  5  ^ogent  S)i«font 
finb  jwar  gleid^e  Quantitäten  (injofern  nämli^  bie  gormein 
für  bie  95ere(^nung  beiber  ®rö§en  übereinftimmen),  aber  öer- 
fd^iebene  Dualitäten.  SQääl^renb  ber  3^^^  ^i^^  SSergütung 
ffir  bie  SRu^ung  eineg  Sapitate  ift,  bie  am  @nbe  eine» 
beftimmten  3^ih^<^^nie2  (in  ber  Sflegel  eine»  Saläre»)  bem 
©laubiger  ju  gute  !ommt,  bejei^net  S)i»font  ben  SaSert 
einer  Äapitalnu^ung  am  Slnfang  eine»  3^i^ö^i^^i^^^^  ^  We 
bem  ©d^ulbner  jufättt.  gür  bag  Srgebnig  ber  SJergütung  ift, 
toie  gejagt,  biefe  Unter|d^eibung  ber  beiben  S3egriffe  infofern 
belanglog,  afe  bie  Qxn^^  unb  bie  S)i«IontformeIn  fiberein^ 
ftimmen. 

»eijpiel:  Sin  SaSec^fel  über  150  JC,  todä)tx  am  1.  S)e^ 
jember  fällig  war,  ttjurbe  am  15.  Suli  mit  1  ^rojent  pro  ÜÄonat 
biglontiert.    SaSie  öiel  betrug  ber  S)igfont? 

«uflöfung:  S)er  S)igIontfu§  [beträgt  für  bie  3eit  ber 
SSoraugjal^Iung  4^  5ßrojent.    SDian  ^at  a(fo  bie  ^Proportion: 

100:750  =  4^:0?, 
folgüd^: 

^  =  ^T  =  ^'50. 4^  =  33,75. 
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Sdejetd^net  man  bie  ©d^ulbfumme  allgemein  mit  S,  ben 
S)iglontfu§  für  bie  3^^*  ^^^  SSorauÄjal^Iunfl  mit  p  unb  bie 
JBarfummc  mit  B,  \o  befielet  bie  5ßroportion: 

100:100-1)  — Ä:JB. 

hieraus  finbet  man: 


B  =  S- 


100  —  p  ^ 
100      ^ 


3ie]^t  man  l^ier  bie  Qtii  inbetrad^t  unb  bejeid^net  bie  Slnga^I 
ber  SDionate  ber  SSorau^jafilung  mit  t  unb  ben  S)is!ontfu§  pro 
2Ronat  mit  p,  \o  f)ai  man: 

100:100— i)^  =  iS:JB. 

S)ie  laufmännifdfte  Sered^nungSroeife  beg  S)i2!ontg  ift  jwar, 
t)om  rein  tl^eoretijd^en  ©tanbpunft  aug  betrad^tet,  unrid^tin. 
SlHein  jobalb  bag  SRed^nen  eine  »irftid^e  Slngelegenl^eit  be§ 
SSerfel^rg  bel^anbelt,  mu§  bie  matl^ematijd^e  Sluffaffung  \iä)  ben 
tl^atfäctilid^en  SSerl^ältniffen  beg  SSerlel^rglebeng  anfd^Iiefeen,  ba 
burd^  tl^eoretifd^e  SBetrad^tungen  bie  burd^  ^erfommen  unb  Über= 
ein!unft  beftel^enbe  Sluffaffung^meife  beg  SSerfe^rg  nun  einmal 
nid^t  aus  il^ren  Salinen  geteuft  merben  fann.  3m  SSerfel^rS- 
leben  ift  ftetg  nur  biejenige  SöfungSmeife  einer  Slufgabe  bie 
rid^tige,  toeld^e  fic^  ber  l^ier  l^errfd^enben  ^ßra^ig  anfd^lie^t.*) 

C)  S)ie  bürgerlid^e  S)ig!ontre(^nung.  Sm  bürger- 
lid^en  Seben  red^net  man  ben  DiSfont  nid^t  t)on  ber  ^aijil  100, 
fonbern  öon  ber  ump  üermel^rten  3ot)l  100,  alfo  öon  100 +p. 
2Ran  nennt  biefe  Slrt,  ben  S)igfont  ju  berechnen,  S)i2!ont- 
rec^nung  auf  100.  SBenn  bem  SSerfäufer  eines  ©runbftüdeS 
ein  Ärebit  gemalert  mirb,  of)ne  ba§  bie  Äauffumme  bis  jur 
gal^IungSfrift  einer  SSerginfung  unterliegt,  fo  mirb  ber  Sßer- 

*)  SWan  tjctgtcid^e  ben  ÄufJaJ  tjon  0.  gleifc^l^ouer  in  ber  „S^i*- 
fd^rtft  für  mot^.  unb  naturtt).  Unterrid^t"  tjon  $rof.  3-  ®-  ^-  ©off mann 
(XII.  Sal^rfiang,  ©eite  18)  „3)tc  ^uptfäd^Itc^flcn  Stlipptn  ber  üienten^ 
re(^nunfl".  3n  einer  SRote  bemerft  ©off mann:  ,,3)tc  2:^eoretiIer  foHen 
nid^tg  ber  ^raji«  aBibcrf<)reci^enbeg  leieren." 
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fäufer,  um  \i6)  fc^IoS  ja  ^ten,  bte  3^^  ^  SSorfmitme 
6iä  ium  Serfalltage  Berecl^iieit  imb  biefelbe  um  btefen  3^^ 
er^öl^ett.  S)ie  f^ater  fällige  @^itlbfinitme  ifl  ^ter  olfo  dü  ein 
um  bie  3M^  t>ttmtffttt^  fio^ntol  (fte^e  unter  A,  2)  auf- 
juf äffen.  Sßenn  ber  ^(nfanfer  ba§  Sied^  genießen  »iU,  bie 
feftgefe^te  @c^ulbfumme  \>ox  bem  OoffixanQ^tmaxa  abzutragen, 
fo  mu^  biefe  S3eftimmung  in  ben  fiauft)ertrag  aufgenommen 
unb  ber  2)iStontftt^,  loeld^er  ber  Sbre^nung  jugrunbe  gelegt 
tDerben  foll;  t)ereinbart  toerben.  9la(^  ber  $ö^e  bed  SHdtont- 
fu^eg  n^irb  ber  äJerloufer  au(!§  bie  Srl^ö^nng  be§  SartoerteS 
bemeffcn,  fo  ba%  er  feine  3tefen  öerttert  Äann  j.  S3.  jemanb 
ein  ©mnbftüd  für  1200  JC  gegen  bare  3a^Iuii9  öerfaufen  unb 
ber  Slnfäufer  erllärt,  bo§  er  erft  na^  Sal^reSfrift  ju  jaulen  in 
ber  Sage  fei,  fo  toirb  ber  SSerfäufer  ben  obigen  5ßrei§  um  bie 
einjäl^rigen  3ittf^tt  t)on  1200  JC  jn  etwa  4^  5ßrojent,  alfo  auf 
1280  c/^  erl^ö^en.    ^ierau2  ergiebt  ft(^  ber 

<Ptttnbfa^  für  bie  bürgerlid^e  2)i^tontre^nung: 
Sebe  nad^  t  Sauren  fällige  nnoerjin^Iid^e  ©c^ulb- 
jumme  S  ift  aufjufajfen  aU  ein  Äapital  B  (SBar- 
fumme),  toeI(^e§  ju  p  $ßrojent  öcrsinft  in  t  Salären 
JU  ber  ©d^ulbfumme  antoä^ft.    Sn  3^^^^^- 

B  *  p  •  t 


1)    5  =  J5  + 


100 


f^ulgetnng:  ©tatt  einer  uad^  t  Salären  fälligen  unt)eriin2= 
lid^en  ©d^ulbjumme  S  ift  bagjenige  Sarfapital  ju  ^a^Ien,  ba§ 
p  p  ^rojent  öerjinft  nad^  ber  SSerfaQjeit  bur(^  bie  3i^f^ti  ju 
ber  gegebenen  ©d^ulbjumme  antoäc^ft. 

©tatt  öorftel^enber  ®Ieid^ung  fönnen  wir  bie  gleid^toertige 
rjormel  1)  unter  A,  2),  uämlid^: 

^  =  ^  •        100 

je^en,  weld^e  ben  (Snbtoert  eines  Kapitals,  ber  Sarfumme  B, 
Bei  einfad^er  SSerginjung  ouSbrüdft. 

Um  bie  übrigen  in  ber  bürgerlid^en  S)iSfontred^nung  üor- 
!ommenben  ®rö§en,   Sarfumme,  S)iSfontfu^   unb  3^^^   ber 
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SBorau^ja^Iung  berechnen  ju  tonnen,  gelten  tt)ir  t)on  ber  unter 
A;  2)  gegebenen  Proportion  aud.    Srfe^en  tpir  bie  @rö|en 
JS:  unb  -Ki  bttrd^  B  unb  S,  \o  ift: 

100:100+|>^  — B:5. 
hieraus  folgt: 


100  +  pt 

SRennen  toir  ben  «u^brucf  100 +1?^  ,,S)i»fontteiIer'', 
fo  l^eifet  öorftel^enbe  gönnet  in  SQäorten: 

Sel^tfa^:  äRan  finbet  bie  Sarfuntnte,  inbem  man 
ben  Quotienten  auÄ  100  unb  bem  S)iSfontteiIer  mit 
ber  ©d^ulbfumme  muttiplijiert. 

S)er  SaSert  beS  ©iSlontteilerS  änbert  fid^  nad^  ßeit  unb 
S)igfontfu§,  er  ift  olfo  eine  öon  bem  S38erte  ber  Sud^ftoben 
p  unb  t  obl^ängige  ®rö|e.  ÄQ'  biefen  öerfd^iebenen,  öeranber- 
Ii(^en  S33erten,  toetd^e  ber  ©isfontteiler  annel^men  !ann,  ent^ 
fprid^t  ftets  bie  burd^  bie  Qoiii  100  bejeid^nete  S3arfumme. 
SDer  S)i§!ont  (auf  bie  ©d^ulbfumme  begogen)  toäd^ft  in  ber 
bürgerlid^en  S)i§!ontred^nung  nid^t  in  gerabem  SSerl^ältniffe  jur 
3eit.  S)a]^er  ift  bie  2lntt)enbung  beg  jufammengefe|ten 
S)reifa|eg  jur  S3ered^nung  beS  S)i§Iontg  unrid^tig.  SSielmel^r 
mu§  im  9ied^nen  bei  einer  vorgelegten  Slufgabe  öorerft  ber 
S)i§fontteiIer  feftgefteQt  unb  bann  ber  einfache  S)reifa|  an= 
getoenbet  werben. 

S3eifpiel.  ©in  Srblaffer  ^at  burd^  Xeftament  l^eftimmt, 
ba§  ber  @rbe  an  Ä  über  1  3af)r  750  c/^  unb  nac^  2  Salären 
bagfelbe  Äapital  augjal^len  fott.  Ä  toünfd^t  bie  gange  Summe 
bar  ju  erl^alten  unb  bietet  bem  @rben  4  5ßrojent  S)i§Iont. 
2)iefer  gel^t  auf  ben  SSorfdjIag  ein.  SBeld^eg  Äa^iital  l^at  ber 
Srbe  an  A  augjujal^ten  ? 

Sluflöfung.  SDer  ©igfontteiler  lOO  +  i^f  Reifet  ^ier 
100  +  4  für  bag  erfte  unb  100  +  2.4  =  108  für  ba§ 
nad^  2  Sauren  fällige  Kapital.    SBir  l^aben  alfo: 

a)     104  :  100  =  750  :a;; 

mithin:  x  =  75000 :  104  =  721,15. 
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b)    108  ;  100  =  750 :  a; ; 

a?  =  75000: 108  —  694,44. 

SHe  t)om  (Srben  an  A  au^suja^Ienbe  93arfuinine  ift  alfo: 

121,15  JC  +  694,44  c/«  =  1415,59  c/«. 

t^alfd^  tt)äte  l^ier  bet  8ln{a|: 

104  c/«  ©c^ulbf.  1  Sa^r  4:JC  S)i«lont; 
750  „         „       2     „     ?  „ 

SluS  obiger  $ßroportion  fotgcn  no^  folgcnbc  gonnetn: 

_  100(5  — B)         ,  _  100(5  —  B) 

Sel^tfa^:  3Ran  finbct  oui?  bcr  ©d^ulbjumme,  bcm 
SSartocrtc  unb  bcr  Qtxt  bcr  SSorougäa^lung  (bctn  ^ßro^ 
jctitfalc)  ben  S)igIontfu§  (bie  Qtxi),  tocnn  man  bic 
©tffcrcnj  ätDtfd^cn  @d^ulb=  unb  Sarjumme  mit  100 
muItipUäicrt,  unb  baS  Srgcbnig  burd^  baS  5ßrobuIt 
au§  ben  üRa^jol^Icn  für  Sarjiummc  unb  ßeit  biöibiert. 

S)ic  Dorftc^enben  ^otmcln  bcttjcijcn  ftrenge  bie  9lid^tig!eit 
bcr  im  9lc(^cnuntcrricl^t  auf  inbuftiücm  SQäcgc  gcfunbcnen  SBäal^r- 
l^cit:  S33cnn  in  bcr  bürgerüd^en  2)i«!ontre(^nung  ber  "Sii^tonU 
fu§  ober  bic  3^it  ^^^  SSorauSjal^Iung  geju(^t  tt)erben  fott,  fo 
mu§  ftetg  bic  Sarftttntne  im  2lnfa|  [teilen. 

?lufgabe  1):  (Sin  Uniöerjalcrbe  i)at  bic  SSerpflid^tung,  an 
einen  SSertoanbten  ein  Kapital  Don  2700  JC  über  2  Saläre  ol^ne 
ßinfen  au^jujal^Icn.  Seibe  vereinbaren  unter  Screc^nung  eineg 
beftimmten  S)igIontfu§e2  S3arja^Iung.  aBeld^cg  toar  ber  fefi» 
gefegte  S)ig!ontfu|,  tt)cnn  bog  SBarlapital  2500  c/«  betrug? 

Sluflöfung.  S)cr  vereinbarte  S)i2fontfu§  fei  x  5ßrogcnt, 
fo  l^at  man: 

100  :  100  +  2x  =  2500  :  2700 
ober: 

1:1+  0,02a:  =  25  :  27 ; 
folgli^: 

05  =  4. 
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Slufgobc  2):  a)  fBdä)m  S)igIontfu§  auf  100  ift  n  ?ßro=  j 
jcnt  in  100  glcid^?  b)  n  5ßrojcttt  ouf  100  finb  toic  tnel  i 
5ßroäCttt  in  100?  ] 

Sluflöfung  p  a):  @8  feien  x  ^rojent  ouf  100  gleid^ 
n  ^ßrojent  in  100,  fo  beftel^t  bie  ^Proportion: 

100  — n:n  =  100:  a?; 
folgßd^: 

100  -  n 
^  "^  100  — n' 

3ft  w  =  5,  fo  ift: 

a;  =  100  .  5 :  95  =  ö^fiy  (^ßrojent  ouf  100). 

«ttflöfung  ju  b):  S)er  gejud^te  2)i§fontfu§  in  100  fei  x, 
fo  l^ot  nton: 

100  +  w:n  =  100:a;; 

mitl^in: 

100  -  n 
^  =  lOO  +  n' 

(gg  fei  n  =  5,  fo  ift: 

a;  =  100  •  5  :  105  =  4if  (^ßrojent  in  100). 

S)ie  üorfte^enb  bel^onbelte  aied^nungSart  tt)irb  in  ben  9fled^en= 
büd^ern  foft  burd^göngig  bie  bfirgerlid^e  ober  bie  SRobottred^nung 
ouf  100  genannt.  2)er  StuSbrudC  „JRobatt"  bebeutet  aber  im 
SSerfel^r  einen  ßal^tung^nad^Ia^  (Slbjug)  ol^ne  SlüdEfid^t  auf 
bie  Seit  (95ud)l^änbIer=SRabatt),  wäfirenb  S)i§font,  ebenfo  wie 
jein  ®egenja|  3^^^/  ^^^^  9lu|ung  bejeid^nen,  bie  t)on  einer 
beftimmten  ßeitperiobe  abhängig  ift.  (Sin  S3eifpiet,  in 
loeld^em  SRobatt  bered^net  wirb,  ift  fotgenbeg: 

Sine  83ud^]^änMer  =  Sled^nung  im  SBetrage  öon  45,80  oS 
wirb  mit  15  5ßrojent  SRobott  ouSgejaf)It.  SaSie  öiel  beträgt  ber 
SRobott? 

Sluflöfung. 

100 :  15  =  45,80 :  x 
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§  83.    8etlfUtt«gS$  nnt  8li{d|ttngSred|nuug. 

A)  Sie  SertfitongS^  ober  0e{eD{d|ift8red|itung  l^at  bie 

Aufgabe ;  eine  gegebene  ®rö|e  in  ungleiche  Zeile  gu  jer- 

legen.*)     3)ie  ganje  ober  bie  ju  teilenbe  ®rö§e  (benannte 

3a^I)  l^ei^t  £eilungd'  ober  ^auptfnntme  nnb  bie  gejuc^ten 

Seile  »erben  einteile  genannt.    S)ie  Angaben  in  einer  Slnf= 

gäbe,  in  tt)e((^em  SSer^ältniffe  bie  bnrd^  Q^vUQani  gefnnbenen 

Anteile  [teilen  foQen,  nennt   man  3;eilnng§fu§.     Sefeterer 

l^ei^t  arit]^meti.J(^,  tt)enn  il^m  ein  aritl^ntetifd^eg  SSerl^öItni» 

iugrunbe  liegt,  j.  83.:  100e//i(  joHen  nnter  gtt)ei  Armen  fo  t)er= 

teilt  »erben,  ba§  ber  eine  10  c^  mel^r  afö  ber  anbere  erl^ölt. 

3ft  bagegen  ber  3;eilnngi?fu§  bnrc^  ein  geomctrijd^eiS  SSerpItniö 

ouägebrüdt,  jo  »irb  berjelbe  geometrijd^er  S^eilnngsfn^  genannt. 

Seijptel:  gtoei  ©(^loffermeifter  übernel^men  eine  Strbeit,  für 

»elc^e  150  c/^  gejal^tt  werben.    S)er  eine  SReifter  fteüt  2,  ber 

onbere  3  ©efeHen  jur  JBoHenbnng  ber  2lrbeiten.    SBie  üiel  Ji 

erl^ält  jeber  ÜÄeifter?    3la6)  ber  Slrt  beg  ZeilnngSfn^e«  nnter^: 

treibet  man  bie  Slnfgaben  ber  ©efeHjc^aftgred^nnng  in  jwei 

i^auptgmppen.    S)er  geometrifd^e  IeUuiig§fu§  fann  and^  bnrd^ 

Serbinbnng  öon  jttjei  ober  mel^reren  SSerl^ältnifjen  beftimmt 

fein    nnb   l^ei^t   atebann    änfammengejie^ter    geometrifd^er 

Zeilnnggfn^.    ^ierl^er  ift  ber  gaü  ju  red^nen,  in  »cldjem  bei 

ber  Sered^nung  ber  Anteile  an§>  ben  SSerl^ältniffen  je  jtt)eier 

berfelben   junöd^ft    ein   fortlaufenbeS   SSerl^ältniS    jttjifd^en 

fämtlid^en  Slnteilen  gebilbet  »erben  mu§.     S3eifpiet:  Unter 

3  ^erfonen,  ^,  J5  nnb  C,  foQen  200  JC  fo  verteilt  »erben, 

ba§  bie  Slnteile  t)on  A  unb  B  fid^  »ie  4 : 5,  nnb  bie  t)on  B 

nnb  C  \xä)  wie  2:3  t)erl)atten.    (Snblid^  fann  and)  ber  geo= 

metrif(^e  Zeilnng^fn^  mit  bem  aritl^metijd^en  öerbnnben  öor* 

!ommen,  j.  33.:  3Ran  teile  50 c/^  fo  nnter  2  5ßerfonen,  ba§ 

bie  eine  ä»eimal  fo  öiel  alg  bie  anbere  nnb  noc^  10  J(  erl^ölt. 

(Sinige  Sled^enlel^rer**)  nnterfd^etben  bie  ©efeüfdljaftgred^nnng 

*)  S)ie  Serlcgung  tjon  ©röften  unb  reinen  Sagten  in  gleid^c  Xeilc 
gefd^iel^t  burd^  bie  ^ioi{ton. 

**)  2)icjitcrnje0  üub  $eu{cr. 
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in  einfädle  unb  iujammengefe^te,  ie  nad^bem  ben  Aufgaben  ein 
einfacher  ober  iujammengefe^ter  XeilmtgSfu^  jugrunbe  liegt 

S>er  in  ben  Aufgaben  ber  ©efeOfd^aftdred^nmtg  läufig  t^or- 
fontmenbe  SuiSbrud  /;XeiI''  bejei(^net  eine  beftintntte,  Dorlänfig 
no(^  unbefannte  QafjH,  beten  ®xb%t  fid^  etft  int  SSerlanfe  ber 
9ied^nung  ergiebt.  S)iefer  ^SbmdC  ^at  biefelbe  SBebentung; 
toie  in  ber  Hlgebra  ber  SSnd^ftabe  x,  er  bejeid^net  alfo  toäl^rettb 
einer  unb  berfelben  9ied^nung  ftetö  biefelbe  j^oSfi  ((Einleitung, 
•Seite  5). 

Sine  tDefentlic^e  Sbfärjung  bei  ber  fiöfung  getoiffer  Huf^ 
gaben  biefer  9ied^nung^art  geto&l^rt  bie  Hntuenbung  be^  ®efe|eS 
über  bie  äßertbeftänbigfeit  beg  geometrif^en  SBer^&Itnine^  (§  69, 
5)  Sel^rfal).  @inb  bie  ©lieber  ber  gegebenen  geomctrifd^en 
SSerl^ältniffe  ganjc  3^^^^^  unb  l^aben  biefelben  einen  gemein:^ 
fd^aftlid^en  Steiler,  fo  brftde  man  fie  burd^  Reinere  ßal^Ien  au§. 
S3efte]^en  bie  ©lieber  eine^  geometrifd^en  SSerl^ältniffeg  au^ 
S3rüd^en,  fo  üertoanbele  man  baiSfelbe  in  ein  äSerl^ältni^  au^ 
ganjen  ßal^Ien.  3)ie  Senuftung  biefer  Umformungen  getoäl^rt 
namentlid^  beim  ffiopfred^nen  gro§e  ©rleid^terung. 

®tttnbattfgabe  ber  Setieilung8tei|nung.  S)ie  ß^^I  1200 
(allgemein  S)  foU  in  3  Seile  jerlegt  toerben,  fo  ba§ 
biefelben  in  bem  SSerpItniffe  3  ;  4  :  5  (allgemein 
a  :  b  :  c)  ftel^en. 

Suflöfung.  Sejeid^net  man  bie  gefud^ten  Seile  oorläufig 
mit  X,  y  unb  z,  fo  ift: 


1)  x  +  y  +  8=\20Q 

2)  a; :  y  :  je?  =  3  :  4  :  5 . 


I)    X  -{-  y  -{-  z  =  S 
II)    x:y  :z  =  a:h:c. 


Slu§  ben  fortlaufenben  ^Proportionen  2)  unb  II)  folgt  nac^ 
§  76,  3)  Se^rfal: 


3)  x+y+z:'&+4:+b  =  x:^ 

=  y:4 
=  z:b. 


III)  a;+^+;8?:a+6+c=rr:a 


@e|t  man  ftatt  a;  +  y  +  js?  bie  ßa^I  1200,  bejlo.  S,  fo 
entfielet: 
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4)     1200  :  12  =  a: :  3 

=  y:4 
—  jef :  5. 

5)    y  =  4.100  =  400 
0  =  5  •  100  =  500. 


IV)     S:a  +  b  +  c 


ilRit^in: 

X  =  a^-  - 


x:a 
y.h 

z :  c. 


s 


V)     y  =  6 


0==  c 


a  +  h  +  c 

S 
a  -\-  b  -\-  c 

S 

a  -\-  h  -•{-  c 


Sejctd^ttet  man  bic  ©ummc  bct  SScrl^ältmÄjal^Ien  a,  6,  c-- 
mit  s,  bic  Anteile  mit  ^,  J?,  (7--,  fo  gcl^t  bic  ^Proportion  IV) 
in  folgcnbc  über: 


s:a  =  S:Ä, 
mitl^in:    ^ , 


a  •  - 

8 


S)iefe  ^Proportionen  unb  bic  (Slcid^ungcn  für  bic  Anteile 
tonten  in  SBorten: 

8e]|tfa<fe:  1)  3ebe  »er^ältnigja^I  üer^ält  \\ä)  jnr 
©nmnie  ber  SSerl^ältni^jal^Ien  loie  ber  einjelne  Slnteil 
jnr  Seilnnggfnntme. 

2)  9Kan  erpit  bie  einjelnen  Slnteile,  wenn  man 
ben  Dnotienten  ans  ber  XeiInngSfnmme  nnb  ber 
©nmme  ber  SSerl^ältniSjal^Ien  mit  ben  einjelnen  9Ser« 
l^ältniSjal^Ien  mnltiplijiert. 

Slnfgabe.  ®ei  einem  ffionfnrS  jotten  12320 c/^  nnter 
öier  ©länbiger,  A,  B,  C  nnb  D  nad^  SSerl^ältniS  il^rer 
gorbernngen  öerteift  »erben.  9?nn  öerl^alten  fid^  bie  gor^ 
berungen  öon  Ä  nnb  B  loie  4:5,  öon  D  nnb  C  loie  5:2, 
nnb  üon  D  nnb  J?  toie  4 :  3.   SBie  t)iel  erlauft  ieber  ©länbiger? 

Slnflöjnng.  8ln8  ben  gegebenen  SSerl^ältniflen  bilbe  man 
bie  ^Proportionen:         J. :  J?  =  4 : 5 

B :  D  =  3 : 4 
D:  (7  =  5:2. 
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^teraud  folgt  nac^  §  77  bie  fortlaufenbe  ^o))ortton: 

A:B:C:D  =  12: 15:  8:20. 
3Rit^in  er^It  nac!^  obigen  t^otmeln: 

A:12-  ~^^JC  =  12  •  224c/^  =  2688  c^ 

55 

JS:  15 -2240/^  =  33600/^ 
C:8-224:JC=  1792  </fC        unb 
D :  20  •  224  Ji  ==  4480  JC. 


B)  9lifi|ttttg8tei|nttng.  93ei  jiebem  @toffe  fommen  ®üte 
ober  dualität  unb  Süiettgc,  SRajfe  ober  Ouantttät  inbetrad^t. 
3)ie  ®üte  eineö  Stoffel  ift  bem  greife  feiner  ©inl^eit,  j.  S. 
eineg  kg,  11,  bireft  proportional,  unb  mitl^in  ift  bie  Dualität 
burd^  biefen  ^reig  öoQftänbig  beftintmt.  S5ei  äRetaHIegierungen 
bagegen  loirb  bie  ®üte  (ber  SBSert)  in  ber  SBeife  au^gebrüdt, 
\>Ci^  man  j.  S5.  angiebt,  toie  öiel  reineg  ©über  ober  ®oIb  unter 
1000  5;eilen  ber  Segierung  enttjalten  finb.  S)ie  CluaKtät  gett)iffer 
glüf jigfeiten  bejeid^net  man  burd^  Angabe  be§  ^rojentgel^aÜeS 
eines  beftimmten  @toffe§.  @o  j.  S3.  jagt  man,  ber  ©pirituS 
l^at  80  ^rojent  ober  ®rab,  toenn  unter  100  leiten  ber  2Rijd^ung 
fid^  80  Xeile  reiner  ©pirituS  befinben. 

3)ie  SRifd^ungSred^nung  befd^äftigt  fid^  Iiauptfäd^üd^  mit 
jtt)ei  fragen: 

1)  (g§  toerben  beliebige  ©toffmengen  öon  öerfd^iebener 
@üte  gemifctjt  (vermengt),  unb  man  joQ  ben  SBert  ber  ©in- 
f)eit  ber  SRijd^ung,  ben  fogenannten  ©urd^fd^nittStoert,  be= 
red^nen.  3)ie  2lufgaben  biefer  2lrt  bilben  einen  Xeil  ber  3)urd^= 
fd^nittSred^nung.    (SSergleid^e  aritl^metifd^eS  SRittel,  ©eite  208.) 

2)  3n  loeld^em  äJertjättniffe  muffen  öerfd&iebene  ©toffe 
gemifd^t  toerben,  bamit  bie  Einl^eit  ber  äJlifd^ung  einen  gegebenen 
S)urd^fd^nittStt)ert  erl^äü?  5)ie  Beantwortung  biefer  grage  ift 
Slufgabe  ber  SRifd^ung§red^nung  im  engeren  ©inne. 

©inb  bie  SSerl^ältniffe  ber  SRifd^ungSteile  gegeben,  unb  man 
foH  bie  SWengen  ber  einjelnen  ©toffe  bei  einer  gegebenen  ©efamt^ 
maffe  bered^nen,  fo  get)ören  bie  2luf gaben  mit  S^üdEfid^t  auf  bie 
8lrt  ber  SRed^nung  in  bie  SSerteilungSred^nung.    3-  33.:  ßur 
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Bereitung  üon  rotem  ©iegeUad  nimmt  man  1  Seil  jheibe, 
4  leite  Serpentin,  6  Seile  ginnober  unb  6  Seile  ©(^ellaA 
SBie  öiel  üon  biefen  Stoffen  ift  jur  $erfteDung  oon  50  kg 
Siegellad  erforberlid^? 

1)  S)urd^fd^nitt^red^nung.  (Sin  Kaufmann  mengt 
öerjc^iebene  ©orten  ftaffee  unb  iXoax  50  kg  a  1,80  </fC,  30  kg 
a  1,60  JC  unb  40  kg  a  1,40  2^.  SBeld^en  SBert  f^at  1  kg 
k^  @emenge^? 

^uflöfung.    S)a8  ©emenge  l^at  ben  SEBert: 

50  .  1,80  je +  30'  1,60  JC  +  40'1,40JC 

unb  entpit:  (50  +  30  +  40)  kg. 

SRit^in  foftet  1  kg  im  SJurc^fc^nitt: 

60  •  1,80  +  80  •  1,60  +  40  «  1,40    ^ 
50  +  30  +  4Ö  '^' 

®ejeid^net  man  allgemein  bic  Quantitäten  ber  ©toffe  Ä, 
Bf  C  unb  D  mit  w,  w,  p  unb  g,  bie  greife  ber  (Sinl^eiten 
mit  a,  h,  c  unb  d,  \o  ift  bie  Dualität  Q  ber  äRifd^ung,  bejtt). 
be^  ®emenged: 

^        am  +  hn  +  cp  -\-  dq 
^  '^^       ffi  -\-  n  -\-  p  +  q 

SEBic  lautet  biefe  gormel  in  SBorten?  ^aben  bie  Qaf)Un 
m,  n,  p  unb  q  einen  gemeinfci^aftlici^en  gaftor,  fo  fann  man 
bie  Sered^nung  be8  ©urd^fd^nittgtüerteS  öereinfad^en.  3n  t)or= 
ftel^enbem  SSeifpiel  fürje  man  ben  Slu^brudt  (Duotient)  für  ben 
SQSert  ber  ©inl^eit  beg  ©emengeg,  bann  ift: 

^  6   .    1,80   +   3    .    1,60   +    4   .    1,40      yy 

Q 6  +  3  +  4 ^' 

hieraus  folgt:  3Kan  erl^ält  ben  SBert  ber  ©inl^eit  ber 
äßifd^ung,  n^enn  bie  Quantitäten  in  bemfelben  äSerl^ältniffe  n)ie 
m:n:p:q  gemifd^t  werben.  SBie  l^ei fet  bie  fjormel  für  Q  in 
SSSorten,  »enn  bie  Duantitäten  gleid^  finb? 

2)  ©igentlid^e  SRifd^ung^red^nung.  Aufgabe:  3n 
»eW^em  SSerl^ältniffe  mu§  man  jtoei  ©toffe  Ä  unb  B  mifd^en, 
bomit  bie  ©inl^eit  ber  äßijd^ung  ben  SBert  m  erl^ält,  toenn  ber 

6(9fi(Iet,  «Tit^metit  17 
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Sßert  ber  Sinl^eit  ber  Befferen  Sorte  A  bur(^  a  unb  ber  anbem 
©orte  mit  6  bejeid^net  toirb? 

Huf  löfung.  ®er  SBert  m  liegt  offenbar  jtoifd^en  a  unb  6. 
3)urd^  arit^metifd^e  SSergleid^ung  ergiebt  fld^:  j|ebc  ©inl^eit  Don 
A  ift  um  a  —  m  größer,  unb  bie  Dualität  oon  B  ift  um 
in  —  b  fteiner  alg  ber  SBert  einer  ©nl^eit  ber  SDlift^ung. 
Slimmt  man  nun  oon  ber  ©orte  A  S^  einleiten,  fo  entfielet 
baburd^  ein  Überfd^ufe  öom  SBerte  Si(a  —  m).  SBcrben  S^ 
Sinl^eiten  oon  ber  ©orte  B  jur  äßifd^ung  genommen^  fo  rufen 
biefe  einen  SRangel  im  SBerte  oon  S^ini  —  b)  l^eroor.  3)amtt 
in  ber  SKifd^ung  ein  Äuggleid^  jtoifd^en  jenem  Überfd^uffe  unb 
biefem  SRangel  ftattfinbet,  mu§: 

S^ia  —  m)  =  Si{m  —  b) 
fein,    ©g  mu§  alfo  bie  Proportion: 

Si :  S2  =  ni  —  b  :  a  —  m 

bcftel^en.    3n  SBorten: 

Sel^tfa^:  3)ie  jur  ^eröorbringung  eineg  gegebenen 
S)urd^fd^nittgpreifeS  erforberlid^en  Quantitäten  öer= 
l^alten  fid^  umgefel^rt  tote  bie  gal^Ientoerte,  toetd^e 
ben  Überjd^u§  unb  SRangel  augbrüden. 

Sluf  biefer  SBal^rl^eit  berul^t  ba§  im  JRed^enunterrid^t  geleierte 
„©d^ema  ber  SRifd^unggred^nung". ' 

1)  aSeif piel.  ©in  SBein^änbler  erhält  ben  Sluftrag,  150  1 
SBeifetoein,  ba^  Siter  ju  0,80  c/^  ju  liefern.  3)a  er  S33ein  öon 
ber  gewünfd^ten  üuaütät  nid^t  vorrätig  l^at,  fo  mifd^t  er  jtoei 
SBeinforten  ju  1,10  JC  unb  0,60  J6  pro  Siter.  SBie  öiel  Siter 
ftnb  öon  jeber  ©orte  ju  nel^men? 

©d^ema: 


1.  ©orte  1,10  c/^ 

2.  ©orte  0,60  „ 


+  0,30c^    2 
-  0,20  „ 


2)urd^fd^nitt§prei§ 
0,80  JC 

S)ag  aSerl^ältnig  ber  ju  mifd^enben  Quantitäten  ift  alfo  2:3. 
S)ie  Seftimmung  ber  SKengen  ber  SBeinforten  gefd^iel^t  burd^ 
bie  (Sefeöfd^aftgred^nung.    9Kan  ^at: 
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5  :  2  =  150  :  a; ;    ^  «  60    (Siter  1.  ©orte) 

unb  150 1  —  60 1  =  90 1    ber  2.  ©orte. 

2)  »eifpiel.  SBie  t)iel  ©über  öou  0,800  fein  muß  man 
ju  1  kg  reinem  ©über  nehmen,  toenn  bic  Segierung  ben  gein= 
geaalt  0,850  erhalten  fott? 

a)  Slnflöfnng  mit  ®enn|ung  beg  geingel^alte^.  3)er 
geingel^alt  bcÄ  reinen  ©ilberg  i[t  gteid^  1,  ber  jweiten  ©orte 
0,800  nnb  ber  nenen  Segiernng  0,850. 

©d^ema: 

1.  ©orte      1      Segiernng  j  +  0,15    1 

2.  ©orte  0,800  j     0,850     '  —  0,05    3. 

%)a^  Ser^ältniiS  ber  erforberlic^en  Dnantitäten  ift  1:3. 
@§  finb  alfo  1  kg  reinem  ©Über  3  kg  t)on  0,800  fein  jn* 
jnfefeen. 

ßöfnng  b).  SWan  gel^e  öom  ßnfafe  an«.  S)erfclbe  ift 
im  reinen  ©Über  gleid^  0,  in  ber  anbern  ©überforte  0,200 
nnb  in  ber  Segiernng  0,150. 

©d^ema: 


1.  ©orte      0 

2.  ©orte  0,200 


Segiernng   —  0,150 
0,150       +  0,050 


1 
3. 


3)ie  loeitere  Sered^nung  gefd^iel^t  loie  öor^in. 


Vi 


»:♦ 


gfüttftcr  m\ä)nxü. 

§  84.    8egti{f  uni  <£intei(ttn8  bet  ®(eii|ttngen. 

JBcßriff.  eine  (Slctd^ung  ift  bic  Scrbinbuttg  gleid^r 
®rö^cn  burd^  ba«  ©leid^l^cttgjcid^ett.  3)ic  SluSbrfidEc,  toclc^c 
Itn!8  uttb  rc(^tg  öom  ®Icid^^ci«jeid^cn  ftcl^en,  l^eiften  Seiten 
ber  ©feid^nng  unb  bie  einjelnen  bnrd^  +  ober  —  ntitein- 
anber  üerbnnbenen  ®röB«n  »erben  ©lieber  ber  ©leid^ung 
genannt.    3n  ber  ©leid^ung: 

X  -^  b  =  c  —  d 

bilbet  ber  SlniSbrud  a;  +  6  bie  linfe  unb  ber  Slugbrud  c  —  d 
bie  redete  Seite  ber  ©leid^ung;  bie  Sfa\)iidd)tn  x,  b,  c  unb  d 
finb  il^re  ©lieber.    (SScrgleid^e  ©inteitung  11.) 

Qtotd  unb  Slrten.  S)ie  ©leid^ungen  bienen  entn^eber 
jur  3)arfteIIung  ober  jur  Sluffinbung,  entwidelung  allgemeiner 
matl^ematifd^en  ©efefee  ober  jur  SSered^nung  ber  SBerte  öon 
unbefannten  ©röfeen.  |)ierauf  berul^t  bie  Sinteilung  ber 
©leid^ungen  in  anat^tifd^e  unb  algebraifd^e. 

eine  anal^tifi^e  ©leid^ung  ift  eine  fofd^e,  in  loeld^er  bie 
eine  ©eite  bloß  bie  Umformung  ober  (SntnjidEelung  ber  anbern 
barftettt,  j.  ».: 

(a  +  by  =  «2  +  2ab  +  b^ 

a«  —  6«  ==  (a  +  b)  {a--b). 

SSiele  matl^ematifd^e  gormein  (Sinteitung  11)  finb  anat^tifd^e 
©Icid^ungen.  SSeftel^en  beibe  Seiten  einer  anal^tifd^en  ©leid^ung 
au§  benjelben  ®rö§en,  fo  nennt  man  biefelbe  üorjuggtoeife  eine 
ibentifc^e,  j.  S5.: 
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a  +  6  «=  a  +  6 

a  —  6  =»  a  —  6. 

2)a  SdXotibji  bie  anal^tifd^en  aliS  auc^  f^^ejieQ  bie  ibentifd^en 
nd^ungen  allgemein  gültige  mat^ematijd^e  ®efe^e  barfteUen, 

fo  ftnb  fold^e  ©leid^uttgen  unbebingt  rid^tig,  loeld^en  SBert  man 

auc^  ben  aQgemeinen  3^^^^^  beilegen  mag. 

Älgebraifd^e  (Sleid^ungen.  ©inb  bagcgen  bie  Seiten 
ber  ©leid^ung  nnr  unter  ber  S3ebingung  einanber  gleid^,  ba§ 
einzelne  Sud^ftaben  einen  (ober  mel^rere)  beftimmtcn  3^^^^^- 
tuert  bejeic^nen;  fo  ]^ei|t  bie  @(eid^ung  eine  algebraifd^e. 
2)a  bie  iRic^tigfeit  ber  algebraijd^en  ®(eid^ung  burd^  einen 
beftimmtcn  SBert  gewijfer  SSud^ftaben  bebingt  toirb,  mit 
anberen  SBorten:  ba  bie  Sflid^tigfeit  ber  @(eid^ung  an  bie 
S3ebingung  gefnüpft  ift,  bafe  gettjiffe  ®rö§en  beftimmte 
(burd^  SRec^nung  ju  ermitteinbe)  2>^\i^^n\otxit  vertreten,  fo 
nennt  man  biejelbe  mä)  S3ebingung§glei(^ung.  ^ud^  fommt 
bie  Sejeic^nung  ^^f^nt^etifd^e  ©leid^ung"  öor.    S)ie  ®Ieid^ung: 

^  +  3  =  10 

ift  eine  algebraifd^e,  ba  biefelbe  nur  unter  ber  S3cbingung  rid^tig 
ift,  ba§  ber  SSud^ftabe  x  ben  beftimmten  SBert  7  vertritt.  ®8 
leud^tet  ein,  ba§  burd^  (Sinfeftung  beg  beftimmten  3o^IenioerteS 
an  ©teile  ber  unbefanntcn  ßa^I  x  fi^  bie  algebraif^e  ©leid^ung 
in  eine  ibentifd^e  öerwanbelt. 

S3efannte  unb  unbefannte  ®rö§en.  S)ie  in  einer 
algebraifd^en  ©leid^ung  entl^altenen  ©lieber,  bereu  SBert  erft 
beftimmt  werben  mu§,  bamit  bie  ©leid^ung  in  eine  ibentifd^e 
übergel^t,  l^ei^en  unbefannte  ®rö|en  ober  furjweg  bie  Un* 
befannten,  toäl^renb  bieienigen  Satjlen,  bie  jur  ©rmittelung 
beS  SBerteg  ber  Unbefannten  gegeben  finb,  befannte  ®rö§en 
genannt  »erben.  3n  ber  Sllgebra  pflegt  man  bie  ju  beftimmen- 
ben  Saluten  mit  ben  legten  SSuc^ftaben  beg  Äeinen  lateinifc^en 
Sllp^abetg  {x,  y,  b)  unb  bie  befannten  ®röBen  entweber  mit 
beftimmten  Saluten  ober  mit  ben  fleinen  8lnfang§buc^ftaben  be^ 
lateinifd^en  Älpl^abetg  ju  bejeid^nen.  ©leic^ungen,  bereu  befannte 
®r5|eu  nur  Suc^ftaben  flnb,  l^eifeen  litterate;  beftel^en  l^in^ 
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gegen  bie  SSefannten  aug  3tfferngrö|en  (numeri),  fo  nennt 

man  bie  ©leid^ung  eine  numerif^e. 

3e  nac^bem  in  ben  ©leid^ungen  eine  ober  mel^rere  nn^ 

befannte  ßal^Ien  auftreten,  unterfd^eibet  man  ©leid^ungen  mit 

einer  ober  mehreren  Unbefannten.    (Sine  ©Icic^ung  mit  einer 

Unbefannlen  ift: 

x+12  =  20. 
^ie  ©leid^ung 

entl^ält  jmei  Unbefannten. 

§  85.    llmfotmnng  bet  ®Ieii|ttngen. 

SRit  einer  ©leid^ung  lafjen  fid^  öielfad^e  SSeränberungen 
üornel^men,  bie  man  inggefamt  mit  bem  %\x^hxnd  Umformung 
bejeid^net.  S3ei  Umformung  einer  ©leid^ung  muffen  auf  beiben 
©eiten  biefelben  SRed^enoperationen  vorgenommen  toerben. 

Reifet  bie  ©leid^ung  allgemein: 

in  ttjeld^er  bie  ßeid^en  Ä  unb  B  algebraifd^e  Summen  (§  43) 
unb  einfädle  Qai)Un  bejeid^nen  foQen,  unb  brüdt  m  irgenb  eine 
ganje  ober  gebrod^ene  3^^^  aug,  fo  fann  man  mittete  ber  fiebcn 
©runbrec^nung^arten  (§  28)  bie  folgenben  neuen  ©leid^ungcn 
bilben:  l)     ä  +  m  =  B+m 

2)     A  —  m  =  B  —  m 


3) 

m  •  A  —  m  •  B 

4) 

A       B 

n        n 

5) 

A'"  =  B"' 

6) 

yA   "vb 

7) 

"*log  A  =  »"log  B . 

2)ie  9iid^tigfeit  biefer  abgeleiteten  ©leid^ungen  grünbet  fic^ 
auf  gewiffe  im  erften  2lbfd)nitt  bei  ben  einjelnen  SRed^nungä« 
arten  bewiefene  ße^rfä^e  (§  3,  3)  ßet)rf.;  §  8,  7)  Se^rf.  u.  f.  w.)- 
3Rit  Slüdfid^t  auf  bie  Umformung  ber  ©leic^ungen  fann  man 
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iit  bnxä)  üorftcl^enbe  gormcitt  bargefteDten  ©cfeftc  jufamntcti' 
faffen  in  folgenbcn 

^au|iifai^:  3ebe  &Uid)n\\%  bleibt  rid^tig,  tDetttt  mit 
il^ren  ©citcn,  b.  1^.  mit  atUn  (Slicbcrtt  bcr  ©Icic^ung, 
bicfelbcn  SRcd^cnoperationcn  burc^  bic  glcid^e  ßaf)! 
öolljogcn  tocrbcn. 

1)  S)ic  burd^  bic  gormein  1)  unb  2)  auggebrüdten  Sel^r- 
fä|e  benufet  man,  um  bie  mit  ber  Unbelannten  x  üerbunbenen 
pofitiöen  ober  negativen  ©Heber  öon  x  ju  trennen,  bejto.  bie^^ 
felben  auf  bie  anbere  ®titt  ju  bringen.    3-  ®- 

?luf  beiben  Seiten  bicfer  (Sleid^ung  a  abbiert  unb  h  fubtral^iert, 
fliebt:  x  =  a  —  h  +  c. 

2)  3)en  Sel^rfa^:  ßine  ©leic^ung  bleibt  rid^tig,  wenn  man 
jebe  ©eite  mit  berfelben  3^^^  muIti^)Käiert,  toenbet  man  an, 
um  bie  in  ©leici^ungen  üorfommenben  2)it)iforen  fortjufc^affen. 
3u  biefem  Qxotdt  multipttjiert  man  alle  ©lieber  mit  bem 
fleinften  ^auptblüijor  fämtli^er  Ouotienten.  ffi8  fei  j.  ®.  bie 
©leic^ung  gegeben: 

X        b , 

c        a 

3)ie  ©leid^ung  mit  ac  muftipUjiert  giebt: 

ax  —  6c  =  acd, 

alfo  eine  ©leid^ung,  in  toeld^er  nur  ganje  ßal^Ien  Dorfommen. 
SJenn  aud^  ba«  gortfd^affen  nur  fold^er  SSrüd^e  notwenbig  ift, 
in  toeld^en  x  al^  Slenner  erfd^eint,  fo  ift  bod^  bie  SSefeitigung 
aller  Quotienten  ju  empfel^fen,  ba  l^ierburd^  eine  Slebuftion 
ber  ©leid^ung  burd^  ^Bereinigung  gleid^namiger  3ö^^fl^ö|en 
möglid^  toirb.  SSl^^xt%  über  bie  Sluflöfung  üon  ©leid^ungen, 
in  toeld^en  Quotienten  m^  algebraifd^en  Summen  öorfommen, 
bringt  §  89.  SBirb  eine  ©leid^ung  mit  (—1)  muftiplijiert, 
fo  erl^alten  alle  ©lieber  baS  entgegengefe^te  SSor^eid^en. 

3)  88on  bem  Sel^rfa^e:  ajian  fann  eine  ©leid^ung  burd^ 
biefelbe  ßal^I  biöibieren,  mad^t  man  Änwenbung:  1)  um  bie 
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mit  einem  f^ottor  (fioeffiiienten)  bel^aftete  unbelannte  &tS^t 
t)on  etfterem  ju  befreien;  2)  um  eine  ©leic^ung  auf  eine  ein- 
fad^ere  $orm  ju  bringen,  n^enn  bie  ©lieber  einen  gemeinfd^ft^ 
Ii(^en  ^aftor  ^aben,  }.  S3.: 

1)     6a:  ««48;      aaj«=6  +  c. 

5£)iöibiert  man  beiberfeitg  bnrd^  6,  bejto.  a,  fo  erhalt  man: 

a;  =s  48  :  6  =  8    unb    o?  «=»  (6  +  c)  :  a . 

2)  (Segeben: 

a)    20a;  +  15y  =  60; 

b)     (a  +  h)x  +  (a'  -h^)y  =  {a  +  by, 

©ämtlid^e  ©lieber  ber  (Sleid^ung  unter  a)  l^aben  ben  gaftor  5 
gemeinsam.    5£)iefelbe  auf  eine  einfachere  gorm  gebrad^t,  giebt: 

4a;  +  3y  =  15    ober     l^x  +  y  =  4 . 
Die  (Sleid^ung  unter  b)  burd^  a  +  b  biöibiert,  liefert: 

X  -]-■  (a  —  V)y  «asB  a  +  ^  • 

SSei  Äufföfung  ber  (Sleid^ungen  mit  mel^reren  Unbefannten 
mittete  ber  Slbbitiong=  unb  ©ubtraftionömetl^obe  fommt  ber 
unter  2)  angegebene  gatt  oft  üor. 

4)  Sntoenbung  üon  gormel  5):  ©rfd^eint  in  einer  ©leid^ung 
bie  unbefannte  ©röfee  unter  bem  SBurjeljeid^en,  fo  fann 
man  lefetereg  baburd^  befeitigen,  ba§  man  bie  SBurjelgrö^e 
allein  auf  eine  ©eite  f^afft  unb  bie  Qilei^ung,  b.  ^.  beibe 
Seiten,  mit  bem  S33urjeIeEponenten  potenjiert.    Sft  j.  S5.: 

y^-  8  =  16, 
fo  ift  nad^  1): 

Yx  =  16  +  8  =  24. 

^otenjiert  man  biefe  ©leid^ung  mit  bem  ©Eponenten  2,  fo 

i*^^*-  (yS)*  =  242    ober    a;  =  576. 

SRan  l^üte  fid^  üor  bem  S^l^Ier,  bie  einjelnen  ©lieber  einer 
©leid^ung  ju  potenjieren. 

5)  JBenuftung  üon  gormel  6):  Xritt  in  einer  ©leid^ung 
bie  Unbefannte  ate  ®afis  einer  ^otenj  auf,  fo  fann  man  bie 
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Unbefannte  üon  il^tein  SEponcnten  befreien,  inbem  man  bte 
?otenj9rö|e  a?»  allein  auf  eine  Seite  bringt,  a?"  ifoliert, 
unb  bann  beibe  Seiten  biefer  ®Ieid^ung  burd^  ben  ^oten}- 
cjponenten  n  rabijiert.    SBenn: 

x^  -25  =  39, 
(o  ift  nad^  1): 

:k*  =  39  +  25  =  64. 

Stellt  man  nun  au8  beiben  ©eiten  biefer  ©leid^ung  bie  Duabrat= 
tt)ur jel,  f 0  erl^ält  man  x  =  +  8.  SRan  bead^te  wol^I,  ba|  nur 
jebe  ©cite,  nid^t  jebeg  einzelne  ®Iicb  ber  Qileid^ung  rabijiert 
werben  barf.  Äud^  ift  bag  SSorjeic^en  ber  SBurjel  mit  SBor* 
fid^t  anjuwenben.  (ÜRan  öergfei^e  bie  JBemerfungen  §  19  am 
©d^luffe  unb  bie  Sel^rfä^e  unter  VI,  ©eite  119.) 

HuSfäl^rlid^ered  aber  bie  SSel^anblung  t)on  äBurjelgteid^ungen 
ift  in  §  90  enthalten.  3ft  eS  aud^  geftattet,  eine  ®(eid^ung 
ben  Sied^enoperationen  ber  jnjeiten  unb  britten  ©tufe  burd^  0 
ju  unterwerfen? 

§  86.    Otbnen  unb  9(uf(3fen  ber  ®(eii|ungen. 

©rfd^eint  in  einer  ©leid^ung  bie  Unbefannte  burd^  jtoei 
ober  mel^rere  Operationen  mit  anbern  3^^^^^  öerbunben  ober 
ate  S)it)ifor  öon  Duotienten,  fo  nennt  man  bie  Qileid^ung  eine 
unenttoidEelte;  fü^rt  man  bie  9iedf)enarbeiten  aug,  um  bie 
Unbefannte  üon  ben  mit  i^r  öerfnüpften  ®Iiebern  ju  trennen, 
ober  fd^afft  man  burd^  Umformung  bie  unbefannten  ©röfeen 
au§  ben  2)it)iforen  fort,  fo  ^at  man  eine  entwidEelte  Qileid^ung. 
©0  finb  j.  SB.  bie  ©leid^ungen: 

1)  (a  +  xy  +  {x-V)x  =  c 

2)  Vx  —  a  -j-  (b  —  x)c  =  d 
o\     x*  +  ^^ X  +  e 

^^     ~i  —  6    ""  a;  —  4 

unentwidette  unb  bie  folgcnben: 

2x^  +  (2a  —  h)x  +  a^  =  c 

x^  -  3a;2  -  8a:  +  36  =  0 
bie  entmidEelten  ©leid^ungen  t)on  1)  unb  3). 
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S)te  erfte  ?lrbeit  beim  Äuflöfen  einer  gegebenen  (Sleid^ng 
ift  ba§  ISnhoideln  unb  Orbnen  berfelben.  S)a8  Drbnen  bei 
@Ieici^ungen  gejd^tel^t  baburd^,  bo^  man  but^  Umformung  alle 
©lieber,  in  welchen  bie  Unbefanntc  (^uptgröfee)  Dorfomrat, 
auf  eine  Seite  bringt  unb  biefelben  nad^  faHenben  ^otenjen 
aufeinanber  folgen  (äjst,  n)obei  ju  bead^ten  ift,  ba|  bie  l^öd^fte 
Ißotenj  ber  Unbefannten  pofitio  unb  mit  bem  fioeffijienten  1 
bel^aftet  fein  mu|.  S)ie  allgemeine  gorm  einer  georbneten 
©leid^ung  beg  t)ierten  @rabeiS  ift: 

x^  +  ax^  +  6a;*  +  ^^  =  ^^ 
beg  wten  Orabet: 

a?**  +  ax^^^  +  6a;'*~* cx^==  d. 

®efonberg  ift  e§   gebräud^Iic^,  eine  ©leic^ung  fo  urnju^ 

geftalten,  bafe  alle  ©lieber  auf  einer  ©eite  ftel^en,  oljo   i\t 

anbere  Seite   SWuU   ift     3)iefe  Umformung   l^eifet,    bie 

©leid^ung  auf  SSImW  rebujieren.    ©o  j.  S5.  l^eifet  bie  ber 

©leid^ung: 

a  —  6  —  a^  ^=  c  —  oj'  +  a; 

entfpred^enbe  auf  9?ufl  gebrad^te  ©leid^ung: 

x^  —  x^  —  a;  +  a  —  6  —  c  =  0. 

SSeini  Drbnen  ber  ©leid^ungen  ift  folgenbeg  SSerfal^ren 
einjuf  dalagen : 

1)  S)ie  SSrüd^e  ober  2)it)iforen  finb  fortiufd^affen. 

2)  3)ie  ffilammern  muffen  aufgelöft  ttjerben,  jiebenfaDg  in 
bem  gaQe,  toenn  bie  Unbefannte  ate  ©lieb  eines 
jufammengeje^ten  SlammeraugbrudfS  öorfommt. 

3)  ©rfd^eint  bie  Unbefannte  unter  bem  SBur jeljeic^en ,  fo 
mu§  fie  öon  biefem  befreit  werben. 

4)  SSringe  man  bie  unbefannten  ©lieber  aQe  auf  eine  ©eite, 
fo  ba§  faflenbe  5ßotenjen  entftel^en. 

5)  gaft  burd^gängig  fann  man  beiberfeits  mel^rere  ©lieber 
burc^  Slbbition  unb  ©ubtraltion  in  ein  einjigeg  ©lieb 
vereinigen  unb  baburd^  bie  ©leid^ung  auf  eine  geringere 
Slnja^I  oon  ©liebern  rebujieren. 
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3e  nac^betn  nad^  bem  (Enttoideln  unb  Orbnen  einer  ®(etc^ung 

bie  Unbefannte  in  ber  erften,  jtDeiten,  nten  ^otenj  erfd^eint, 

nennt  tnan  bie  ®(eid^ung  t)ont  erftett,  jiDeiten^  ^ten  ®rabe. 

J)ie  Gleichungen  öom  erfteti  ®rabe  l^eifeen  and)  einfädle  ober 

lineare*),  bie  Dom  jtoeiten  aud^  quabratifd^e,  öom  britten  fubifd^e 

unb  bie  öom  vierten  ®rabe  biquabratifd^e  ©leid^ungen.    Äommt 

in  einer  ©(eid^ung  bie  Unbefannte  ate  Sjponent  einer  ^otenj 

ober  einer  SBurjel  öor,  fo  nennt  man  bie  ©leid^ung  eine  tranÄ» 

cenbente**)  ober  ©Eponentiatgleid^ung,  j.  S5.: 

5'  =  25 ;  4*  =  64 . 


y27  =  3;  >/256  =  4. 

S)er  ®rab  einer  algebroifd^en  ©leidjung  !ann  erft  bann 
mit  ©id^erl^eit  angegeben  werben,  toenn  erftere  entwidelt  unb 
georbnet  ift.    S)ie  ©leic^ung: 

X  —  4:~  x  +  2 

jd^eint  eine  ©leid^ung  erften  Orabet  ju  fein.    2)agegen  l^at  fie 
nad^  il^rer  Sntmirfelung  unb  Umformung  bie  gorm: 

^*  —  y  rc  -  3  «  0 

unb   ift   ba^er   eine   ©leid^ung   öom   jmeiten   ®rabe.     2)ie 
@Ieid^ungen : 

4x^  +  2bx  =  (x  +  ly  +  3^:2  +  6 
{2x  +  3)^  +  (Ax  -  5)^  =  20(:r  +  2)^  +  8 

1)  2)er  ^uiSbtud  „lineare''  (S^Ieid^ung  ftammt  ou3  ber  onal^tifc^en 
(Steometrie,  tDorin  eine  gerabe  IBinie  burd^  eine  ©leid^ung  erften  ©rabeiS 
jmifd^en  x  unb  y  bargeftettt  tDtrb  unb  untgefel^rt  eine  {olc^e  ^leid^ung 
fietd  eine  gerabe  Sinte  be^eid^net. 

2)  2)ie  Se^etd^nung  ,,trani^cenbent''  l^at  Seibnij  eingefül^rt.  3n 
hen  ttan^enbenten  (S^Ietd^ungen  ift  bte  Unbelannte  mit  ben  bclannten 
Balten  nid^t  blog  burd^  aritl^nteti)(^e,  fonbern  aud^  burd^  trani^cenbente 
SHed^enoperationen  Derfnüpft,  toelc^e  fo  ju  fagen  bie  Gräfte  ober  Mittel 
ber  9((gebra  getDö^nlic^  überftetgen.  ^ie  trani^cenbenten  ©letc^ungen 
bilben  für  ftd^  eine  bcfonbcre  Slrt.  3u  biefcr  @d^rift  toerben  nur 
algebraifc^e  @(eic^ungen  bel^anbelt. 
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gel^ören  fc^einbar  bem  jiDeiten  ©tobe  Ott,  il^re  Sittttridetunsen 
unb  Utnfomtungen  liefern  bie  ©(eid^unsen  erften  ©rabeS: 

IIa; +  55  =  0 

unb        108a;  +  54  =  0. 

Sebe  t)orgeIegte  ©letd^ung  mit  einer  Unbefannten,  gleic^tnel 
t)on  ttjetd^em  ®rabe  fie  ift,  !ann  auf  eine  beftimmte  fjotm 
jurüdfgefü^tt  n^erben,  n^elc^e  bie  ©(eic^ung  be^felben  ©rabeiS  in 
einfac^fter  SBeife  barfteQt.  SRan  nennt  biefe  gorni  bie  3loxmaU 
form  ber  ©leic^unggart.  5)ie  JRormalfonnen  einer  (Sleid^ung 
erften  unb  jnjeitcn  ©robeg  finb: 

1)     aa:  =  6 

2)     x^  +px  =  +  q. 

^at  man  bie  ©leid^ung  georbnet,  fo  beginnt  bie  Sluflöfung 
berfelben.  Sine  ©leid^ung  auflöfen  l^eifet,  für  bie  Unbefannte 
einen  SBert  fud^en,  toeld^er  ber  ©leic^ung  genügt,  b.  f).  an  ©teile 
üon  X  gefegt,  bie  algebraifc^e  ©leic^ung  in  eine  ibentifd^e 
üenoanbeft.  SJiefen  SBert  nennt  man  ääurjel  ber  ©leid^ung. 
3)ie  unbeftimmten,  quabratifdjen  unb  l^öl^eren  ©leic^ungen  »erben 
burd^  meistere  SBerte  befriebigt,  unb  jttjar  l^at  jebe  ©leid^ung 
fo  öiele  SBurjeln,  aU  ber  ^otenjejponent  ber  Unbefannten 
(Sinl^citen  bejeid^net.  (SSergleid^e  Seite  120,  Sel^rf.  1)  unb  bag 
bort  in  ber  9?ote  (Sefagte.)  ®ag  SSerfa^ren  jur  Sluflöfung 
beftel^t  barin,  bafe  man  bie  ©leic^ung  burd^  Slei^enoperationen 
üeränbert,  bi^  bie  Unbefannte  bireft  bnxä)  eine  SSerbinbung 
mit  nur  befannten  S^^^^^n  auSgebrüdEt  mirb. 

(S^efc^id^tltd^e  Semerluttgen.  ^er  9?ame  „^iQehxa"',  meieret 
junAc^ft  bie  ^uflöfungi^Ie^re  ber  ©leid^ungen  umfagt,  l^at  feinen  Urf))Tung 
in  bem  arabifd^en  äBorte  „algebr".  ST^ol^ammeb  ben  Ttn\a  gebroud^te 
juerft  bie  ^e^eic^nungen  „algebr  walmukäbala",  meldte  inbeS  nur  itoti 
bei  ber  $lufI5fung  t)on  Gleichungen  Dorlontmenbe  Siegeln  audbrüdfen. 
„Algebr"  (restauratio)  l^ei^t  fo  üiel  alS  SBicber^erftcUung,  (Sr* 
g&njung  unb  bejeid^net  bie  Siegel;  tnoburd^  eine  ^(eic^ung  fo  umgeformt 
mirb;  bag  fömtlid^e  ^(lieber  pof  itiü  n^erben.  @o  ift  ff.  ^.  in  ber  Gleid^ung 
a;  —  6  =  8  bie  Qatjli  6  bie  ergänjung  ju  x,  tooburd^  bie  neue  ©leid^ung 
o;  »  8  -|-  6  entfielet.  Sn  @))anien  h)irb  nod^  l^eutjutage  ber  SBunbarjt 
„algebrieta**  genannt,  h^elc^er  ^amt  ebenfolfö  Don  „algebr'*  l^errül^rt. 
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%ai  Sort  walmnk&bala  (oppositio)  bebeutet  fo  toiel  aU  (S^egenüber« 
Teilung,  unter  toeI(^er  baS  ^eben  glei(^er  ©lieber  auf  beiben  leiten 
«iier  ®Ieid^ung  ju  toerftel^en  ift.  @o  folgt  j.  ©.  oug  a;  +  a  —  &  +  a 
Me  neue  (S^Ieic^ung  x^h,  inbem  bie  gteid^en  ©lieber  -f-  o  toegfallen. 
3m  Saufe  ber  ^tii  fam  nur  bad  erfte  SBort  Stigebra  aUgemetn  in 
(Bebraud^,  jugleid^  erl^ielt  biejer  9{ame  eine  »eitere  IBebeutung,  fo  ba^ 
man  fogar  aud^  bie  ottgemeine  ^ritl^metil  mit  einfc^Iiegt. 

<Sht(^un9en  wm  ^rßen  (&x^^t  mit  mti  unirekamtten  <&xip. 

§  87.    Kttflofttttg  bet  einfa^ett  ©(ei^ungen  mit  einet 

ttntelanntrn. 

®ic  einfac^ften  ©leid^ungen  erften  ®rabeS  ftnb  biejemgen, 
in  loeld^en  bie  Unbelannte  x  nur  einmal  unb  nur  jtpei  belannte 
Saldiert  üorlommen.  S^te  Äuftöfung  gcfc^iel^t  unmittelbar  burc^ 
Äntoenbung  getpiffer  im  erften  Slbjd^nitt  bei  ben  einjelnen 
3iec^nung3t)erfa^ren  aufgcfteQten  aritl^metifd^en  ®runbgefe|e. 
(SRan  je^e  §  5  bie  @efc|e  unter  2)  unb  3),  §  12,  1  unb  2), 
§  15,  2),  §  18  unb  §  28,  2)  unb  3).)  SDäir  lajfen  ^ier  bie 
einfad^ften  ©leic^ungen  mit  il^ren  Sluflö jungen  folgen: 

(X'\-a  =  h  [x  —  a^=^h  [a  —  x^=^i 

'  IL  ,   ,         III.  , 


V.  I  ,         VI. 


yn.  {       n^      VIII.  ^^"^     ^ 

x  =  yb; 


a?  =  6**. 


StuS  biejen  Auflösungen  folgern  toir  bie  fotgenben  fo« 
genannten  2;ran2pofition2regeIn,  b.  f).  Siegeln  über  bie 
SSerfefeung  ber  ©lieber,  gaftoren  u.  \.  to.,  wel^e  bie  ©runblage 
beS  SSerfal^renS  bei  ber  gebräu^U^ften  Sluftöfungi^metl^obe  oer- 
widelter  ©leid^ungen  bitben. 

1)  2Ran  lann  alle  ©lieber,  mit  benen  bie  Un- 
belannte burd^  +  oerbunben  öorfommt,  ol^ne  toeitereiS 
mit  entgegengefeitem  SSorjeici^en  auf  bie  anbere  ©eite 
f d^af f en  (I,  II  unb  III).   3)ieje  SSerfe^ung  l^eifet  nic^ti^  anbereg, 
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aU  bic  ©lieber  beiberfeits  abbiereti,  bejto.  fubtral^tereti.  Sjl  x 
mit  einer  algebrdfc^en  Summe  öerbunbeti;  fo  transponiere  man 
biejelbe  mit  einem  SR ale  auf  bie  anbere  Seite,  fo  5.  S.  fd^rcibe 
man  au3:  o;  —  (a-6  +  c)  =  d 

fofort  ^in:  x  =  (a --b  +  c)  +  d. 

äRan  a^te  befonberS  barauf,  ba^  nur  fol^e  SuSbrücfe  Derfe^t 
werben  bürfen,  njel^e  unmittelbar  ate  ©lieber  einer  ©eite 
erfc^einen,  nic^t  aber  fold^e,  ttjel^e  nur  leite  üon  ©liebern 
finb.    galfd^  ift  e8  j.  85.,  au8: 

X  —  o         , 
=  0 

c 

bie  ©(ei^ung: 

c  • 

ju  bilben.    fRid^tig  aber  ift: 

c         c    ' 

Äug         (a  —  b)'X==c     folgt  ni^t     cra:  =  6  +  r. 

Dbige  Siegel  tt)irb  befonberg  benufet,  um  eine  ©leic^ung  jtt)ifci^en 
ixoti  algebraif^en  Summen  auf  9?un,  bejw.  i^re  SJormalform, 
JU  rebujieren.  3n  ber  SRegel  transponiert  mon  beim  Äuflöfen 
einer  ©leici^ung  alle  ©lieber  mit  x  auf  bie  linfe  unb  bie  be= 
fonnten  ©lieber  ouf  bie  rechte  Seite.  2Kan  fann  inbeS  bie 
Unbefonnten  auc^  auf  bie  reci^te  Seite  transponieren,  ttjaS  in 
manci^en  gäHen  jttjedmäfeig  ift* 

2)  3eber  gaftor  einer  Seite  tt)irb  3)iüifor  ber 
anbern  Seite  unb  umgefe^rt:  ein  3)iöifor  ber  einen 
Seite  lann  als  gaftor  auf  bie  anbere  Seite  gefegt 
»erben  (IV  unb  V). 

3)  Sft  eine  Seite  eine  S)ifferenj  ober  ein  Cuotient/ 
fo  lann  man  ben  Subtra^enben  ober  ben  S)it)ifor  mit 
ber  anbern  Seite  üertauf^en  (III  unb  VI).  SSergleic^e 
§  5,  3)  u.  f.  f.,   §  12,  3)  u.  f.  tt). 

4)  ©in  5ßotenjeEponent  ber  einen  Seite  lann  als 
SDäurjeleEponent  auf  bie  anbere  Seite  gefegt  werben 

umgefel^rt:  ein  SBurjeleEponent  ber  einen  Seite 
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JiJ  »irb  ^otenjejpottcnt  ber  anbern  ©eitc  (VII  unb  Vlll). 
So  folgt  auS: 

yi  =  9      fofort      a;  =  9^  =  81 , 
itnb  auS: 

x^  =  144      jogtei^      a?  =  +  12 . 

Stug  SSorftcl^enbem  ergiebt  ftc^,  ba§  bic  Umformung  unb 
Äuflöjung  ber  ©leid^ungen  üor^errfd^enb  im  IranSponieren 
beftcl^t.  —  gür  bie  ^ßrajig  merfe  man  fi^  noc^:  S)ie 
©teic^ung  bleibt  richtig,  ttjenn  man  bie  SSorjeic^en 
aller  ©lieber  umlel^rt.  S)iei^  folgt  barau^,  ba§  man  äße 
©lieber  üerfefeen  ober  mit  ( —  1)  muttiplijieren  barf. 

2)ie  ©lei^ung  unter  VII  gel^ört  ju  ben  ©leic^ungen 
l^öl^erer  @rabe  unb  i^re  üoQftänbige  ?luf(öfung  (n  SDäurjeln) 
übcrfd^reitet  bcn  SRol^men  biefer  @^rift,  fobalb  ber  SBurjel- 
ej<)oncnt  bie  ßal^I  2  überfteigt.  S33enn  ober  b  eine  pofitiöe 
Qdf)l  bejei^nct,  fo  fonn  man  ftets  eine  S33urjel  beftimmen. 

S)ic  unter  1)  big  4)  enthaltenen  ©efefee  lönnen  jufammen- 
gefaxt  tt)erbcn  in  foIgenbeS 

5)  ^aitftgrfr^  für  bie  93e^anblung  einer  ©(eid^ung:  @in 
SfuSbrud,  ml6)tv  burc^  eine  beliebige  SRed^enoperation  mit 
einer  Seite  ber  ©(eid^ung  oerbunben  ift,  njirb  auf  bie  anbere 
Seite  gefci^afft,  inbem  man  ben  ?lu3brudE  burc^  bie  umge= 
feierte  9ieci^nunggart  mit  biefer  Seite  öerfnüpft. 

6)  2ft  bie  ©lei^ung  eine  juf ammenge je^te,  enttjält  fie 
namentti^  Duotienten,  ^robufte  unb  SDäurjeln,  fo  mufe  biefelbe 
juerft  bur^  Slnnjenbung  ber  arit^metif^en  ©efefee  unb  ber 
XranSpofitioniSregetn  auf  bie  allgemeine 

S^ormalform:    ax  ==b 

jurüdgefül^rt  werben.  3n  biefer  ©leic^ung  bejei^net  a  bie 
otgebraifd^e  Summe  ber  Äoeffijienten  öon  x  unb  baS  Slbfolut^ 
glieb  6  bie  algebraifd^e  Summe  aller  ©lieber  ol^ne  x.  ®ie 
Stttflöfung  öorftel^enber  ©(eid^ung  erplt  man,  mm  man  beibe 
Seiten  burd^  a  biöibiert.    Sllfo  ift: 

X  =  h :  a. 
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93eif))iel.    @ege6en: 
9,45»-(0,945+9,45a;)0,945=0,945a;-(9,45-0,945a;)9,45. 

Stuflöfung.  @tQtt  bte  angejetgte  äJhtItipUtation  aud^ 
iufül^rett;  bbibieren  toir  bie  gan}e  ^leid^ung  burd^  0,945,  fo 
erhalten  wir: 

10a:  -  (0,945  +  9,45a:)  =  a?  -  (9,45  ~  0,945a:)  10. 

3)tc  Älammcm  gclöft  unb  bic  ©letc^uttg  gcorbnet,  liefert: 
94,5  —  0,945  —  a:  +  9,45a:  +  945a:  —  10a:. 

Sereittigt,  gicbt: 

93,556  —  9,9a:  (Kormalform); 

fotglid^: 

X  —  93,555 :  9,9  =  9,45 . 

9la6)toti^,  bafe  bie  Söfung  rid^tig  ift.  S)er  für  bie 
Unbefannte  gefunbene  SBert  ift  richtig,  toenn  burd^  ®infe|ung 
biefed  SBerteiS  an  ©teile  t)on  x  in  bie  gegebene  ®(eid^ung 
ber  SBetrag  beiber  Seiten  gleid^  ift,  mit  anbcren  838orten:  eine 
ibentifd^e  ©leid^nng  entftel^t.  2)a  bieiS  ber  gaQ  ift,  fo  genagt 
ber  üorgetegten  ©tei^ung  ber  SBurjelroert  x  =  9,45.*) 

§  88.   Se^tfa(;r  fiter  ©(ei^ungen;  «ttfliifttng  bur^  Setlegntig 

in  ^attoren. 

1)  Sel^rfa^:  äBenn  eine  unentn^idEelte  ®(eid^ung 
burc^  @infe|ung  ber  SOSerte  a:=»0  ober  a:  =  cx>  in  eine 
ibentifc^e  übergel^t,  fö  toirb  berfelben  bnrd^  biefe 
SBerte  genüge  geleiftet. 

Seifpiel.    S)er  ©leic^ung: 

X  +  ß  a;  +  18 

14  —  X        17  —  X 

genügen  bie  beiben  SBerte  x^  =  10  nnb  a;g  =  cx>. 


*)  @d  em:pftel^It  ftd^,  ba^  ber  £etnenbe  naäf  ieber  9uflöfung  einer 
(Sletd^ung  burd^  ©infe^ung  be§  erl^altenen  SBerte9  für  a;  in  bie  urf  prüng^ 
Hd^e  ©leid^ung  ben  ^atJ^totii  liefere,  ob  ber  äBert  bte  ©leic^ung  in  eine 
ibentifc^e  Oertoanbelt 


§  88.    «uflöfung  burdj  StxU^nn^  in  fjattorcu.  273 

2)  Se^rfa^:  Xritt  eine  Unbclanntc  ober  ein  ju» 
fomnicngcfc^tcr  ÄuSbrucf  berjclbcn  aU  fjaltor  einer 
©(eid^ung  auf,  fo  liefert  biefer  galtor,  gteid)  ^ntl 
gefegt,  eine  befonbere  S3eftimntungiSgIei^nng  für  bie 
UnBelannte. 

9lac^  §  40,  2  l^at  nämti^  jebe^  5ßrobuft,  in  njelc^em  nur 
ein  gaftor  SRuü  ift,  ben  SBcrt  3lnü.  SKit^in  mufe  jeber  a33ert 
für  X,  mlä)tx  einen  fjaftor  ber  ©(eid^ung  ju  5RulI  mad^t,  bie 
ÄuSbrüdfe  auf  beiben  Seiten  berfelben  fämtlid^  in  5WuD  üer- 
ttjanbetn,  alfo  bie  ^leid^ung  befriebigen. 

SSeifpiele:  ax  —  bx  =  x.  §ier  t)at  jcbeS  ©lieb  ber 
©leid^ung  ben  "^aüot  x\  eS  mufe  alfo  a:  =»  0  bie  S33urjel  ber 
®Ieid^ung  fein.  ©leid^ungen  xoxt  bie  Dorfte^enbe  l^aben  über^ 
tiaupt  nur  biefe  Sluflöfung. 

©egeben:  x^—^x=x.  S)a  x  als  galtor  ber  ©lei^ung 
auftritt,  fo  genügt  x^=0.  %,Vi^  ber  bur^  2)it)ifion  erl^altenen 
©(etd^ung  a;  — 8«1  folgt  0:2= 9.  ^zxUo^i  man  bie  gegebene 
©leid^ung  in  ein  ?ßrobuft,  fo  entftet)t  (a;  — 9)-a;  =  0.  'SluS 
biefer  ©arftettung  ergiebt  fic^  Mar,  ba§  fottjo^l  bie  Unbefannte  x 
ate  aud^  ber  ?lu§brudE  a;  —  9  ein  gaftor  ber  ©lei^ung  ift. 
äJian  l^at  ba^er: 

1)    a;  =  0      unb      2)    a;  —  9  =  0,     ober    a;  =  9. 

®ieBt  man  ber  ©leic^ung: 

5a;  -  40  =  f  (a;  -  8)  +  8  -  a: 
bie  gorm: 

5(:c  —  8)  =  f  (a;  -  8)  -  (a;  —  8) , 

fo  erfennt  man  beutli^  ben  gemeinf^aftlid^en  gaftor  x  —  8 
ber  urfprünglid^en  ®(eid^ung.  ©e|t  man  a;  —  8  =  0,  fo  ent- 
ftel^t  bie  ibentifc^e  ©leic^ung  0=0,  unb  mitl^in  mu§  ber  S33ert 
x  =  8  bie  vorgelegte  ©leid^ung  befriebigen.  3^^  bemfelben 
Ergebnis  gelangt  man,  toenn  man  obige  ©lei^ung  auf  3bxVi 
rebujiert  unb  bie  linfc  ©cite  bur^  ein  ?ßrobuft  auS  algebraifc^en 
3al^Ien  barfteQt.    9Ran  ^at: 

(^-8)(5-|+l)  =  0; 

6f|flner,  «tit^metit  18 
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folgte : 

a;  _  8 .-  g--^-^  i  -  0     ttO(^  §  40,  3)  Se^tfa|. 

^e  @tei(^ung: 

15x  +  30  —  9«  +  50 

Ifi|t  fic^  leicht  auf  bie  f^ortn: 

5(3a:-  10)  =  3  (3a;  — 10) 

bringen.  S)er  gemeinfoine  goltor  biefer  @Iet(^ung  3«  — 10 
gleich  SRutt  gefefet,  liefert  «•=  3+.  SBarum  ift  e8  olgeBiaiW 
unjutäffig,  bie  ©lei^ung: 

ö(3a;  -  10)  =  3(3a;  -  10) 

tmx6)  ben  t[u«brud  3x  —  10  ju  biöibieren? 

9uS  SSorfte^enbem  ergiebt  fi(i^,  bog  man  in  manchen  ^äSeti 
jur  Suflöfung  einer  ©leid^ung  gelongt,  wenn  man  btefetbe  ouf 
Kutt  rebujiert,  bie  otgebraif(^e  Summe  ber  einen  ©eitc  in  ein 
^robult  »erwonbett  (§  47)  unb  ben  gaftor,  ber  x  entölt, 
gteic^  9lua  fe^t. 

©egeben:    5(x*  —  25)  =  3(x  +  5)*. 

«uftöfung: 

(a;  +  5)  (2a;  —  40)  =  0 ; 
folglich: 

§  89.    Srl^anbluitg  üon  ®lrii^ttngrit,  iit  mrli^eit  Duotirnten 

üotfommrn. 

1)  Wlan  jd^affc  bie  SSrüd^c  fort,  inbcm  man  äffe  ©lieber 
ber  ©(ei^ung  mit  bem  Hauptnenner  ber  in  il^r  entt)a(tenen 
Quotienten  multiplijiert.  Ober  mon  giebt  jämtlid^en  ©liebern 
ber  ©(eic^ung  benfelben  SRenner;  läfet  man  atebann  lefeteren 
fort,  fo  ift  bie  SKuIttplilation  ber  ©lei^ung  mit  bem  Haupt- 
nenner öoUjogen.  S3ei  ber  ^Bereinigung  ber  Cluotienten  ift 
mol^I  JU  bead^ten,  ba§  jebe  gal^I  in  fold^en  Duotienten,  bie  baS 
SSorjeid^en  —  l^aben  unb  beren  Saldier  algebraifc^e  Summen 
finb,  nac!^  SDäegfall  beg  Sru^ftri^ei^  baS  entgegen- 
gefegte  SSorjei^en  erhält. 


S  89.  Se^anblung  DonSlni^unsen,  in  meieren  Cuotif  ntcii  uotlomttun.    2TÖ 
33ei|piete.    ©egebene  ©lei^ng: 

8  4_  It^  —  ''{ Tx  ~r  '"  4_  '*  r  °  =,  n 


c  +a  _  3j  -  8    ,    S£—  7^  _  II  +  16 


äluflöiung.    %it  ©leic^ung  mit  bem  tleinfteti  $aut>t> 
nenncT  bet  Sifli^e  muftiplijiert,  liefert: 
20(2a:-i-5)— 15(33:  — 8)  +  12(5a:  — 7i)— 10(7x+15) 

+  5(4*  — 8)  — 0. 
gfl^rt  mon  bie  angebeutcten  9RuItij)IiIationen  ouS,  unb  otbnet 
unt)  tiereinigt  in  t>er  erhaltenen  ©leiil^ung,  {o  entfielt: 
5a:  =  60;    mithin    x=\2. 
begeben: 

aa;—  8  _  ia;—  9        8a;  —  27  _  16 j;  —  81  _   9 
16 '  2ü  30  24      '         40 ' 

?[uftiJ|unfl.  9Han  bringe  bie  Quotienten  auf  ben  Haupt- 
nenner 120,  (o  er'^ätt  mon: 

8(2j;-  3)  — 6(4a;  — 9)         4(6x  —  27)  —  6(16x  —  81)  —  3  •  9 

lao         =  ^20 

Säfet  man  ben  Hauptnenner  fort,  fü^rt  bie  JKuItipIilotion  unb 
©ubtrattion  aus,  oibnet  biefe  ®lei(i)ung  unb  Dereinigt,  fo  ei= 
giebt  fii^: 

403;  —  240 ;    folglich    ar  —  6 . 

2)  3n  mannen  gäQen  ift  e^  jmedmfigig,  vor  bem  SSeg^ 
((Raffen  ber  SBrüc^e  bie  @(ei(^ung  bur^  Bereinigung  ber  Dor' 
tjanbenen  gonjen  3"^^^"  ""'^  folc^er  ®rüi^e,  bie  teilet  im 
Äopfe  ju  Qbbieren  (inb,  ju  fürien.  Saburdi  werben  oft  er: 
tieblitfie  aied^enarbeiten  et|patt.    3  ^-^ 

©egeben: 


«tuflöfung.    ©a  ^^f^  -     \t    '  ^°  ^^*'  "^^""  ""*" 

-i_I   (rnnaMnntPTt  iitih  hpnWftpil  mit —^ 


ben  Sluäbnid  — ^^  transponiert  unb  benfelbeii  mit 
tiereinigt:  ^-"  «  1  ■  u.  f.  id. 


> 
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©egcbcn: 

9j;  +  4     ,    4x  —  19         bx  +  82  __  lla?+  13 
6  X  —  48  "•  61        ""        17  61 

Äuflöjung.    SSringt  man  ben  Duoticntcn  — ^ —  auf 

ben  S)it)ifor  51  unb  trani^poniert  bcn  jttjeitcn  Duoticntcn,  fo 
entfielet: 

9a;  +  4         16a?  +  96  ^  IIa;  +  18  _  4a;—  19 
6  a;  —  48  *"         61  61  61 

ober: 

9a;  +  4  15a;—  IIa;  —  4a;  +  96  —  18  +  19 ^ 

6a;  — ~48  ""  61 

2)emna^  ift: 

9a;  +  4  =  2(5a:  —  48) ;    folgti^    a:  =  100 . 

3)  3)tc  Unbcfannte  o;  crjc^eint  im  S^cnncr,  unb  jtoar  ^at 
bic  ©Icic^ung  bie  gorm: 


©cgcbcn: 


=  C. 

mx    '    tia; 


1-5^  +  4-^  =  7-^+10-   »^ 


Sx    '  6a;  9a;    '  12a; 

Um  in  bicjer  ©tei^ung  bie  S3rüc^e  fortjufd)offen,  fönnte 
man  biejelbe  mit  36  a;  multiplijieren  ober  fämtUd^en  ©liebern 
ben  Jlenner  36a;  geben.  Drbnet  man  bie  vorgelegte  ©tei^ung 
unb  vereinigt,  fo  entfielet: 

9a;    "^  12a;        3a;        6a; 

S)ieje  ©leid^ung  mit  x  multiplijiert  unb  bie  SSrüd^e  vereinigt, 

9«^*-  ^  =  12^;    Hfliic^    «=  =  ä- 

4)  ©ettjiffe  Cuotientengleid^ungen  faffe  man  afe  ^Proportion 
auf  unb  »enbe  jur  Vereinfachung  berjelben  ben  bejügUc^en  Sel^r- 
fafe  auiS  ber  5ßroportion2lel^re  (§  74)  an.  2Kan  \tf)t  bie  STn- 
merlung  über  biegen  ©egenftanb  ©eite  216  unb  bie  bort  au§:= 
gefül^rten  SSeifpiele. 

©egeben:    x  +  m  ^/a-^  by 

X  —  m        \a  ■—  &/ 


§  90.    ^e^anblung  t>on  SBuraelgleid^ungen.  277 

Sluflöfung.  ®nttt)tcfelt  man  bie  ^otenj  bei^  Quotienten 
rcd^tS  unb  wenbct  ben  2)  Sel^rfafe  §  74  auf  bie  erl^altenc 
©leid^ung  an,  fo  entfielet: 

X        a»  +  6«  ..  a»  +  &»* 

=    ^'      ;     also  X  =  m-  -  ^.    • 

tn  2ao     ^  '  2ab 

(Seaeften:     «^  +  ^      w  +  w 

«/  _— ^^^-^^-^    CSSS     — ^— — — — —     • 

ax  —  h        m  —  n 


Sluftöfung.    3la6)  bem  öorl^in  ongewenbeten  Sel^rfafee  ift: 

ax        m         cff^  b     m 

b  n '        I     o   r7  an 


§  90.    Ce^anblttng  tmn  flSurjelglei^ungen. 

Srfd^eint  in  einer  ©Ici^ung  bie  Unbelanute  unter  bem 
SDSurjeljeic^en,  fo  nennt  man  bie  ©leic^ung  irrational.  @ine 
©lei^ung  rational  ma^en  l^eifet,  bie  SDäurjelauSbrüde  (Srratio* 
naütäten)  aug  berfelben  tt)e9fc^affen.  SWittel,  bie  ©leic^ung  öon 
ben  in  i^r  entkräftenen  SBurjeln  ju  befreien,  finb:  a)  ^ßotenjierung 
ber  ©leid^ung  mit  bem  SOSurjeleEponenten;  b)  bie  ©infü^rung 
neuer  Unbefannten  in  bie  SBurgelgteicirung. 

a)  1)  ^auptregel:  SSefinbet  fi^  in  einer  ©teid^ung  nur 
eine  SBurjetgröfee,  fo  bringe  man  biejelbe  auf  eine  Seite  allein, 
ifoliere  bie  SBurjel  unb  potenjiere  bie  fo  umgeformte  ©leid^ung 
mit  bem  SBurjelejponenten. 

begeben:     Ylx-^-lO  +  16  =  25. 

«uflöfung. 

yix  —  lÖ^9;     7ir  — 10  =  81,     aljo    x=l3. 

3Jlan  pte  ftd^  öor  bem  fjel^ler,  bie  einjelnen  ©lieber  einer 
©leid^ung  ju  potenzieren  ober  ju  rabijieren.  (SSergleid^e  bie 
Slote  am  ©d^Iuffe  beS  §  19.)  SBoHte  man  bie  vorgelegte 
SBSurjelgteic^ung  ol^ne  öorl^erige  Sfolierung  ber  SBurjet 
potenjieren,  jo  Ukhe  (entere  in  ber  ©leid^ung. 

2)  ©ntl^äft  bie  ©leid^ung  jwei  ober  mel^rere  SOSurjeln,  fo 
mu§  bie  unter  1)  gegebene  Siegel  wieber^oU  angett)enbet  toerben. 
©leid^ungen  biefer  Art  finb  im  attgemeinen  quabratifc^.  ©oDen 
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®(cic^ungcn  mit  jtüci  SBurjcIn  t»om  erftcn  ®rabc  fein,  jo  tnu^  x 
Tiad^  bcm  erftcn  ?ßotenjieren  beim  SSerctniflen  ber  rationalen 
©lieber  ttJegfaKen.  Diefe  Sebingung  toirb  t)on  aßen  ©leid^ungen 
üon  ber  gorm: 

yäöT+h  +  yäx+~c  =  d  erfüüt 

begeben:    2V'9^+  1  —  3]/4^—  3=1. 

Sluflöinng. 

2Y^x~+\  =  ^yix^'d  +  1. 
S)iefe  ©leic^ung  inS  Duabrat  erl^oben,  giebt: 

36a;  +  4  =  36a;  -  27  +  1  +  6/4x'^~3 . 


»ereinigt:  30  =  6]/4ir  -~3 ; 

bnrd^  6  biüibiert: 

5  =  YAx-^S  ,    aljo    x  =  "i. 
©teid^nngen  uon  ber  gotm: 

finb  im  allgemeinen  ebenfalls  Dom  jtt)eiten  ®robe.  S33cnn  man 
in  üorftel^enber  ©leid^nng  bie  S33nrjeln  bejeitigt,  jo  ^at  eine 
©eite  ber  erl^altenen  Snbglei^nng  ben  ÄuSbrndt  Aac  •  x^,  bie 
anbere  {e  —  a  —  cf  -  x^.  S)amit  aljo  bie  qnabratif c^e  @nb^ 
gteid^nng  in  eine  ©(eic^ung  erften  ©rabeS  übergel^t,  muffen  bie 
mit  x^  bel^afteten  ®rö§en  tt)egfallen.  S)ieS  ift  ber  %oXi,  ttjenn 
4ac  — (e  — a  — c)*  ift.  @ine  ©leid^ung  wie  bie  Ie|te,  toetd^e 
eine  SSebingnng  jtt)ifd^en  ben  Äoeffijienten  einer  ©(ei^ung  avi^'- 
fprid^t,  bamit  eine  ©leid^ung  pl^eren  ©rabeS  fid^  in  eine 
©leic^nng  nieberen  ©rabeS  t)ertt)anbelt ,  l^ei^t  SRebncente. 
Sorftel^enber  S3ebingnng  genügt  bie  ©leid^nng: 

y2x  +  39  +  y%x~-^~\b  =  y\8{x+^), 

Äud^  ©leid^ungen,  njelc^e  fic^  anf  bie  gorm: 

Yax^  4-  ^  =■  ex  -{-  d 
jnrüdEfü^ren  laffen,  finb  im  allgemeinen  qnabratifc^en  (Kl^aralterS. 
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ÜRad^t  man  biefe  (SMeid^ung  ratioimt,  fo  entftel^t: 

ax*  +  6  =  cV  +  2cdx  +  d*. 

5Dainit  biefe  @Ieic^ung  in  eine  folc^  Dom  erften  @rabe  übergebt, 
tnu|  a^=^(?  fein,    tiefer  93ebingnng  genügt  bie  (SHeic^ung: 

yi&x  +  9  =  4ä-  +  1 . 

©teilen  beibe  Seiten  einer  ®Iei^nng  nnter  bemfelben  SBurjefc 
jeic^en,  fo  lann  man  bagfelbe  ol^ne  tt)eitereS  anSlaffen.  @o 
folgt  j.  93.  anS: 

yix'+b  =-  ]/7"ar^l3     fofort     4a;  +  5  —  7a:  -  13. 

3ft  ber  SBnrjeleEponent  ber  einen  Seite  n  unb  ber  anbem 
@eite  2n,  fo  t)emanbe(e  man  bie  SEButielauiSbräcfe  in  gleid^« 
öttige  (§  25)  nnb  laffe  afebann  baS  SBnrjeljeid^en  fort. 
@o  l^at  man  j.  93.  aniS: 

|/a:  +  6  =  }/ jp^+~30F^  l8 

}/ÖM^7  =  V^*"+  30a?  —  18 ; 
(a;  +  6)*  =  a:*  +  30a;  — 18,     alfo     a:  =  3. 
$at  bie  @)(ei^nng  bie  f^orm: 

yäx  +  yhx^yc, 

\o  lann  bie  boppelte  ^otenjicmng  uermieben  werben.  SSer^ 
»anbelt  man  bie  ttn!e  Seite  in  ein  5ßrobuIt,  inbem  man  |/x 
abfonbert,  fo  entfielet: 

Vi{Va  +  VV)^Yc',    mithin    x^-^^^^^, 

3nm  S3eif^)iel: 

V6Äx  —  y2öx=ß\    3y^=6;    )/^— 2,    alfo    a:  — 4. 

b)  SKand^e  ©(eid^nngen  werben  jwerfmä^ig  bnrd^  Sin^ 
fül^rung  einer  nenen  Unbelannten  gelöft.  Änftatt  nämttd^  x 
bireft  ju  beredten,  betrautet  man  t)orIänfig  eine  iBerbinbung 
biefer  (SrS^e  als  Unbelannte,  bejeid^net  biefen  SnSbmd  burd^ 
ein  neues  3^^/  ^t^t^i  y  ober  0,  Dermanbelt  bie  gegebene 
<SHei(^mig   in   eine  folc^e   mit   ber  neuen  Unbetannten   unb 
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ermittelt  bereu  Sßert.  3Rit  $Ufe  beiS  Unteren  ift  oldbann  x 
felftft  leidet  ju  fteftimtnen.  S)iefe  SKetl^obe  9ett)ä]^rt  nid^t  blo^ 
bei  SDäurjelgleic^ungen,  fonbem  aud^  jur  Stuflöfung  Dieter  onbem 
©teid^ungen  wefetttlid^e  Vorteile. 

begeben:     j/Ie^+T?  +  2/4^~hF14  =  13 . 

Auf lö jung:    SSetrac^tet  man  bie  erfte  S33urjel  ate  Uti= 
befannte  unb  je|t; 

yi6x  +  n  =y,      jo  tt)irb      1)    x  =  ^^^^' 

S33enn  man  biefen  S33ert  an  ©teile  öon  x  in  bie  gegebene 
®(ci^ung  einje|t,  jo  gel^t  btejelbe  in  bie  folgenbe  über: 


y*  -  17 


y  +  2|/4^^-^  +  14  =  9 .    $ieraug  folgt     2)    y  =  5. 

e«  ift  aljo  nac^  1): 

a:  =  (25-  17):16  =  i. 

§91.    Untoeitbung  ber  S^rotie  brr  Srflimmuitgi^gleii^ttngrtt. 

S)a  bie  S^l^eorie  ber  SSeftimmungSgleicJiungen  au2  gegebenen 
@rö|en  anbere,  unbelannte  finben  le^rt,  fo  lä^t  fid^  biejelbe 
mit  großem  SSorteil  in  ber  ©rö^enlel^re  anwenben. 

S33ie  jebe  gegebene  ©leid^ung,  jo  entl^ält  au^  jebe  ein- 
gefleibete  Aufgabe  befonnte  unb  unbelannte  ®rö§en.  ®ieje 
unbefannten  ®rö§en  ermitteln,  l^eifet  eine  Slufgabe  auftöjen. 
3)ai^  jogenannte  „3)enlred^nen"  befaßt  fic^  jttjar  mit  ber  Sluf^^ 
löjung  eingefleibeter  ©leid^ungSaufgaben  burc^  bIo|e  SSerftanbeg« 
jd^lüffe.  häufig  ift  aber  ber  Siijönimenl^ang  unb  baS  SSerl^ältniS 
}tt)ijd^en  ben  gegebenen  unb  ben  ju  jud^enben  ®rö|en  fo  mannig^ 
faltig  unb  üerttjidfelt,  ba§  bie  Söfung  auf  gcwöl^nlid^em,  elemen- 
tarem S33ege  l^öc^ft  fc^ttjierig  ift  unb  erft  nad^  langem  „Sopf^^ 
jerbred^en"  gelingt,  ober  fogar  gänjlic^  unmöglid^  ift.  2)ie 
ÄenntniS  ber  ©leid^ungen  fefet  ben  Sied^ner  in  ben  ©taub,  fold^e 
SSeifpiele  im  allgemeinen  auf  eine  teid^te  SBeije  ju  bered^nen. 
aRan  pflegt  aQe  8luf gaben,  ju  bereu  Söfung  man  fic^  ber 
Xl^eorie  ber  ®teid^ungen  bebient,  atgebraijdie  Sluf gaben  unb 
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bie  Äuflöfung  eine  algcbraifd^c  ju  nennen.  3n  ber  Siegel 
fül^rt  bag  ated^nen  mit  ©leic^ungen  öiel  fd^neüer  jum  QxtU 
ate  iebeS  anbete  SSerfal^ren.  3)ie  ©leid^nngen  arbeiten  aber 
anc^  bem  Sted^nen  burd^  blofte  9Serftanbci^{c!^Iüj'fc,  ber  Söfung 
ol^ne  $ilfe  ber  ?llgebra,  tt)efent(ic^  in  bie  $änbe,  inbem  bie 
gebilbete  (Sleid^ung  bem  9ied^ner  öielfac^  ben  S5}eg  jeigt,  anf 
»eld^em  er  bur^  ©d^Iüffe  nnb  gotgerungcn  bie  ?lufgabe  anf 
elementarem  S33ege  (Öfen  fann. 

2)ie  angettjanbten  Stuf  gaben,  ttjeld^e  mit  §ilfe  ber  ®(ei^= 
ungen  bered^net  werben,  erforbern  öon  feiten  beS  Sied^nerg  ein 
ßmeifad^ei^: 

1)  mu§  er  imftanbe  fein,  aus  ben  SSebingungen  ber  Aufgabe 
bie  notttjenbigen  Stüdfe  für  ben  Slnfafe  l^erauSjufinben,. 
biefelben  in  bie  aritl^metifd^e  ß^i^cnfprad^e  ju  übertragen 
unb  JU  einer  richtigen  ®(ei(^ung  miteinanber  ju  üerbinben; 

2)  mufe  er  bie  nötige  ©ic^ert)eit  unb  gertigfeit  im  ?luflöfen 
ber  ©leid^ungen  befifeen. 

2e|tere  SSebingung  njirb  burc^  bie  Söfung  jat;Ireid)er  ge:^ 
gebenen  ©(eid^ungen  aU  erfüllt  betrad^tet,  ttjenn  bie  Sluflöfung 
eingelfeibeter  Slufgaben  beginnt.  2)ie  gertigfeit,  auS  einer  auf== 
gefteßten  (Sleid^ung  bie  Unbefannte  ju  beftimmen  t)orau§gefe|t, 
ift  bei  ?luflöfung  angettjanbler  Sfufgaben  bie  Verleitung  beg 
Änfafeeg  aug  ber  Slrt  ber  ®inlleibung  bie  ^auptfad^e.  Über 
bie  aSilbung  ber  ®(ei^ungen  laffen  fic^  leine  allgemeinen  Siegeln 
oufftellen.  3)er  8ted^ner  ^at  in  jebem  einzelnen  SaKe  ju  prüfen 
unb  JU  beurteilen,  tt)ie  bie  Slngaben  unb  SBebingungen  ber  ^uf^ 
gäbe  ju  öertoerten  finb.  ßur  Sluffinbung  unb  2)arftellung  beS 
ÄnfafeeS  bürften  inbeS  fotgenbe  SBeifungen  Don  Sinken  fein. 

1)  2)ie  §auptfc^tt)ierigleit  jur  S3übung  ber  ©leid^ung  ift 
bie,  JU  erlennen,  lüelc^e  Qa^i  ober  ®rö^e  fic^  auf  jweifad^e 
S33eife  auSbrfidEen  löfet.  9Kan  überlege  bat)er,  ttjeld^e  ®rö^e 
in  ber  Slufgabe  burd^  jttjei  öerf^iebene  SluSbrüde  bejeid^net 
werben  lann. 

2)  S33ät(renb  in  ber  aritl^metifd^en  fd^utgemö^eu  Söfung 
öon  einem  gegebenen  ©lüde  ber  Slufgabe  ausgegangen  unb 
burd^   eine  9leif)e  öon  ©d^Iüffen  unb  ffieränberungen  ber  ge= 


282    Srfinfter  ^(bid^nitt.    O^Ietd^ungen  erften  unb  atoeiten  0tabeil. 

• 

gebenen  3^^^^^  ^^^  gefuc^tc  3^^!  gefunben  wirb,  gicbt  bie 
aigebra  enttoebcr  auf  bic  iJtögc  ber  Aufgabe  ober  eine  anbete 
Unbefonnte  bireft  bie  Stnttport:  bie  gefud^te  Qaf)t  tmrb  mit 
X  bejcid^nct.  S)ie  SRetl^obe  ber  algebraifc^en  Äuflöfung  ift 
bal^er  anal^tif^.  3Jl\t  biefer  allgemeinen  vorläufig  unbelonnten 
©röfee  X  tt)erben  bie  gegebenen  ®rö§en  (bie  S)aten)  ber  Auf* 
gäbe  in  SSejiel^ung  gebracht  unb  man  nimmt  mit  x  aQe  arit^ 
metifd^en  SSerbinbungen  t)or,  xod^t  bie  Sebingungen  ber  Änf^ 
gäbe  forbern,  mit  anberen  SBorten:  man  öerfäl^rt  mit  ber 
3ci]^I  X  genau  fo,  aH  njenn  man  mit  einer  burd^ 
iRed^nung  gefunbenen  beftimmten  Qa^l  bie  ^robe 
ma^en  moUte.  ®e(angt  man  baburd^  ju  jtt)ei  S(nSbrücIen 
für  bie  Unbelannte,  üon  njetd^en  eine  SSebingung  ber  8lufgabe 
auSfagt,  ba|  fie  einanber  gleich  fein  muffen,  fo  l^at  man  nur 
nötig,  biefe  gleid^en  Slu^brfidEe  bur^  baiS  ©(eid^^eitSjeid^en  ju 
öerbinben. 

3)  SSielfad^  fommt  man  einfad^er  unb  lürjer  jum  3^^^^ 
njenn  man  nid^t  birelt  bie  gefugte  ®rö§e,  fonbern  junäd^ft 
eine  anbere  ate  Unbefannte  anfielet  unb  berechnet.  SWit  §ilfc 
beS  gettjonnenen  ©rgebniffeg  beftimme  man  bann  bie  gefud^te 
©röfee.    2Kan  fet)e  §  93,  aufgäbe  6. 

4)  ©ollen  mehrere  ©röfeen  gefuc^t  ttjerben,  fo  betrad^tc 
man  bod^  nur  eine  ate  Unbefannte  ber  ju  bilbenben  ©leic^ung. 
3)er  S33ert  biefer  Unbefonnten  bient  jur  Sered^nung  ber  übrigen 
©rö^en. 

5)  SlUe  in  einer  Slufgabe  üorlommenben  gteid^artigcn 
(Sröfeen  muffen  ftetg  auf  biefelbe  Sin^eit  jurüdfgefül^rt  »erben. 
S)a  nid^t  bie  ©röfeen  felbft,  fonbern  nur  il^re  SRaljal^Ien  ben 
©efe^en  ber  SHgebra  unternjorfen  njerben,  fo  fefet  man  bie 
©(ei^ungen  burc^gängig  mit  reinen  QaffUn  an. 

hinlängliche  fjertigleit  im  Sluffinben  be§  Slnfa^e^  au§ 
eingelleibeten  ®Ieid^ungiSaufgaben  fann  nur  burc^  anbauembe 
Übung  gewonnen  njerben,  unb  njenn  in  irgenb  einem  gad^e, 
fo  gilt  l^ier  ber  ©ofe:  „Übung  mad^t  ben  ÜÄeifter"  in  feiner 
ganjen  SDäal^rl^eit.  ®er  ?lnfänger  mu§  mit  ber  Söfung  jal^l- 
reifer  leichter  ?lufgaben  beginnen  unb  ftufenmäfeig  ju  fd^wieri- 
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flcrcn  übcrgel^ctt.  S)ie  cm^jfc^teni^tpcrten  Slufgabcnjatnmlungcn 
tjon  ^ei^f  Sarbc^,  ÜÄeier  $irjc^  u.  a.  bieten  rcid^Iic^en 
Stoff  jur  Übung.*) 

Sei  jebcr  olgebraifc^cn  Sluflöfung  einer  eingelleibeten  Sluf^ 
gäbe  finb  brei  ©tüdfe  ju  untcrfd)eiben,  toel^e  ber  Anfänger  fid^ 
»0^1  merfen  unb  in  ber  fd^rifttid^en  SJarfteüung  unterfd^eiben 
möge:  1)  Verleitung  beS  3(nfa^eS;  2)  Söfung  ber  aufgefteßten 
®(eid^ung  unb  3)  ^Beurteilung,  Prüfung,  ob  ber  gefunbene  SBert 
ber  Unbelannten  bic  93ebingungen  ber  SBortaufgabe  erfüllt. 
{Wlan  fe^e  bie  Semerfung  jur  10)  ?lufgabe  §  93.) 

§  92.    SRrt^obrtt  lux  «ttflofung  bet  ringrlUibrtett 

®(eii^uttg8aufgabrn. 

@ingef (eibete  algebraifc^e  Slufgoben  lönnen  auf gelöft  toerben  : 

1)  mit  $ilfe  ber  ?llgebra  —  otgebraifd^e  Slufföfung; 

2)  burd^  bie  alte  inbifd^e  SWetl^obe,  bie  Regula  faki, 
b.  i),  bie  Siegel  öom  falfd^en  ©a^e; 

3)  mittete  „geometrifd^er  SSerfinnlid^ung"; 

4)  bur^  btofee  SSerftanbe^fd^tüffe.  SBir  nennen  biefe 
ÄuflöfungSart  bie  reine  aritl^metifc^e  Sluflöjung.  3^  ^^^\^^ 
?luflöjungSart  gel^ört  aud^  bai^  bei  ben  alten  3nbern  fd^on 
befannte  „SSerfal^ren  ber  Umle^rung".  2)ie  arit{)metifd^e 
Söfung  fteUt  an  ben  Sied^ner  t)on  aßen  anbern  SKetl^oben  im 
allgemeinen  bie  bebeutenbften  ?lnforberungen.  ®o§  ^xnhen  ber 
Söfung  forbert  fc^arfeö  35enlen,  fid^ere^  rid^tigeS  Urteil  unb 
HareS  ©d^tiefeen.  Qnx  Übung  ber  Urteilgfraft  unb  jur  SOSedfung 
utib  SluSbilbung  beg  aritl^metifd^en  ©d^arffinneS  ift  bie§  SSer- 
fa^rcn  ein  ganj  auSgejeid^neteö  SKittet.  2)ie  öoKenbete  mufter^ 
gültige  2)arfteQung  ber  Sluflöfung  in  SBorten  ift  eine  fel^r 
nü|Iic^e  Übung  im  rid^tigen,  fprad^lic^en  SluSbrudE.  ^infid^tlid^ 
be§  SilbungSgel^attei^  fielet  bie  unter  3)  angegebene  9Ket^obe 
ber  rein  aritt)metifc^en  Söfung  nal^e.    2)ie  Sluftöfung  atgebrai? 

*)  8um  ©elbftiiuterrid&t  em<)fel^Icn  tt)ir  ©d^oIariuS,  3)ic  alge= 
braifd^en  ®(etd^uiigen  erften  unb  jtoeiten  ®rabed.  f^erb.  Sc^dnig^. 
$aberbom.  3"  btefer  ©d^rift  finb  über  460  algcbraifd^c  Slufgaben  au»-- 
mtlid^  geldft.    $reid  1,60  J( 
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fd^cr  Aufgaben  mit  i^Hfc  fleomctrifd^cr  ©arftcttung  ift  ein 
iptc^tigeg  päbagogif^eg  äßittet  jur  formalen  93ilbung,  xodäfü 
faft  bcr  gcomctrif^cn  Äonftruftion  jur  ©citc  gcftcllt  toerbcn 
lann.  Der  flciftige  SRufecn,  loderen  bie  Äuflöfung  einer  einjige« 
©leid^ungiSaufgabe,  namentlich  t)om  jtoeiten  ®rabe,  burd^  fttt^ 
toenbung  t)on  9iaumgrö^en  getoä^rt,  ift  unftreitig  l^öl^er  m 
jufc^Iagen,  aU  bie  SSered^nung  einer  größeren  Slnjal^I  (Steid^ungi- 
f^fteme  nac^  einer  med^anifd^en,  ftarren  9iegel.  2)ie  algebratf(|e  F 
Sluftöfung  erforbcrt  auc^  jum  Suffinben  beg  SlnfafeeS  in  tjiciett 
gäUen  ein  gefd^ärftcg  Urteit.  SlUcin  für  ben  ®cübten  ift  fie  ! 
immerljin  üiet  leidster,  als  bie  aritlimetifd^e  Söfung,  »eil  an 
©teile  ber  unbelannten  ©röfeen  fogleid^  3^^^^  treten  unb  bie 
Sttgebra  einen  Seit  ber  S)enlarbeit  übernimmt.  3n  mand^en 
gäUen  fülirt  bie  atgebraifc^e  Sel^anblung  (eid^t  ju  einer  reinen 
aritlimetifd^en  Sluftöfung,  ttjenn  man  on  ©teile  ber  Unbef annten  x 
eine  anbere  S3ejeid^nung,  j.  85.  Seil,  ©infad^eS,  ©anjeS,  fe|t 
unb  bie  ©d^Iüffe,  toeld^e  bie  Algebra  burc^  bie  arittimetifc^e 
Beid^enjprad^e  barfteHt,  in  SBorte  einKeibet.  SBag  enblid^  bie 
Jftegel  falsi  jur  Sluftöfung  üon  algebraif^en  Sluf gaben  an- 
langt, fo  I)at  fie,  üom  ©tanbpunft  ber  formalen  SSitbung  aus 
betrad^tet,  nur  geringen  SBert.  2)aS  ©d^ema  ifirer  S3ered^nung 
jur  Sluffinbung  ber  unbefannten  @rö|en  ift  mit  einer  toten 
aWafd^ine  ju  üergleid^en,  bie  bei  rid^tiger  S3enu|ung,  o^ne  bie 
S)enlfraft  beS  JRed^nerS  befonberS  in  Slnfpruc^  ju  nel^men,  ein 
richtiges  Ergebnis  liefert.*) 

*)  25ct  geringe  formale  SBert  bcr  Siegel  falsi  ^aftet  mc^t  ober 
weniger  aud^  anberen  tKuflöfungSöerfal^rcn  ber  Slritlftntetif  unb  Sllgebra  an, 
ttenn,  wie  eS  big  ju  ^eftalojjiS  Seit  gcfd^a^,  bem  Sernenben  fettige, 
unöerpanbene  Siegeln  gegeben  werben.  ©oH  bie  SRegcl  falsi  fein 
toter,  ftarrcr  9J?ec^aniStttuS  fein,  fo  inug  bai  xf)x  jugrunbc  Itcgcnbe 
©efej  entmicfell,  jum  Ilaren  SBerftanbniS  gebrad^t  unb  begrünbet  werben. 
Sin  ^ttUe  beS  ftarren  @d^emo3  ber  SBered^nung  mug  bie  5luf(öfung  in 
SB  orten  treten.  Sfber  felbft  burd^  eine  rid^tige  bibaltifc^c  SBel^anblung 
gewäi^rt  bie  Siegel  falsi  bei  Weitem  nid^t  bcn  formalen  Gewinn  ber 
onbcren  oben  genannten  SluflöfungSmetl^oben,  weil  mit  ben  in  ben  »er- 
fc^iebenen  Sluf  gaben  gegebenen  ^fl^^en  ftetö  nad^  einer  beftimmten,  feften 
Siegel  (§  97)  tjerfal^ren  wirb. 
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^teS  bürfte  anö)  btr  @rttiib  fein,  bo^  bie  9tegel  falsi  aud 
em  ©c^ulted^nen  au^gefc^toffen  toorben  unb  foft  ganinc!^  in 
Sergeffen^eit  geraten  tft.  9)ie  übrigen  ongefü^en  Xuflöfungd^ 
itten  forbem  bagegen  bei  lebet  Xufgabe  neue  unb  in  monc^ 
Ratten  angeftrengte  Sentarbeit  ^ai)  ber  praftifc^en  @eite 
|in,  alfo  toenn  ed  barauf  onfonimt,  bie  nnbefonnte  &xi%t  fc^neO 
mb  fielet  jtt  finben,  letftet  bie  fjf^fire^nung  gut  Sdfung  fol^r 
Aufgaben,  ju  benen  man  ben  S(nfo|  nic^t  xt^t  finben  lann, 
mb  bie  fid^  burc^  einfädle  ©c^Iüffe  nic^t  lei^  lofen  lajfen, 
|ute  Stenfte.  S(u(^  geu)if[e  gegebene  ®(ei(^ungen  tonnen  oi^ne 
^urüdfül^rung  auf  bie  Slorniolfornt  bur^  bie  Siegel  tiom 
alid^en  @a^e  jtDecfmägig  gelöft  toerben.  Sßegen  il^rer  pxah 
;i{(^en  SBebeutung  t)erbient  bie  inbifc^e  Siegel  int  ©c^ulunter^ 
ric^t  getoig  Säead^tung.  3n  neuerer  3^^^  ^^^  ^i^f^  9iec^nung 
iu(^  t)on  feiten  ^ert)orragenber  Sllgebriften  wüe  SSBurbigung 
crfafiren.*) 

S)em  Sernenben  ift  fe^r  ju  em^fel^len,  t)on  einer  9iei^e 
@(Ieic^unggauf gaben  t)erfd^iebene  S(uflö{ungen,  namentUd^  aud^ 
neben  ber  algebraifd^en  S3e^anblung  bie  aritl^metifd^e  unb  bie 
Söfung  mittels  geometrifc^er  Serfinnlid^ung  felbftänbig  ju  er- 
fmnen  unb  forgfältig  unb  Ilar  in  SBortcn  wieberjugeben.  ©ine 
einjige  Aufgabe  gränblid^  burc^bad^t  unb  mannigfad^  fl^töft, 
§at  einen  toeit  größeren  geifttgen  ©en^inn  aU  bie  oberf{äd^Iid^e 
Se^anblung  Bieter  S3eifpielc.**) 


*)  Sd^on  Ääftnet  fogt  in  feiner  „9led^enfunft"  1786:  ,,3)o8 
9ngefü^tte  toirb  jeigen,  bag  biefe  fo  berül^mte  Sflegel  falsi  bo^  nod^  üer^ 
bient,  gefannt  ju  toerben,  loenngteic^  man  fte  iegt  nid^t  mel^r  braucht." 
**)  3m  Untenid^t  gewährt  bie  me^rfad^e  Sdel^anbtung  algebraifc^er 
Aufgaben  eine  angemej]ene,  angenel^me  2(btoed^[eIung ,  fie  arbeitet  ber 
Simübung  entgegen,  belebt  ben  Unterrid^t  unb  nötigt  ben  IBernenben,  hk 
Slufgaben  öon  üerjc^iebenen  ©efid^tS^unften  ou8  oufjufojfen.  —  „(Sine 
^nja^^l  t>on  Sbfungen  einer  Aufgabe  ift  alS  5h)ecfma^ig  unb  förberlid^ 
au  bejcit^nen.  gür  btn  Slnföngcr,  ber  meiftend  9Äü]^e  l^at,  eine  einzige 
%ufl5fung  ju  finben,  ift  ed  lel^rreic^er,  eine  Aufgabe  möglic^ft  t^iel« 
(«itig  au  betrad^ten,  aI8  üiele  oberflächlich"  ©arbe^.  —  „^nxd^  ben  on* 
iuftellenben  SSergteid^  5h)tfd^en  beiben  WuflöfungSartcn  erlangt  ber  @c^üler 
tx\t  eigentliche  ©ewanbt^elt  in  bergleic^en  geiftigen  Dperalionen.''  ©acbi^. 


J 
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§  93.    «rgetraifc^e  «ttflBfung  ciitgcHcibetet  (Brei^ttngi^ 

aufgaben. 

1)  Aufgabe.  Dbibicre  td^  eine  fleipiffe  3^^^  ^^^  if 
abbiere  ju  bcni  crljaltenen  Quotienten  18,  fubtral^iere  wn  bicfer 
Summe  f  ber  gebadeten  3^^^  ^nb  nod^  24,  fo  erhalte  tc^  15. 
SBelc^eS  ift  bie  gebac^te  3a^r? 

Sluflöfung.  S)ie  gebadete  3ö^t  fl^ifee  tjorläufig  x.  5Die* 
felbe  burc^  |  biüibiert,  giebt  a? :  |  =  2^a:;  l^ierju  18  abbiert, 
liefert  2^x  +18.  SJon  biefer  Summe  fott  f  ber  gcbac^tcn 
3öl^t  unb  nod^  24,  atfo  f  a;  +  18,  fubtral^iert  »erben,  unb 
nad^  93ebingung  ber  Slufgabe  bag  SrgebniÄ  bie  3^^^  15  \^^^\ 
mithin  beftel)t  bie  ©leid^ung: 

2^x  +  18  —  (ix  +  24)  =  15. 

hieraus  x  beftimmt,  liefert  a;  =  12.    Die  gebac^te  ^o^l  l^ei^t 
atfo  12. 

2)  Slufgabe.  SBenn  man  |  einer  ©umme  ©elbeS  um 
15  c/^  üermelirt,  fo  lommt  ebenfo  met  l^erauä,  als  wenn  man 
I  berfelben  ©umme  üon  81J6  wegnimmt.  SBie  gro§  ift  bie 
©umme  ©elbeg? 

Sluftöfung.  aSejeid^net  man  bie  gefud^te  Slnjal^I  J( 
mit  X,  fo  mu§  laut  S3ebingung  ber  Slufgabe  bie  ©leid^ung 
befte^en:  f  ic  +  15  =  81  -  ^x. 

Slug  biefer  ©leid^ung  x  enttt)idfelt,   giebt  a?  =  45.    ^otgüd^ 
betrug  bie  gefud^te  ©umme  ©elbeö  45c/Ä^. 

3)  Slufgabe.  SllS  A  einft  bem  B  gegenüber  protilte,  eine 
gettjiffe  ©umme  ®etbe§  ju  befifeen,  ertt)iberte  B:  3d^  fenne 
beinen  ganjen  SReid^tum;  bu  müfeteft  lOOOJC  reid^er  fein,  afö 
bu  tt)irflid^  bift,  um  nur  ein  SJiertel  üon  ber  ©umme  ju 
befi^en,  bereu  bu  bid^  gerül^mt.  ^ötte  id^  ben  S3etrag,  ben 
bu  JU  üiel  angegeben  ^aft,  fo  tt)ürbe  i^  bir  ein  ©ec^gtet  baüon 
fd^enlen,  unb  bennoc^  jtoeimal  fo  reid^  fein,  afö  bu  alsbann 
befäfeeft.  SBie  gro^  tt)ar  a)  ber  angeblid^e,  b)  ber  toirlHc^e 
Sfleid^tum  beg  A? 
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Sluflöfung.  X)er  toir!(id^e  9ietd^tum  t)on  A  betrage 
xJCf  fo  toar  ber  anflebtid^e  4(a;+ 1000)c/^,  unb  A  ^at 
jein  Scrmöflen  4(a?  +  1000) c/^  —  xJC  =  ix-\'  1000 JC  ju 
|od^  atiflegeben.    S^fo^fl^  Sebingung  ber  aufgäbe  l^ei^t  ber 

*"^'*^         ^(3:,  +  4000)  =  2{x  +  '-^-±^) . 

«ug  biefcr  ©leid^ung  erhält  man  a:  =  4000.     A  bcfa§  atfo 
ttnrfKd^  4000  JC,  toä^renb  er  fein  Vermögen  an^ 

4.  5000c/«  =  20000c/« 
angegeben  l^atte. 

4)  Stuf  gäbe.  Am  SSormittage  eineg  20  ©tunben  langen 
©ommertageä  fragte  ein  ©tubent  math.,  xok  üiel  bie  Ul^r 
gefd^tagen  l^abe.  @r  belam  jur  Änttoort:  SBenn  bu  bie  »er* 
^offenen  ©tunben  biefeg  Xageg  t)on  ben  fommenben  abjie^ft, 
fo  bleibt  gerabe  fo  üiet  übrig,  alg  e2  j[e^t  gefd^Iagen  I)at.  SBBic 
t)iel  U^r  l^atte  eg  gef erlagen? 

SCuftöfung.    S)ie  UI)r  ^abe  xmal  gef dalagen,  fo  finb: 

a;  —  12  +  10  ©tb.  =  a:  —  2  @tb. 

üom  Sage  tjerfloffen  unb  ber  Sag  bauert  nod^: 

20  -  (a;  -  2)  ©tb. 
(S^  ift  ba^er: 

20  —  (a;  —  2)  —  (a;  -  2)  =  a;;    folgüd^    x  =  S. 

5)  «ufgabe.  SBenn  AOOJC  in  6  Sauren  unb  bOOJC 
in  3^  Satiren  jufammen  118  J6  S^^fen  bringen,  unb  bag 
le^tere  Äapitat  ^  ^rojent  niebriger  ausfte^t  aU  bog  erfte,  toie 
öiel  ßinfen  bringt  bann  jebeg  Kapital? 

«uflöfung  a).  ©ringt  bag  erfte  Kapital  xj(  ginfen, 
fo  trägt  bag  imitt  118  — xJC.    Da3  erfte  Äapitat  ftetjt 

^fö  äu  i^  unb  bag  än)eite  iu  ^.JJ^^  ^^^ä^^*  ^"^• 
3)a  bie  ©iffereuj  beg  ^rojentfafeeg  ^  beträgt,  fo  ift: 

100  -X         100(178  —  x)         .,      ^_iOft 
400  .  6  ""        600  .  3i       ""  *>      a;  —  iUö . 
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Suftöfung  b).  aWan  berechne  gucrft  bcn  8i«*lT*6  ^^ 
erften  Äapitate.    SBcjcid^nct  man  bcnfclbcn  mit  x,  fo  ^at  man: 

m 

6)  Slufgabc.  Sin  ©^ulbncr  l^at  bic  rüdftänbigcn  Qin\ta 
t)on  200  c/^  ju  5  $ßrojent  für  1  Sa^r  mcl^r  ju  jaulen  ote  für 
250  JC,  bic  er  ju  4  $ßrojcnt  gcUel^cn  l^at.  Die  gcfomten  äiwj^ti 
betragen  50  JC.    SBie  üiet  fommt  boöon  auf  iebeg  Kapital? 

Sluflöfung  a).  S)a  200  JC  ju  5  ?ßrojent  in  einem 
Saläre  ebenfoüiel  3ii^f^^  bringen  wie  250  c/^  ju  4  ?ßrojent, 
nämlid^  10  c/^,  fo  crgiebt  fid^,  menn  man  bie  rücfftänbigen 
ßinfen  beg  jtt)eiten  Äapitatö  mit  x  bcjetd^net,  fofort  bie 
©leic^ung : 

a?  +  a?+ 10  =  50;    mithin    a;  =  20. 

Sluflöfung  b).  Sejeid^net  man  bie  Änjafjt  Saläre,  für 
tpeld^e  bie  S^^\^^  ^^^  jtoeiten  ÄapitaU  rücfftänbig  finb,  mit  x, 
fo  crl^äU  man  bie  ©teid^ung: 

250.4.a;         200(iB+l)5         .  ^  ^       ^_9 
"lOÖ  '  lÖÖ "        =  ^^ )      X  —  ^. 

Slljo  finb  t)om  ätt)eiten  Kapitale  20  JC  unb  üom  erften  SO  c/fC 
3infen  rücfftänbig. 

7)  Slufgabe.  SSon  einer  ©umme  ©elbeS  crl^ält  A  Dorab 
3^  JC  unb  t)on  bem  Übrigen  ben  vierten  SEcit.  SJon  bem  je^t 
bleibcnben  SRefte  bcfommt  B  im  üoraug  6  c/^  unb  ben  vierten 
Seil  beffen,  toa^  nod^  übrig  ift.  C  er^ätt  üon  bem  jefet  noc^ 
üorl^anbencn  SRefte  7^c/^  unb  i  beg  Übrigen,  l)  befommt 
t)on  bem  britten  Slefte  erft  9  JC  unb  bann  \  beffen,  toa^ 
übrig  bleibt.  E  erljält  üom  vierten  JReftc  Dorab  11  c/^  unb 
\  be^  Übrigen.  SSon  ber  ganjen  ©umme  finb  jefet  noc^  12  JC 
übrig.  S33ie  gro§  ift  biefe  ©umme  unb  tt)ie  üiel  l^at  jieber 
erhalten? 

Sluflöfungen.  S)ie  cinfad^fte  ßöfung  bietet  bie  Operation 
ber  Umfet)rung,  tt)eld^e  mit  bem  legten  SRefte  beginnt  unb  nad^ 
unb  nad^  üortoärtgjd^reitenb ,  bie  anbern  ©lieber  beftimmt 
(3Äan  fe^e  §  95.)    SBoßte  man  l^ier  bie  unbefannte  ©umme 
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mit  X  Bejeid^nen  unb  birett  ben  %xi\(x%  für  x  auffteOen,  fo 
erl^ielte  man  folgenbe  ©leid^ung: 

Z)ie  üoQftdnbige  @leid^ung  mürbe  einen  großen  Umfang  gewinnen. 

9lid6t  t)iel  einfad^er  geftaltet  fic^  bie  atgebraifd^e  äufföjung, 

»enn  man  bie  jicbeamaHgen  SRefte  in  fotgenber  SBeife  bered^net: 

A  erptt  üorab  ^Jt  unb  \{x  —  ^)JC,  b.  i.  \x  +  2\JC. 

8?eft:   a:  -  (I  +  2|)  =  f  a;  -  2|.    ^ieröon  erhält  B  junäc^ft 

&JC  unb  t)on  bcm  Stefte  J;  bieS  liefert: 

\{ix  -2\-&)  +  &  =  ^x  +  m    u.  f.  to. 

I)er  einfad^ftc  algebraifd^e  SBcg  mirb  xovibji,  fotgenber  fein, 
bcr  bem  Umfe^rungSöerfa^ren  mel^r  cntfprid^t.  9Äan  begeid^ne 
bie  ©ummc  mit  x,  ben  SReft,  ber  bleibt,  nad^bcm  A  feinen 
^cit  ]^at,  mit  m  unb  bie  Stefte,  tocld^c  entftel^en,  nad^bem 
B,  C  unb  D  bef riebigt  finb,  mit  n,  p  unb  q.  9lun  bered^nct 
man  rücftoärtsfd^reitcnb  bie  SBerte  üon  q,  p  unb  n  unb  enb* 
lid^  X  fel^r  teid^t,  tt)ie  aus  folgenbcm  ju  erfel^en  ift. 

1)      2  =  11  +  ^:^  +  12;    folglich    g  =  27. 

«Ifo  erl^ielt  E  27  c/^  -  12  c/^  =  15  c/«. 

2)      |,  =  9+^^  +  27;     mithin    p  =  45. 

tBemnad^  crl^iclt  D  45  JC  —  27  JC  =  18  JC. 

3)  n  =  71  +  ^^^  +  45;    folglich    n  =  67^. 
C  erlieft  alfo  61^  J(  -46  JC  =  22^  JC, 

4)  m  =  6  +  ^'^^  +  67i;     mithin    w  —  96. 
B  crl^ieft  bemnac^  9e  J(  —  61^  JC  =  28^  JC. 

5)    .enblic^  a?  =  3^  +  ^:^  +  96; 

l^ierou«  ergiebt  fid^:        x  =  131^. 

Die  ganjc  ©umme  betrug  alfo  131^  JC. 
A  er^elt  S^JC  +  {  üon   128  JC,  b.  i.  5b\JC. 

e^üllet,  «rit^ntetil.  19 
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8)  Slttfgabe.  Sin  Oberft  tooQte  fein  SHegintent  in  ein 
Duabrat  fteQen.  @r  t)erfttd^te  e8  auf  {toei  Sitten.  2)ad  erfte 
aJtal  blieben  il^nt  39  SJtann  übrig;  bad  jn^eite  "SRal,  old  et 
bie  @eite  beS  DnabtateS  nm  1  ^ann  t)etgtögette,  fel^lten  il^m 
jut  Silbnng  beS  Duabtated  50  SJtann.  SBie  ftai^  toax  baS 
Stegiment? 

Stnflöfnng  a).  93ejeicl^net  man  bie  Slnjal^l  "SRann,  n>eld^e 
bet  Dbetft  beim  etften  SSerfud^e  in  eine  SReil^e  ftellte,  mit  x, 
fo  toax  bag  Sieginient  a^  +  39  9Äann  ftatf.  Sei  bet  jtt^eiten 
SlttffteQnng  etgab  ftd^  bie  ©tätfe  beS  9legimented  ali: 

{x  +  1)'  -  50  SKann. 
@S  ift  ballet: 

a;2  +  39  =  (a:+ 1)2  — 50;    folglich    x  =  U. 

»a«  Regiment  jäpe  alfo  44«  +  39  SKann  =  1975  9Kann. 

Äuflöfnng  b).  3)ie  tjotige  Söfung  jeigt,  ttJte  öon  ber 
i^edmä^igen  Sßal^l  bet  Unbefannten  bie  einfädle  Sled^nung 
abl^ängt.  SEBollte  man  tjotftel^enbe  Aufgabe  biteft  löfen,  fo 
tt)ürbe  fid^  bag  folgenbe  umftänblid^e  SSetfal^ren  etgeben. 

S)ag  ategiment  fei  x  SKann  ftati,  fo  lautet  ber  Slnfafe: 

yx  —  39=yx  +  öO  —  l. 

@xf)tht  man  bcibe  Seiten  biefet  ©leid^ung  in2  Ouabtat,  fo 
etl^ält  man: 

a;  —  39  =  a;  +  50  —  2l/a;  +  50  +  1 . 

atebttxiett  man  biefe  ©leid^ung,  fd^afft  bie  SBurjetgröfee  allein 
auf  eine  Seite  unb  bimlfiett  bie  neue  ©leid^ung  burd^  2,  fo 
entfielt:  45  _  y^^irgö . 

S5iefe  ®leid^ung  ins  Duabrat  erlauben,  gicbt: 

2025  =  a;  +  50;    alfo    a;=1975. 

Die  Sluflöfung  burd^  geometrifd^e  SJerfinnlid^ung  fel^e  man 
in  §  94,  mittctö  ber  Siegel  falsi  in  §  96. 

9)  Slufgabe.  a)  Um  toeld^e  3eit  nad^  12  U^r  ftel^en 
bie  U^rjeiger  jum  erften  3Rale  übereinanber?  b)  SBann  nad^ 
3  Ul^r  bilben  bie  Seiger  ben  näd^ften  redeten  SBinlel?    c)  Um 
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toeld^c  Seit  mä)  6  Ul^r  bilbcn  bic  ^ti^n  jum  erftcn  9ÄaIc 
ttricber  einen  geftredten  SBinfel? 

Ättftöjiungen.  a)  Der  ©tunbenieigcr  möge  bis  jur 
X)edung  mit  bem  äJtinntenjeiger  x  SHaumminnten  jurüdlegen, 
fo  ^at  festerer  60  +  a;  Slaumminuten  ju  burd^Iaufen.  I)a 
ber  9Kinntenieiger  eine  12  mal  fo  große  ©efd^toinbigfeit  aU 
ber  ©tunbenjeiger  l^at,  fo  ift: 

12ir  =  a;  +  60 ;    folglid^    a;  =  ö^V  (ÜJlinuten). 

b)  SBIiebe  ber  Heine  ßeiger  auf  3  fte^en,  \o  tofirbe  er 
mit  bem  9Äinutenjeiger  nac^  30  ÜJlinuten  toieber  einen  redeten 
SBinlet  bilben.  S5i8  jur  Silbung  beg  (enteren  rüdt  aber  ber 
©tunbenjeiger  ein  ßeitteild^en  weiter,  baÄ  x  l^eißen  möge. 
3)er  große  ßeiger  muß  alfo  30  +  a:  Staumminuten  jurücf* 
legen.    äJlan  l^at  bal^er: 

12  a;  =  0?  +  30 ;    mithin    o?  =  2^^  • 

c)  Seibe  ßeiger  fönnen  erft  nac^  7  Ul^r  in  geraber  Sinie 
ftel^en.  S3ejeid^net  man  bie  ^(njal^t  9laumminuten;  um  n^eld^e 
ber  ©tunbenjeiger  t)on  ber  ßiffer  7  au§  U^  jur  SBilbung  eineÄ 
geftredten  SBinfete  mit  bem  SKinutenjeiger  fortrücfen  muß,  mit 
X,  \o  l^at  le^terer  nod^  x  +  6  SRaumminuten  ju  mad^en.  I)a 
ber  SÄinutengeiger  12  mal  j[o  gefd^ttjinb  läuft  als  ber  ©tunben- 
seiger,  fo  ift: 

12a?  =  X  +  6;     folglid^     ^  =  A  • 

S)ie  Seiger  bilben  alfo  5^  SRinuten  nac^  7  Ul^r  einen 
geftrecften  SBinfel. 

10)  aufgäbe.  S)er  Sater  fei  48  unb  ber  ©ol^n  20  Saläre 
alt.  83or  ttrfe  t)iel  Salären  toar  ber  SJater  boppeft  fo  alt  aU 
ber  ©ol^n? 

Suflöfung.    Die  gefud^te  Änjal^t  Saläre  fei  x,  fo  ift: 

48  — x  =  2(20  —  x);     ^ieraug  folgt    x  =  —  8. 

®cr  negatiöe  SBert  ber  Unbefannten  beutet  an,  baß  bie 
fragliche  anjalil  3a]^re  nid^t  in  ber  SJergangenl^eit  liegt, 
fonbem  in  ben  entgegengefefeten  ßeitraum,    atfo  in  bi 

19* 
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ßufunft;  fdOt.  jpier  unb  in  moiid^en  anbeten  f^&Qen  beutet 
bet  negative  S3ert  eine  Slufföfung  in  einem  anbeten,  bet  f^oge 
entgegengefe^ten  @inne  an.  S)ie  Sttgebta  ttitt  gleid^fom  be^ 
lel^tenb  auf,  inbem  fie  fagt,  ba^  eine  itttünttid^  Slnnal^me  in 
bet  Slufgabe  entl^atten  ift.  ^nbett  man  bie  ittige  SSotauS^ 
fe^uns;  itibem  man  j.  S3.  bie  t^tage  nad^  bem  t$ottfd^teiteit 
in  Seit  unb  Staum,  nac^  bem  SSetmögen  ac  in  bie  gtagc 
nad^  bem  Släcffd^teiten  in  ßeit  unb  9iaum,  bejU).  nad^ 
©d^ulben  u.  f.  to.  unb  umge!e]^tt;  nrntoanbät,  fo  n)itb  baS  Sr^ 
gebnid  füt  x  eine  natütlid^e  ßal^L  3n  t)ottiegenbet  Slufgafie 
mufe  alfo  bie  gtage  lauten:  91  ad^  tt)ie  öiel  Saluten  ift  bet 
JBatct  boppett  fo  alt  als  bet  ©o^n?  ©efet  man  in  bem 
Änfafee  +  x  ftatt  —x,  fo  etgiebt  fid^  a;  =  8. 

SBenn  übet]^au|)t  nad^  Sbjid^Iu^  einet  Sled^nung  eS  tatfam 
etfd^eint,  bie  JRid^tigfeit  beS  SlejuttateS  ju  ptüfen,  fo  ift  bei 
bet  algebtaifd^en  Auflösung  in  mand^en  gäHen  bie  ^tobe 
butd^auS  nottoenbig.  2)et  aniSL  bem  $lnfa|e  beted^nete  negative 
SBett  füt  X  genügt  jttjat  bet  aufgefteHten  ©leid^ung,  atfo  in 
atgebtaifd^et  i&infid^t,  abet  nid^t  ben  93ebingungen  bet  SBott= 
aufgäbe.  Diefe  ©tjd^einung  ift  abet  nid^t  atö  ein  SRanget  ber 
algebtaijd^en  Äuflöfung,  fonbetn  getabeju  aU  ein  SJotteil  bet= 
felben  aufjuf äffen.  @S  ift  atebann  ©ad^e  be§  Sled^nerS,  bie 
?ßtobe  anjufteQen  unb  ju  beutteiten,  untet  tt)etd^et  S3ebingung 
bet  gefunbene  aButjelttjett  füt  bie  eingefleibcte  Slufgabe  ju 
tjettpenben  ift.  Slamentlid^  bei  ben  fpätet  bel^anbelten  ein- 
gelleibeten  Aufgaben,  »eld^e  auf  quabtatifd^e  (Sleid^ungen 
füllten,  ift  baS  ffiotjeid^en  bet  füt  bie  Unbefannte  gefunbenen 
ßal^tentoette  bei  bet  auäuftellenben  ?ßtobe  ftets  ju  betüdfid^tigen. 

§  94.    HttflSfttng  algebtaifc^ct  Aufgaben  burc^  gcometrifc^e 
Setfinnlic^ung ;  reine  atit^metifc^e  Sofung. 

Sltgebtaifd^e  Slufgaben,  beten  Söfung  eine  Sieil^e 
t)on  nid^t  getabe  teid^ten,  abfttaften  ©d^Iüffen  et^ 
fotbctt,  lönnen  butd§  Änttjenbung  täumtid^et  3)at^ 
ftetlungen  anfc^aulid^  gelöft  »etben. 

SSetgegentt)ättigen  tt)it  uns,  ba|  bei  Slntoenbung  biefet 
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SöftttigSart  bie  abftraften  ßal^Icn  ol^ne  JBerbinbung  mit  Dptta^ 
tion^idd^en  burc^  bie  Sangen  Don  ©treden,  bad  ^robutt 
jtoeiet  SafjUtn  burd^  bag  Sted^tccf  unb  im  befonberen  gatte 
butd^  baS  DnabtQt  bargefteUt  nnb  Deranfd^autid^t  toitb. 

SaSir  jcigen  an  einigen  ©eifpielen ,  wie  bie  einfad^ften, 
befannteften  ataumgebübe,  nämtic^  ©trecfe,  Sied^ted  unb  Dua^ 
brat  iux  Erläuterung  unb  93eranfd^aulid^ung  ber  Slufföfung 
benufet  »erben  lönnen. 

a)  ©enufeung  ber  ©tredfe.  Äfö  SluSgang^punlt  einer 
@xvippt  üon  Slufgaben,  bie  burd^  Äntoenbung  einer  ©tredfe 
gelöft  »erben,  nel^men  toir 

1)  Aufgabe.  Sin  SBeamter,  beffen  ®el^alt  üerboppeft 
tporben  ift,  erl^ält  je^t  \ixi)xix6)  ebenfoüiel  über  900  c/^,  alg 
il^m  bi^l^er  an  900  c/^  gefel^It  l^at.  SBteöiel  beträgt  jefet  fein 
jläl^rüd^eg  ©infommen? 

Um  ben  SBert  ber  Sluflöfung  burd^  „geometrifd^e  SSer- 
finnüd^ung"  red^t  ju  erfennen,  löfe  man  bie  Stuf  gäbe  aritl^= 
metifd^,  l^ierauf  mittete  ®(eid^ung,  atfo  algebraifd^,  unb  fd^Iie^- 
lid^  mit  ^itfe  geometrifd^er  DarfteHung. 

'  «)  Die  aritl^metifd^e  Söfung  lönnte  ettoa   auf  folgenbe 
SBeife  gefd^el^en: 

SRad^  ber  Aufgabe  ift  bag  urfprüngfid^e  ©el^alt  üerboppett 
tPorbcn.  S)ie  Silage  jerfällt  in  jtoei  gleid^e  Seile;  ber  crfte 
Seit  ergänjt  bag  anfängtid^e  ®el)att  ju  900  J(,  ber  jtoeite 
Seit  überfteigt  900  JC  um  benfelben  SBetrag.  Da  beibe  Seile 
gleid^  ber  ganjen  ßnlage,  alfo  aud^  gleid^  bem  urfprünglid^en 
©el^alt  finb,  fo  beträgt  ein  Seit  bie  ^älfte  biefeg  ©el^alte«. 
Das  ÄnfangSge^att  unb  bie  $älfte  beSfelben,  atfo  l^mal  ba§ 
urfprüngtid^e  Sinfommen  ift  nad^  ber  Aufgabe  gteid^  900  JC. 
gotglid^  beträgt  bag  urfprünglid^e  ®el)alt: 

unb  baS  ie^ige  (Sinfommen: 

2  X  600  c/^  =  1200  JC. 

ß)  Ätgebraifd^e  Sluflöfung.  SBir  bejeid^nen  bie  Qa% 
»eld^e  fein  urfprünglid^eg  ©el^alt  in  SKarl  auSbrüdEt,  öortäupg 
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mit  X.  Stdbann  toirb  bad  X)oppelte  biefeS  ©el^alted  burd^ 
2a;  bcjciclnct.  Der  Setrag,  um  »etd^eti  2ir  bie  ßal^t  900 
überfteigt,  toirb  burc|  bie  Differenj  2x  —  900  bargefteHt,  unb 
ber  Seil;  toetd^er  bag  urf^rfingüd^e  ©el^alt  ju  900  c/^  ergänjt, 
ober  um  toeld^eu  900  JC  ba8  Äufang^gel^att  überfd^reitet,  burd^ 
bie  Differeui  900  —  x  augejeigt.  Slad^  Angabe  ber  stufgabc 
l^aben  beibe  SJifferenjcn  benfclbeu  SBert.  ^otgtid^  befte^t 
bie  ®teic|ung:        2a;  —  900  =  900  —  a?. 

i^ierauS  x  beftimmt,  giebt  a;=600  uub  folglid^  2a;=1200. 

y)  Söfung  burd^  ^eic^nerifd^e  Darfteltung.*)  5Die 
gal^I;  toeld^e  baS  urfprüngüd^c  Oel^att  beS  ^Beamten  in  2Rarf 
angiebt,  fei  burd^  bie  ©trecfe  AB  üeranfd^autid^t.  Sltöbanti 
toirb  bie  ßa!^!,  toeld^e  burd§  SSerboppelung  beÄ  Slnfang^gel^aftc^ 

l^eraugfommt;  burd^  bie  boppelt  fo  gro^e 
Sig.  27.  ©trecfe  AQ  üerfinnti^t. 

C  S)ie  3a]^t  900  l^at  nac|  ber  Aufgabe 

bie  Sigenfd^aft,  bafe  fie  ebenfo  l^od^  über 
bcm  urfprünglid^en  ©e^alt,  at§  unter  bem 


X 


B" 


I)oppetten  be§  lefeteren  tiegt. 


Sluf  unfere  ß^id^nung  übertragen,  l^ei^t 
ba«:  Stuf  ber  ©tredEe  AC  liegt  jtoijid^en  B 
unb  C  ein  ?ßunft  x  ebcnfo  l^od^  über  B, 
oX%  unter  C.  Um  biefe  ©igenfd^aft  ju 
erfüllen,  mu|  ber  5ßunft  offenbar  in  ber 
9Kitte  ber  ©tredEe  BC  liegen,  golgtid^ 
fteHt  Ax  bie  3al)l  900  üor,  unb  eg  fragt 
fid^:  SBeld^e  ßal^I  toirb  burd^  bie  ©tredEe  AC  oeranfd^aulid^t? 
3lad§  ber  ß^i^^^^Ö  ^ft» 

Ax  =  H'AB]        AC=2'AB. 
Sllfo  H.^5  =  900;  mithin: 

^5  =  900  :  li  ==  600    unb  batier    AC  =  1200 . 

SlJerg  leidet  man  btc  crftc,  rein  aritl^tncttft^c  Söfung  mit  ber  lejteren, 

*)  a)cr  Sernenbe  möge  bie  erläutemben  geid^nungen  möglid^ft  richtig 
unb  fauber  anfertigen,  unb  bie  £dfung  au^fül^rUc^  unb  forgf&Itig  fd^riftUc^ 
unb  münblid^  toiebergeben. 
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\o  erfiel^t  matt,  ba|  ber  eigetttlici^e  (Slatig  ober  IBetlauf  ber  beibett 
SSexfal^rett  berfelbe  ift.  Meitt  bie  legiere  S5futig  f^ai  in  ber  räutnlid^ett 
^arfieHuttg  uttftreitig  bett  IBorjug  ber  ^ttfd^auHc^fett.  ^ie  gal^Iett, 
mld^e  itt  ber  @d^Iugretl§e  ber  rein  aritl^tttetifc^en  ^uflöfung  inbetrad^t 
lomtnett,  flttb  l^ier  burd^  toirllid^e  (Strogen,  burd^  ©trecfett,  bargefteHt. 
$ier  toirb  bent  Semeubeti  bie  gefud^te  3^^^  9^^^  8^  Anfang  ber  Söfung 
im  (Setoanbe  eined  räumlid^en  (S^ebilbed  t)or  ^ugen  gefül^rt,  bem  @d^üler 
ettoad  I3elattttte8  att  Stelle  be§  Uttbefannten  gegebett.  ^ie  IBer- 
dnbenmgett,  totlöjt  jum  S^^^^  ^^  ^uflöfuttg  mit  ben  gal^Iett  tjor- 
gettommen  toerbett  muffen,  toerben  t)or  ben  klugen  bed  Bemenben  an 
©treten  toirflid^  tJoH^ogen,  tmb  bie  abftraften  @c^Iüffe  ber  rein  aritl^^ 
metifd^en  )B5fung  ftnb  l^ter  in  toirftid^e,  finnlic^  ttial^rnel^mBare 
Operationen  umgefegt,  ber  IBerlauf  ber  ^ufldfung  ift  anfc^autid^ 
nnb  flar,  ber  S93eg  burd^auS  unjtoeibeutig. 

3n  äl^nlid^er  SBeifc  fatitt  baÄ  folgenbe  ©eifpiel  gelöft 
toerben:  @8  fott  eine  3^^^  fl^fud^t  toerben,  beten  gttnffac^eg 
ebenfotJiel  über  20,  atö  bie  ßal^t  felbft  unter  20  ift. 

2)  auf  gab  e.  3n  einem  »eutet  ift  6ntat  fo  üiel  ®clb 
enttialten  atö  in  einem  anbem.  ÜJlan  nimmt  aug  festerem 
50  c/^  j^erau«;  unb  nun  ift  im  etfteren  SSeutel 
9  mal  fo  tJtel  atö  in  bem  jttjeiten.  SBie  üiet  JC 
entl^ielt  j|cber  SBeutel  anfangt? 

Sluflöfung  mittete  geomettifc^er 
SSetfinnlid^ung.  S)ie  gefud^te  Slnjat)!  SRarl; 
toeld^e  ber  jtoeite  Seutel  enthielt,  »erbe  burd^ 
bie  ©trecfe  AB  tjerfinnlid^t.  Sltöbann  ift  bie 
©trede  FG  =  6'AB  ein  »ilb  ber  Qa% 
toeld^e  bie  ©umme  (Selbem  im  erften  SBeutel 
bejeid^net.  Slad^bem  man  auS  bem  jttjeiten 
SSeutel  50  c/^  genommen  l^at,  beträgt  fein 
Snl^att  nur  ^  üom  erften  SBeutel.  ©d^neiben 
»ir  auf  ber  ©tredte  AB  wn  B  auÄ  ein 
©tüdtd^en  BC  ah,  fo  tjerfinnlid^t  BC  erftenS 
bie  Qafjll  50,  unb  jtoeiten«  mufe  BC  mä)  ber 
Aufgabe  ^  —  ^  «=  ^  ber  ©trecfe  FG,  ober 
^  öon  AB  fein,  gotgtic^  bejeid^net  AB  bie 
3a^I  3  .  50  =  150  unb  FG  bie  3a^I  6  •  150  =  900.  3)er 
erfte  Seutel  entl^iclt  alfo  900  c/^  unb  ber  anbere  150  c/^. 
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X)er  SSorjug  ber  Sdtfd^Qulid^feit  ber  Slufldfung  mittele 
flcometrijd^cr  I)(n;ftenung  üor  ber  rein  aritl^metifd^en  tritt  bei 
ber  folgenben  Aufgabe  beutlid^  l^crüor. 

3)  aufgäbe.  Um  alle  meine  Ausgaben  beftreiten  ju 
fönnen,  müfete  id^  ein  jäl^rücl^eS  Sinfommen  t)on  1620  e^ 

l^aben;    ^terju  fel^tt  mir  aber  nod^  ein 
^^^'.  »eträitli^eg.     SBären   meine   ©infünfte 

C  S^mai  fo  grofe,  als  fie  toirttid^  fttib,  fo 

n)ürbe  id^  nid^t  aQein  meine  SluiSgaben 
beftreiten  lönnen,  fonbern  jäl^rtic^  nod^  fo 
t)iel  übrig  bel^atten,  afe  mir  jefet  fcl^tt. 
SBie  f)o(S)  belaufen  fid^  meine  ©infünfte? 

^ . jgg^  Söfung.    S)ie  ©tredte  AB  bejeid^ne 

bie  ßal^t;  »etd^e  bie  §ö]^e  beS  ©el^alteS 
in  SRarl  angiebt;  baS  S^fad^e  be«  testeten 
xoixb  bnx6)  bie  ©trecfe  AC  üerfinnlid^t. 
9lad^  ber  Slufgabe  beträgt  ber  Über^ 
fd^u§  beg  S^fad^en  beS  ©el^alteg  ebcnfo^ 
üiel  über  1620  c^,  afö  bag  ©el^alt  felbft 
unter  biefer  ©umme  tiegt. 

S)iefe  Angabe  tautet  geometrifd^  ge« 
beutet:  $ßunft  C  ber  ©trede  AC  liegt 
cbenfo  l^od^  über  einem  gefud^ten  5ßunlt 
a;,  at§  JB  unter  a;  tiegt.  S)er  5ßunlt  x 
liegt  alfo  in  ber  SÄitte  üon  BC.  ^a6)  ber  Äonftrultton  ift 
Ax  =  2\'  AB.,  2\  .  AB  üeranfc^außd^t  aber  bie  3a^t  1620, 
mitliin  AB,  1620 :  2\  =  720.  Dag  gefuc^te  (Sinlommen  be^^ 
trägt  alfo  120  JC. 

b)  Äntoenbung  üon  Sled^ted  unb  Duabrat.  SRand^e 
Aufgaben,  ju  bereu  Söfung  man  fid^  in  ber  SRegel  ber 
©leid^ungen  bebient,  unb  bereu  reine  arit^metifd^e  (elementare) 
aSelianblung  nid^t  uner^eblid^e  ©d^mierigleiten  bietet,  liefern 
uns  ein  red^t  banIbareS  gelb  für  bag  gra^)l^ifd§e  SSerfal^ren. 
S)ie  Slid^tigfeit  biefer  SBel^auptung  ergiebt  fic^  fofort,  »enn  tt)ir 
t)on  einigen  Seifpieten  bie  algebraifd^e  unb  bie  Söfung  burd^ 
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„jcid^nerifd^c  SJarftcUung"  geben  unb  beibe  miteinanber 
t)erg(eid^en. 

4)  ©egcben  fei  Aufgabe  8)  §  93. 

a)  Slgebraifd^e  Söfung.  Sejei^net  man  bie  Änjal^I 
ber  aKannfd^aften  mit  x,  fo  fielen  auf  einer  ©eite  beg  crftcn 
Duobrote«  y^p  — 39  unb  auf  einer  ©cite  beS  jweiten  Ouabratc« 
yx  +  bO  SRann.  S)a  ber  lefetere  SBurjelauSbrud  gemäfe  iBc« 
bingung  ber  Aufgabe  um  1  größer  al2  ber  crftere  ift,  fo  I)at 
man  bie  ©(eid^ung: 

]/a:  —  39  =  ]/a;  +  50  —  1 . 

Die  Sered^nung  beS  SBerteg  ber  Unbefannten  x  erforbert 
bie  JBefeitigung  ber  SBurjelgrö^en  auÄ  ber  ©teic^ung.  Die« 
gcfd^iel^t  baburd^,  bafe  man  beibe  ©eiten  ber  gegebenen  ©teid^ung 
ing  Duabrat  erl^cbt,  bie  erl^altene  ©leid^ung  fo  orbnet,  ba§  auf 
ber  einen  ©eite  bie  rationalen  ©lieber  unb  auf  ber  anberen 
bie  irrationalen  ©rö^en  [teilen,  unb  biefe  ©teid^ung  abermate 
quabriert. 

S)iefeS  boppette  @rl)eben  einer  ©leid^ung  mit  jtoei  mel^r* 
gßebrigen  SBurjelauäbrildten  ift  eine  für  ben  Slnfänger  nid^t 
gerabc  leidste  red^nerifd^e  SCrbeit,  unb  biefelbe  mu§  mit  SJor« 
fld^t  ouggeffi^rt  »erben.    (SJergteid^e  bie  Sluflöfung  §  93.) 

(£r]^bU^  einfad^er  unb  n)eit  anfd^aulid^er  geftaltet  fid^ 
bie  grapl^ifd^e  Sel^anblung  biefer  Aufgabe. 

j3)  Suflöfung  mittele  geomctrifd^er  SSerfinnlid^ung. 
68  öeranfd^autid^e  bie  ©tredfe  AB  bie  Slnja^I  äRannfd^aften, 
bie  bei  ber  erften  StuffteUung  auf  einer  ©eite,  unb  bie  ©trecfe 
AC  bie  %Xiyx^  ©otbaten,  toetd^c  beim  jtt) eiten  SSerfud^  auf 
einer  ©eite  beg  Duabrateg  ftelien*  S3efc|reibt  man  über  ben 
Stredten  AB  unb  AC  Duabrate,  fo  entftel^t  bie  bclanntc 
gigur,  toeld^e  überl^aupt  bie  SSeftanbteile  be«  DuabrateS  über 
ber  ©umme  jtoeier  ©trecfen  fid^tbar  tjor  SCugen  fül^rt.  (gig.  9, 
©eite  52.)  S5a  bei  ber  jtoeiten  ÄuffteQung  nid^t  nur  bie 
39  SRann,  toeld^e  bei  ber  erften  übrig  bleiben,  üertoenbet 
toerben,  fonbern  au^erbem  nod^  50  SÄann  nötig  finb,  um  baS 
jtoeite  Duabrat  Dott  ju  mad^en,  fo  finb  offenbar  jur  SBefefeung 
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bcg  gröfeerctt  Duabratc^  89  ©olbatcn  mcl^r  crforberlic^,  al8 
bei  bcr  erftcit  ÄufftcIIung. 

S)ic  ©ttccfc  BC  tjcrftnntid^t  bie  ßa^I  1;  atfo  beträgt  bo8 
Duabrat  be«  8uj[afee8  DGHJ^l.  S)te  beiben  gletd^en 
8?ec^tecfe  üeraitjc^aulid^en  89  —1  =  88;  ein  ffted^ted  bejeid^net 
mitlitt  bie  ßa^I  44.  S)a  bie  ©reite  eine«  SRed^tecfg  =  1  ift, 
fo  beträgt  bie  Sänge  etwa  BE  =  U.  S)ie  ©eite  AB  be8 
erften  Duabrate«  üeranfci^autici^t  atfo  bie  ßal^I  44;  baS  Dua- 
brat  felbft  bie  20)1  44«  =  1936.  SRec^net  man  ^ierju  bie 
39  2Rann,  »eld^e  bei  ber  erften  SuffteHung  übrig  bleiben,  fo 
ergiebt  \xä),  ba§  baS  ^Regiment  1975  SKann  ftarf  toax. 

S)ie  atgebraij[c|e  Söfung  entj!pric|t  bem  te^teren  SSerfal^ren, 
tt)enn  man  bie  Slnjal^I  ÜRonn  anf  einer  ©eite  be8  erften  O^m^ 
bratet  al8  Unbefannte  x  annimmt. 

§  95.    3)tc  aRct^obe  ber  Umfclrung. 

S)a8  SBerfal^ren  ber  Umlel^rnng  beftel)t  barin ,  ba^  bie 
JReil^enfoIge  nnb  bie  31  rt  ber  Operationen,  toetd^e  in  ber 
Änfgabe  jnr  SBilbnng  einer  belannten  3^^^  angegeben  finb, 
gerabeju  umgelel^rt  »erben.  I)ie  SKet^obe  ber  Umfel^mng 
ift,  tt)ie  bie  JRegei  t)om  fatj[c|en  ©a^e,  inbijd^en  Urfpmngg. 
S)er  3nber  ^r^abl^atta  (geb.  476  n.  S^r.)  fennjeid^net  bie- 
felbe  in  feiner  fnrjen  SBeife  fotgenberma^en:  „SKnltipKIationen 
»erben  ®it)ifionen,  S)it)ifionen  »erben  9ÄnItipIiIationen;  »aS 
@e»inn  »ar  »irb  SSertnft,  »a8  SJerluft  »ar  toirb  @e»inn; 
Umle^rung."  3)er  Araber  ^t^a-^ahbin  (1547  —  1622)  fagt 
in  feinem  9flec|en»erl  „öffenj  ber  9iec|enfunft":  „S5ei  biefem 
ajerfal^ren  t^nt  man  ba8  ©egenteit  üon  bem,  »a8  ber  gragenbe 
verlangt;  forbert  er  SSerboppetnng,  fo  l^atbiere;  l^at  er  abbiert, 
fo  fubtral^iere,  l^at  er  mnltiplijicrt,  fo  biöibiere;  foll  bie  Dna= 
brattourjel  auSgejogen  »erben,  fo  erl^ebe  in8  Onabrot,  nnb 
l^at  er  lefetere  Operation  üerric^tet,  fo  öerfa^re  nmgefel^rt, 
inbem  bn  mit  ber  legten  Slngabe  beginnft:  bann  er^ältft  bn 
bie  Stnflöfnng." 

1)  «uf löf nng  ber  7)  «nfgabe  in  §  93  bnrd^  bie  Operation 
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ber  Umtel^rung.    9tad^bem  E  t)om  merten  {Hefte  t>oxob  II  jfC 
genommen  l^at,  bleibt  eine  getoiffe  @umme  übrig.    $iert)on 
nimmt  er  \\  folglid^  bleiben  |  berfelben,  nnb  biefe  betragen 
I    \2JC\  ber  vierte  «eft  ift  alfo: 

i'l2JC  +  nJC  —  21JC. 

E  erhält  mU^in: 

21JC-  12  J(  =  15  JC. 

Der  öierte  Äeft,  27J(,  ift  geblieben,  nac^bem  D  öom  britten 
Sleft  9JC  unb  bann  \  bt^  Übrigen  genommen  l^at.  SRitl^in 
fwb  I  öon  (Ä,  — 9)c^  gleich  21JC,  nnb  ber  britte  «eft 
beträgt:  ^.21JC+    9JC  =  A5JC. 

D  befommt: 

A5  JC-21JC=  18  JC, 

S)urd^  nod^  breimalige  SBieberl^oIung  berfelben  ©d^tüffe  gelangt 
man  jnr  i)oIIftänbigen  Slnflöfnng. 

2)  Slufgabe.  (Sin  SSater  bringt  eine  Slnjal^I  Spfel  nad^ 
§anfe  nnb  giebt  bem  erften  ßinbe  bie  §älfte  bt^  ganjen  SSor=j 
rateS  »eniger  8  ftpfel,  bem  jtociten  bie  §ätfte  beS  Steftei^ 
'  weniger  8  Äpfel,  ebenfo  mac^t  er  t^  bei  bem  britten  nnb 
öierten;  bem  fünften  giebt  er  bie  nod^  übrigen  20  Äpfel.  SBie 
öiel  Äpfel  l^at  ber  SBater  oerteitt? 

«uflöfung.  S)ag  vierte  ftinb  erhält  öom  britten  Süefte 
bie  §älfte  toeniger  8  Äpfel;  fotglic^  bleiben  bie  §älfte  bt^ 
britten  9iefteg  nnb  8  Äpfel  für  bag  fünfte  Äinb.  Der  britte 
aieft  mufe  ba^er  2(20 -8)  Äpfel  gleich  24  Äpfel  fein.  Sefetere 
blieben  übrig,  nad^bem  bad  britte  ^nb  )[)om  jtoeiten  9ieft  bie 
Hälfte  toeniger  8  Äpfel  erl^atten  l^atte,  eg  bleiben  bal^er  bie 
^älfte  t)om  jtoeiten  »efte  nnb  nod^  8  Äpfel,  ffi«  ift  bal^er  i 
öom  jtoeiten  Steft  nnb  8  Äpfel  gleich  24  Äpfel,  nnb  mitl^in 
beträgt  biefer  «cft  2(24  —  8)  Äpfel  ober  32  Äpfel.  SBenn 
man  biefelben  ©c^Iüffe  nod^  2n)eimat  ann)enbet,  fo  erl^ätt  man 
80  ÄpfeL  Die  ju  mac^enben  ©d^Iüffe  furj  bnrc^  bie  aritl^- 
metifd^e  Qd6)tn\pxa6)t  angebeutet,  giebt: 
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3)  Slufgabe.  Setnanb  i)at  ixod  Säjfer  unb  in  iebem 
eine  beftintmte  äRenge  SSein.  Um  in  beibe  gleid^üiel  }tt 
betommen;  gie^t  er  auiS  bem  erften  f^affe  fo  t)iet  in  baS 
jtoeite,  afö  fd^on  barin  ift,  giegt  l^ierauf  auiS  bem  jtt)eiten  in 
baiS  erfte  fo  t)iel,  atö  nun  barin  ift,  unb  enblid^  auiS  bem 
erften  in  baiS  in)eite  fo  t)iti,  afö  nod^  barin  äbrig  ift.  Slm 
®nbe  befanben  fid^  in  jebem  gaffe  801.  SBie  üiet  ßiter 
toaren  anfangi^  barin? 

Äuflöfung.  S)a  fic^  julefet  in  jebem  gaffe  801  SBein 
befanben,  fo  entl^ietten  beibe  gäffer  1601.  S)a«  ga^  B  ent^ 
l^ielt  801,  nad^bem  man  aui^  bem  tJ^ffe  A  fo  üiel  in  B 
gegoffen  l^atte,  aU  öorl^in  barin  toar.  SRitl^in  befanben  fic^ 
in  B  t)or  bem  legten  Umgießen: 

i  üon  801  =  401 

unb  im  t5<^ff^  A- 

801  +  401=  1201. 

S)urd^  fjortfefeung  biefer  ©d^Iüffe  gelangt  man  ju  ben  in  fot 
genber  Überfid^t  jufammengefteHten  (Srgebniffen: 

gafe  A.  gfa§  B. 

4)     801.  801. 

3)  1201.  401. 

2)     601.  1001. 

1)  1101.  501. 

4)  Slufgabe.  SRod^  einem  Sieftamente  crl^äft  ber  Äammer- 
biener  üon  ber  für  bie  S)ienerfc^aft  be^  SSerftorbenen  feftgefefeten 
Summe  öorab  600  JC  unb  üon  bem  tiefte  bie  ^älfte,  öon  bem 
Übrigen  ber  Äoc^  \  unb  nod^  1200  c/^.  S)ie  nod^  übrig  blei^ 
benben  1560  J(  befommt  ber  Äutfc^er. 

SCuftöfung.  S)er  Äod^  erl^ält  \  öom  öorl^etgel^enben 
tiefte  unb  noc^  1200  e/#;  alfo  bleiben  f  biefeS  9iefte8  ttjeniger 
1200  JC,  unb  biefe§  mad^t  ben  Slnteil  be8  Äutf^erg,  nämlic^ 
1560  JC,    S)er  gan^e  SÜeft  beträgt  bal^er: 

i(1560  +  1200)  JC  =  3450  c/^. 

S)iefe  bleiben,  nac^bem  ber  Äammerbiener  üorab  600  JC  unb 
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bcmn  ttoc^  bie  ^Slfte  t)om  Übrigen  erl^alten  l^at.    Sllfo  beträgt 
bie  ^ätfte  beS  StefteS  3460  JC  unb  bie  ganje  @umme: 

2  .  3450  JC.  +  600  JC  =  IbOOJC. 

§  96.    Sie  S^Ifttedlnttttg. 

2)aiS  Sigentfitnlic^e  biefer  {Rec^nungiSart  beftel^t  baritt;  ba^ 
ber  iRed^ner  eine  beliebige,  im  allgemeinen  falfd^e  Qai)i  an- 
nimmt, biefelbe  ben  in  ber  Änfgabe  geforberten  SSeränbernngen 
unterwirft  unb  nun  mit  §ilfe  ber  Slnnal^me,  be8  falfd^en  ffir^ 
gebniffe»  unb  ber  gegebenen  ßal^I  ber  rid^tige  SEBert  ber  Un* 
befannten  gefunben  toirb.  S)ie  Sieget  falfi  toirb  in  bie  JRed^nung 
beS  einfad^en  unb  bed  boppelten  falfc^en  Slnfa^ed  unter- 
fd^ieben,  je  nad^bem  nur  eine  ober  jtoei  toillfürli^e  Qa^Un 
angenommen  toerben. 

A)  (Einfädle  Wegel  falfi.  3^^  (Erläuterung  berfelben 
mögen  folgenbe  Seifpiele  bienen. 

1)  Aufgabe.  Semanb  bejiel^t  öon  jtoei  auggeüel^cnen 
fiapitalien  jäl^rlid^  1020c//i(  3^^?^^-  3Bie  üiel  l^at  er  im  ganjen 
au^ftel^en,  n)enn  i  baüon  ju  5  ^rojent  unb  ba^  übrige  ju 
4  ^rojent  öerjinft  ift? 

Äuflöfung.  Slngenommen,  ba8  Sopital  fei  vorläufig 
400  J(f  fo  ttjürbe  ber  Sluglcil^er  pro  Sa^r: 

6JC+  12JC=11JC 

ßinfen  erl^atten.    6r  bejiel^t  aber: 

1020c/^  =  60.17c/^ 

3infen;  folglid^  ift  ba8  toirflid^e  fiapital  auc^: 

60'400JC  =  24000JC, 

3u  bemfelben  ®rgebni8  gelangt  man  burd^  folgenbe  5ßroportion : 

IIJC:  1020  JC  =  400JC:xJC. 

2)  SCufgabe.  S33enn  man  eine  3^^!  ^it  5  muItipKjiert, 
\  be8  ^ßrobuftei^  abjiel^t,  ben  JReft  burd^  10  biöibiert  unb  \f 
\  unb  \  ber  urfprünglic^en  3^^!  abbiert,  fo  fommt  68  l^erau». 
aSelc^eg  ift  bie  Sa^I?   (SB^agfara.) 
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Sluftöfung.  iBl^ai^tara  löft  btefe  Slufgabe,  inbem  er 
t)crfud^8toeifc  3  annimmt,  unb  erl^ätt  fo:  15,  10  unb  1,  |, 
f ,  ba8  ©rgebnis  ift  4^.  2efetctc8  ift  in  bcr  flegebcncn  8# 
(68)  16 mal  cntl^alten,  unb  ballet  ift  bic  rid^tige  Qaijii: 

16.3  =  48. 

3n  einem  alten  9ied^enbud^e*)  ift  bie  einfache  tjölfited^nung 
unter  ber  Uberfd^rift  „De  regula  propositionum  ober  faW 
bel^anbelt  Über  bie  Il^eorie  biefer  SÄetl^obe  verbreitet  fid^  bic 
©i^rift  folgenberma^en:  „S)er  ^ßroje^  biefer  Siegel  öerpit  fic^ 
alfo:  3Äan  nimmt  eine  QafjH  mä)  Setteben,  boc^  fo,  ba|  in 
felbiger  bie  in  ber  Aufgabe  beftimmten  Seile  ol^ne  9ieft  auf^ 
gelten;  mit  biefer  erbic^teten  3^^^  üerfäl^rt  man  nad^  ben  2Cn« 
forberungen  ber  Aufgabe,  ©efunbeneS  abbiert  man,  baS  SoIIect 
ift  bie  erfte  gal^I,  bie  angenommene  ober  erbid^tete  3^^!  ift 
bie  anbere  ©teile;  unb  toa8  fonft  au8  ber  Slufgabe  befannt,  bie 
britte  ©teDe;  aisbann  öerfäl^rt  man  nad^  ber  gemeinen  SRegel 
de  tri,  tt)ie  uac^gefefete  ©jempet  be8  meieren  jeigen  »erben." 

Aufgabe.  Sin  ©ol^n  fragt  feinen  SSater,  toie  alt  er  fei. 
S)er  SSater  antwortete  il^m:  SEBäreft  bu  noc^  einmal  fo  alt, 
imal  fo  alt,  }mal  fo  alt  unb  nod^  1  3a^r  älter,  fo  toäreft 
bu  gerabe  100  Sa^re  alt.    SBie  alt  ift  ber  ©o^n? 

„Stuflöfung.    ©efefet,  ber  @oI)n  fei  48  Sa^re  alt  (48 
ift  bie  erbic^tete  Qafjlt). 
48 


96  nod^  einmal  fo  alt 
24  imal  „   „ 

12  i^mal  „   „ 


132  SoDect 


100-1  =  99;    48.99:132  =  36. 
S)er  ©o^n  »ar  alfo  36  Saläre  alt." 

SRad^  unferer  mobernen  S)reifa|= 
bered^nung  toürbe  ber  Änfa^  ettoa  fo 
lauten:  beträgt  bag  (Srgebni»  (SoHect) 
132  Sa^re,  fo  ift  ba8  Sllter  48  Sa^re. 
aaSie  t)iel  beträgt  ba8  3llter,  toenn  baS 
Ergebnis  99  ift? 

S)a8  SSerfal^ren  mit  einer  angenommenen  3«^!  ift  ^Ifo 
fel^r  einfad^.   S)ie  Slic^tigfeit  beSfelben  berul^t  auf  bem  ©d^Iuffe: 

*)  2)a8  Titelblatt  fel^tt. 
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S)ie  angenommene  3<^^I  ^  t)er]^ält  fid^  jur  Undetannten  o;  tt)ie 
bie  aus  a  burc^  bie  geforberten  93er&nberungen  ber  Slufgabe 
erl^altene  QafjH  m  ju  ber  gegebenen  Qai)l  n. 
3n  Seichen:  m:n~a:x. 

S3ei  ber  einfad^en  tJ^Ifired^nung  bürfen  nur  bie  öier  crften 
Sled^nungSarten  ber  Slritl^metit  auf  iBruc^teile  ber  (Srge&niffe 
angewcnbet  »erben,  toie  ber  Kommentator  ber  ©d^riften  Sl^a»« 
taraS  (@ane9a)  rid^tig  bemerft. 

6)  Sie  Wegel  ber  jloei  falfdjen  Knfa^e.  3^^  (Sinffil^rung 
in  baS  93erftänbni8  ber  boppelten  f^alfirec^nung  biene  folgenbei^ 
iBeifpiel. 

1.  Aufgabe,  ©in  SSater  ift  42  Saläre,  fein  ©ol^n  6  Sa^re 
alt.  iRad^  n)ie  t>itl  Salären  ift  ber  93ater  4  mal  fo  alt  als  ber 
©ol^n? 

Äuflöfung.  1.  Slnnal^mc:  nad^  3  Salären.  S)ann  ift 
ber  ©ol^n  9  Saläre  unb  ber  SSater  45  Sa^re  alt.  SRod^  ber 
Aufgabe  foQ  ber  93ater  4mat  fo  alt  als  fein  ©ol^n,  er  mä^te 
alfo  36  Saläre  alt  fein,  golglic^  ift  bie  erfte  Slbtoeic^ung,  ber 
erfte  gel^Ier: 

45  Saläre  —  36  Sa^re  =  9  Sa^re. 

2.  Ännal^me:  nac^  4  Salären.  S)ann  ift  ber  ©ol^n 
IQ  Saläre  unb  ber  93ater  46  Saläre  att.  Saut  iBebingung 
ber  Slufgabe  mü^te  le^terer  40  Saläre  jäl^Ien.  S)ie  jttjeite 
Slbtoeid^ung  ift  atfo: 

46  3a^re  —  40  Sa^re  =  6  Sa^re. 

2)urc^  bie  2.  Ännal^me  l^at  ber  erfte  %ti)Ux  um  3  Saläre 
abgenommen.  2)erfelbe  foQ  gleid^  0  toerben,  alfo  mu^  er  nod^ 
von  6  abnel^men.  S)amit  biefer  Überfd^ufe  öerfd^toinbet,  mufe 
bie  2.  Slnnal^me  um  fo  t)iel  Saläre  toac^fen,  als  3  Saläre  in 
6  Salären  entl^atten  finb,  alfo  um  2  Saläre.  S)er  SSater  ift 
bal^er  nad^: 

4  Salären  +  2  Salären  =  6  Sauren 
4  mal  fo  alt  ali  fein  ©ol^n.  —  ^robel 
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Sftül^er  t^erful^  man  teilt  med^anifd^^  nad^  .fotgenber  flUegd:  Sültttt 
nal^nt  smei  beliebige  B^^^^n  Oi  unb  o,  an,  bottjog  an  il^Q  bte  in  ber 
Stnfgabe  gef otberten  Setftnbetnngen  nnb  bejHntntte  bie  beiben  Slbmeii^nngen 
ober  %tfjiltx  fi  unb  /*,  jn^ifcl^en  ben  erl^altenen  Bal^Ien  unb  bet  gegebenen 
gal^L  2)ann  bilbete  man  jn^ei  fid^  fd^neibenbe  (&txahtn,  fe^te  an  bie 
beiben  C^bpunÜe  ber  einen  @eite  bie  ttnllfürlid^n  Slnnal^men  mib  m 
bie  anbern  (Snbpunite  bie  beiben  %ti)ltt,  9htn  multiplizierte  man  bie 
Bal^Ien  ;,im  Stitu^"  unb  nannte  bad  $robuft  a^fi  bad  erfte  unb  baS 
$robult  ttif^  bai»  ju^eite  9!efuUat.  SSaren  bie  Hbtoeid^ungen  gteid^^ 
artig,  alfo  beibe  ))ofitit)  ober  negatit),  fo  bitnbierte  man  bie  2)ifferen} 
ber  9ie{uUate  burd^  ben  Unterfd^ieb  ber  ^tf^Uv,  in  S^ä^^n: 

Straten  bagegen  bie  Slbn^eid^ungen  ^  unb  f,  mit  üerfd^iebenen  SSor^eid^en 
bel^aftet  auf,  fo  n^urbe  bie  @umme  ber  $robufte  burd^  bie  @umme  ber 
geljler  biöibiert,  in  geid^en: 

2)ad  @d^ema  ber  S3ered^nung  toax  n^ie  folgt  (^lufgabe  l). 


@e^e     3  Saläre. 

@o]^n    9  Sa^te 
SSatcr  45      „ 

86     „     fofftcn  fein. 

9  Saläre. 


@e(e     4  ^ai^x^. 

@ol^n  10  Saläre 
SBater  46      „ 

40     „     foKten  fein. 

6  gal^re. 


gftfl.  80. 


4.9  —  3.6 

X  « «  6. 

9  —  6 


*)  (Sin  fold^ed  geiftlofed  9ied^nen  geigelt  ©d^n^ei^er  in  feiner 
„SOfletl^obe  für  dlcmentarlcl^rer"  in  folgcnbcr  Sßeife:  „'Slad)  ber 
alten  äl'ietl^obe  mad^te  man  bie  @d^üler  §u  ben^ugtlo^  operierenben 
9led§enmafd^inen,  tt^al^rfd^einlid^,  meil  eg  bamal^  noc^  leine  SRed^enmafd^inen 
gab,  bereu  ^rfinbung  erft  ber  neueren  Seit  ange^rt.  @lett)tffe  unBegriffene 
^unftgriffe  mürben  eingeübt,  unb  pd^ften^  getoann  unter  ben  üielen 
äJlartem  einf  eitig  bad  @lebft(^tnii^.  Me^  mar  ein  geiftlofe^  treiben, 
burd^  meld^e^  fid^  bie  @(^üler  in  einem  l^ol^Iendiegelmerl  feftrenneten''. 
SSergleid^e  baS  in  §  92  über  bie  9iegel  falfi  @lefagte. 
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SSemeiS  für  bie  Stid^ttgfeit  t)orftel^enber  Siegel. 
Sie  olgebraifcl^e  a^gränbung  ber  Siegel  bed  bop))eften  falfd^en 
Snfo^eS  ift  etnfad^.  2)a  bie  algebraische  Sluflöfung  ber  Sluf< 
gaben,  toetc^e  mittels  ber  Sieget  falfi  lösbar  {inb;  auf  eine 
@Ieid^ung  t)on  ber  t^orm: 

ful^rt;  fo  genügt  eS,  bie  SRic^tigfeit  beS  ®eje|e»  ber  %al\U 
red^nung  für  biefe  ©leid^ung  ju  betDcifen. 

SRimmt  man  für  bie  Unbefannte  x  j»ei  beliebige  SEBerte 
an,  ettoa:  ^  _  ^^    ^^^    ^  _  ^^ 

nnb  fefet  biefe  3^^^^^^  ft^tt  rr  nac^einanber  in  bie  ©(eid^ung 
ax  =  b  ein,  fo  l^at  man  im  allgemeinen  bie  gel^Iergleic^ungen: 

a  •  a^  =  6    nnb    a  -  a2  '^^  b , 

®ie  beiben  gel^Ier  ober  Äbtoeid^ungen  finb  offenbar: 

6  —  aa^    nnb    b  —  aa2 . 

@e|t  man  ben  %c^cx  in  ber  erften  ©leid^ung  gleid^  /i  nnb 
ben  gel^Ier  in  ber  jtoeiten  ©leid^ung  gleid^  /*2,  alfo: 

b  —  aui  «»  fi    nnb    6  —  aa^  =  /"g , 
fo  folgt: 

attj  =  6  —  fi    nnb    aör2  =  &  —  fi* 

©ubtral^iert  man  bie  beiben  legten  ©leic^ungen  nad^einanber 
t)on  ber  gegebenen,  fo  entftel^t: 

a(x  —  «i)  *=  /*!    nnb    a{x  —  ag)  =  /i  • 

Offenbar  finb  bie  beiben  au8  biefen  ©leid^ungen  fid^  ergebenben 
SBerte  für  a  einanber  gleich,  b.  ^.: 

f^        _        f. 
X  —  Ol         X  —  a^ 

^ieranS  erl^filt  man  bie  Proportion: 

(x  —  üi)  :(x  —  a^)=fi :  f^ 
unb 

Sf^ütlev,  «tit^meHI.  20 
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SHe  gefunbene  f^onnel  für  x  brfidt  fotgenbeS  allgeinem 
gültige  ®efe^  aud:  2)ie  Undefannte  x  ift  einem  SBrud^e 
gteid^,  beffen  ^^tt  gebilbet  ift  au8  einer  5Differenj, 
beren  äRinuenb  baiS  ^robuft  aus  ber  ^toeiten  Slnnal^me 
unb  bem  erften  gel^Ier  unb  beren  SRinuenb  ba8  ^ro^ 
butt  aus  ber  erften  Slnnal^me  unb  bem  jtoeiten  f^el^ter 
ift;  unb  beffen  Kenner  bie  S)ifferenj  ber  beiben  Äb^ 
toeic^ungen  bar ft eilt.    (SRan  üergleic^e  obige  Sieget.) 

S)a8  SBcrfal^rcn  ber  boppelten  t5<^Ifirec§nung  lautet  in  ein^ 
fad^fter  gorm:  ©c|e  1)  a^  =  0,  2)  a^  =  1  unb  beftimme 
bie  %^f;fitx  fi  unb  f^,  bann  ift  bie  Unbefannte  gteid^  bem  erften 
tJel^ter  biöibiert  burd^  bie  S)ifferenj  ber  gel^Ier,  in  2^t\ä)tn: 

5Die  Sted^nung  mit  ben  Slnnal^men  0  unb  1  em^jfiel^tt  fid^  bei 
manchen  Aufgaben  ber  bequemen  Operationen  falber. 

2)  SBeifpiel.    ©egeben  fei  bie  8)  Slufgabc  in  §  93. 

«uflöfung.  1)  ©efefet,  nac^  ber  erften  SluffteHung 
ftänben  in  einer  Sieil^e  0  SRann,  bann  toäre  baS  Siegiment: 

0«  +  39  =  39  a»ann 
ftarf.    aSeim  jtoeiten  SSerfud^  ergäbe  fic^  bann: 

(0  +  1)«  — 50 49. 

golglic^  beträgt  ber  gel^Ier: 

39  -  (—  49)  =  88  . 

2)  Angenommen,  in  einer  9ieil^e  »äre  1  SRann,  fo  loürbe 
baS  9iegiment: 

(1^  +  39)  aRann  =  40  SWann 

jäl^Ien.    S)ann  ftänben  nad^  ber  jtoeiten  SCufftellung  auf  einer 
Seite  2  aÄann,  unb  eS  toäre: 

22- 50  =  -46. 

aWitl^in  ift  jefet  ber  %t^ti: 

40 -(—46)  =3  86. 
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S)ttrc^  feie  jtoeite  Ännal^me  ift  bcr  gcl^Icr  um: 

88  -  86  =  2 

üermüibcrt  toorbcn;  er  \oU  nod^  um  86  abncl^mcn.  S)ic  jtocite 
Slnnal^me  mu|  ballet  fo  oft  um  1  größer  geuommeu  tDerben, 
ate  2  in  86  entl^alten  ift;  b.  i.  um  43.  (£8  ftanben  ballet 
auf  ciucr  Seite  be8  Duabrate»: 

(1  +  43  =)  44  aÄQun, 
uub  baS  {Regiment  roax: 

(44«  +  39)  aWann  =  1975  SWann 
ftatf.    ffla^  obiger  Siegel  ift: 

^  =  _^ ««      =  44 

/i  —  /i         88  -  86 

^em  Semenben  em^fel^Ien  mir,  nid^t  med^anifci^  nad^  obiger  Sfotmel 
beit  SEBert  ber  Unbefannten  ju  bered^nen,  fonbern  bie  ^uflöfung  in  fBorten 
§u  liefern,  »ie  in  ben  ©eifpielen  1)  unb  2)  gezeigt  ift. 

<S(e{d^i(^tIid^ei$.  ^ad  SBerfal^ren,  Don  einem  falfd^en  ^nfa^  aui»^ 
jugel^en  unb  ben  gfel^Ier  nad^tröglid^  §u  berid^tigen,  toax  §uer{i  bei  ben 
alten  ^g^ptern  in  ®ebraud^.  ^ei  ben  Snbern  begegnet  un^  biefe  SRed^nung 
aU  ben^ugte,  au^gebilbete  SOletl^obe.  2)ie  SRed^nung  mit  5n)ei  falfd^en  SCm 
nahmen  gel^örte  aud^  bei  ben  alten  Slrabem  §ur  geit  SOlol^ammeb  htn 
SRufad  „}um  ©mnbftodCe  matl^ematifd^er  äBal^rl^eiten''.  $lrabi{d^e  ^U 
gebrailer  fd^reiben  bie  (Srfinbung  ber  Sfalfired^nung  ben  ©elel^rten  ber 
Snber  §u.  2)ie  9(raber  nennen  bad  SBerfal^ren  „SRegel  ber  ^n^ei 
Sfel^Ier"  nnb  „SWetl^obe  ber  SBagfd^alen"  (regula  lanciuin). 
Sefttere  ift  öon  3bn  ^Ibannä,  b.  1^.  ©ol^n  be«  ©aumeifter«,  (geb.  1252 
ober  1257  in  SD'iarotlo)  in  l^ol^em  2Sta^t  au^gebilbet  n)orben.  ®in  ^ttoti^ 
für  bie  9iid^tigleit  bed  SBerfal^ren^  n^urbe  bagegen  meber  t>on  einem 
inbifd^en  nod^  t)on  einem  arabifd^en  SOi^atl^ematiler  gegeben. 


20' 
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(Sleii^un$en  txfitn  (SxahtB  mit  mehreren  Knbeknnttbn. 

§  97.     8egr{{f   uttb   (Sigettfd|aftett   eitteB   S^flnttB    litteater 

®let<|ttttgett. 

S)ic  Slortnalform  einer  ©leid^ung  erften  ®rabe8  mit 
mel^reren  Unbefannten  ift: 

ax  -{- by  -{-  cz  -{- =  Ä , 

in   toelc^er   bie   3^^^^  ^/  y/  ^ unbefannte   unb   bie 

Soeffijienten  a,  l,  c fotoie  ba8  Äbfolutglieb  ä  gegebene 

3a]^Ien  bejeic^nen.  3[t  in  einem  befonbetn  gaDe  ä  =  0,  jo 
]^ei|t  üorftel^enbe  ©leic^ung  l^omogen.  Sommen  in  einer 
©leid^ung  mel^rere  unbefannte  @rö§en  öor,  jo  fann  man  jtoar 
ben  SBert  jeber  Unbefannten  inbejug  auf  bie  anbern  auSbrüden; 
aber  ba  l^ier  bie  SEBerte  ber  Unbefannten  öoneinanber  abl^ängig 
flnb,  ober,  toie  man  fid^  »iffenfc^aftlid^  au8jubrüdEen  pflegt,  bie 
eine  Unbefannte  eine  gunftion  aDer  übrigen  ift,  fo  ift  ber 
gefunbene  SBert  unbeftimmt.    @8  fei  j.  iß.  bie  ©teid^ung: 

5a;  +  3y  =  13 
gegeben.    Sojen  xoxx  biefelbe  nad^  x  auf,  fo  erl^alten  tt^ir: 

13  —  3« 

X  = —' 

5 

S)er  gefunbene  SBert  für  x  ift  aber  unbeftimmt,  xotxi  toir 
ben  SBert  ber  Unbefannten  y  nid^t  fennen.  Siefimen  Xoxx  fiin- 
gegen  für  y  einen  toiHfürüd^en  SBert  an,  fefeen  j.  33.: 

y  =  0,       y=l,       s/  =  3, 
fo  folgt: 

SBie  man  erfiel^t,  üertoanbelt  fid^  bie  vorgelegte  ©leid^ung  burd^ 
beliebig  getoäl^Ite  SBerte  für  y  unb  ben  jebegmal  bered^neten 
für  X  ftetg  in  eine  ibcntifc^e.  6ine  ©leid^ung  mit  jmei  unb 
mel^rcren  Unbefannten  ^at  ba^er  unenblid^  öiete  Söfungen  unb 
Xoxxt  eine  unbeftimmte  ober  biopl^antijd^e*)  ©leid^ung 

*)  3)iop]^atitug,  ein  Bcrül^mter  Sölatl^ematifer  bc§  5(Itcrtumg, 
gefiorben  um  350  n.  ^^x,,  l^at  fid^  t^tel  mit  unbeftimmten  ©leid^ungen 
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genannt.  (£s  leud^tet  ein;  ba^  eine  ©leid^ung  mit  jn)ei  Un- 
befannten  nid^t  genfigt,  um  mit  SluiSfd^Iu^  n)inffirlid^er  ^In- 
nal^men,  alfo  burc^  ftrenge  Sled^nung  für  jcbe  Unbefonnte  nur 
einen  beftimmten  ßal^lenttjcrt  ju  pnbcn.  3^  biefem  Qmdc 
muß  üielmel^r  eine  jtoeite  ©leid^ung  gegeben  fein,  bie  bcftimmte 
Cigenfd^aften  erfflflt  Um  überl^aupt  bie  SEBcrte  üon  n  Un- 
befannten  beftimmt  ermitteln  iu  fönnen,  finb  ebcnfo  öiele 
©leid^ungen  etforberlid^.  SWel^rere  jujammengel^örige  ©leic^^ 
ungen  l^ei^en  ein  Softem  Don  (Sleid^ungen. 

ein  @Ieid^ung8{9ftem  auflöjen  l^ei^t,  bie  beftimmten 
SBerte  bet  Unbefannten  finben,  toeld^e  jebe  ber  gegebenen 
©teid^ungen  in  eine  ibentifd^e  öerwanbelt  ©inb  j.  S.  bie 
®Ieid^ungen : 

x  +  2y  =  9     unb     2x  +  3y  =  16 

gegeben,  fo  genfigen  biefem  ©Aftern  nur  bie  SBerte: 

o;  =  5     unb     y  =  2 , 

toeil  nur  butc§  @infe|ung  biejer  Qa^tn  jebe  ©leic^ung  in  eine 
ibentifd^e  übergel^t.  3^^^  Sluffinbung  ber  beftimmten  Qafjiitn^ 
teerte  ber  Unbefannten  finb  an  ba8  ©leidEiung^f^ftem  getoiffe 
Stnforberungen  ju  fteDen.  S)ie  n  gegebenen  ©leid^ungen  mit 
n  Unbefannten  muffen  a)  öoneinanber  unabl^ängig  fein, 
unb  b)  feine  ©leid^ung  barf  einer  anbern  tt)iberfpred^en. 
©leid^ungen  l^eißen  unabl^ängig,  toenn  fie  au8  anbern  burd^ 
aritl^metifd^e  Umformungen  nid^t  l^ergeteitet  »erben  fönnen- 
S)aS  ®Iei^ungdf^ftem: 

2x+    by—    3;ef=    7 

a;  — 13y+10i?=    3 

3a?—  8y+  7;8;  =  10 
mu§  ate  unbraud^bar  jur  SCuflöfung  öertoorfen  »erben,  ba  bie 
erfte  (Sleid^ung  baS  ffirgebnii^  ber  ©ubtraftion  ber  jtoeiten 
®Ieic^ung  )[)on  ber  britten  ift.  (Sntfprid^t  ein  ©leid^ungiSf^ftem 
ben  üorl^in  angegebenen  Änforberungen,  fo  laffen  fid^  aDemal  bie 
SBette  ber  Unbefannten  burd^  ftrenge  ?lufIöfung8metl^oben  finben. 

befd^&ftigt,  unb  x%m  ju  (Sl^ren  nennt  man  bie  unbeftinunten  (Stletd^ungen 
aud^  biopl^ontifd^e. 
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§  98.    Stii^^tti\i^t  SarfleOung  bet  Sifitngeii  einer  linetteti 
®Iei<|itttg  3liiif<|ett  jloei  ttttfiefaititteit.*) 

3Ran  nennt  bic  B^l^I^n  für  x  unb  y,  »etd^e  eine  wx^ 
gelegte  ©letd^ung  in  eine  ibentifdje  t)tmavbtln,  jufantmen^ 
gel^örige  SSerte  unb  jebeS  iufammengel^örige  äBertepaat  eine 
Söfung  ber  ©leic^ung.  3eber  ©teid^ung  mit  jtoei  Unbefannten 
genügen  unjäl^Iig  öiele  Söfungen.  S)ie{elben  loerben  erl^alten, 
»enn  man  eine  gegebene  ©leid^ung  inbejug  auf  eine  Unbefannte, 
ettoa  y,  auflöft,  in  bem  erl^altenen  ÄuSbrud  an  ©teüe  öon  x 
einen  beliebigen  ßal^Ienttjert  fe^t  unb  l^iernad^  y  bered^net.  @§ 
fei  bie  ©leid^ung: 

3x-'2y  =  6,    alfo    y  =  S(^x  —  1) 

gegeben,    ©efet  man: 

x=      0,         1,      2,    3,      4,    5,      6, 

fo  toirb: 

y=-3,    -Ih    0,    Ih    3,    ^,    6, 

Um  nun  fotool^I  bie  unenblid^e  Sln^al^I  öon  Söfungen 
ber  öorftel^enben  ©leid^ung  alg  auc^  bie  gegenfeit  ige  ä[b= 
^öngigfeit  ber  Unbcfannten  ju  öerfinnUd^en,  üerfälirt  man 
auf  folgenbe  SBeife. 

aWan  jeid^net  (gig.  31)  burd^  einen  feften  5ßunft  0  jtt)ei 
fid^  red^ttoinfelig  fd^neibenbe  ©eraben,  XX^  unb  YY^,  bie  man 
nad^  jeber  ©eite  l^in  aU  unbegrenzt  annimmt.  3n  jebcr 
®eraben   unterfd^eibet   man    eine  pofitiüe   unb   eine  negative 

♦)  über  ben  bibaftifd^en  SBert  bc^  ^\tx  bel^anbcltcn  ®cgcnftanbcg 
äußert  ftd^  6:ulm ann  in  feiner  ©c^rift  „S)ic  gra})]&tfd^e  ©tatil" 
(2.  Stuf  tage):  „®g  liegt  nid^t  im  Stoede  bicfcg  SBcrfcg,  bie  %:i)toxxe  ber 
©leid^ungen  gra;|7]^t{d^  toeiter  ju  enttuideln,  allein  ed  toürbe  baS  SSer- 
ft&nbniS  berfelben  getoig  ungemein  erleid^tern;  totnn  man  bie  abftraften 
ga^berl^ältniffe  burd^  geid^nung  barfletten  unb  erläutern  toürbe".  — 
^and  fagt:  ,,^et  ber  ®ntn)id(elung  ber  Sl^eorie  ber  ©leid^ungen  toirb 
niemanb  biefeg  toettöoKe  SSeranf^auIid^unggmittel  unbenufet  laffen".  — 
@d^ erlin g  fd^reibt:  „2)ie  5(ufna^me  ber  Qxap^x\d)tn  ©arftettung  ift  aU 
eine  toerttoHe  ©eigabe  banfenb  l^injunel^men".  (Seitfd^rift  für  matl^. 
Unterrid^t,  XII.  Sal^rg.  Seite  342  unb  369.) 


§  98.  Seic^netifd^e  2)atftellttn9  ber  Sdfungen  einer  lineaten  (Steigung  tc.  311 

^älfte.  @e^t  man  bie  SU^tung  OX  red^ts  t)on  0  atS  bie 
pofttiüe  feft,  fo  mu^  man  bie  entgegengefe^te  02^  als  negattt) 
Bejeid^nen,  nnb  nimmt  man  bie  SRic^tnng  0  Y  oberl^alb  XX^ 
als  pofitit)  an;  f o  mu^  man  notoenbig  bie  ^albad^fe  0  Y^  als 
negatiö  anfeilen.    (3Äan  öergleid^e  §§  29  unb  38.) 

S)ie  SBerte  ber  Unbefanntcn  x  »erben  üerfinnlid^t,  inbem 
man  nad^  einer  beftimmten  Sängeneinl^eit  bie  biefen  3^^^^^ 
entfpred^cnben  Sängen  auf  ber  Äd^fe  XX^  öom  Slußpunlt  auS 
abirögt;  unb  itoax  bie  pofiti)[)en  äBerte  auf  ber  ))ofiti))en  unb 
bie  negativen  auf  ber  anbem  §älfte.    SKan  nennt  bal^er  bie 
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©erobe  XX^  bie  Z^SCd^fe,  unb  ba  bie  «bfd^nitte  auf  berfetben, 
toetd^e  bie  SBerte  öon  x  üeranfd^auüc^en,  SCbfcif  Jen  l^ei^en,  fo 
fftl^rt  bie  Z^sÄd^fe  aud^  ben  Flamen  3lbfciffenad^fe.  Um  ben 
SBert  für  y  jeid^nerifd^  barjuftellen;  ber  einem  beftimmten  SBert 
für  X  jugeorbnet  ift,  errid^te  man  im  ßnbpunft  biefer  Äbfciffe  x 
bie  ©enlred^te,  bereu  Sänge  bem  ^^^^tvxotxt  für  y  entfpric^t. 
Obigen  geftfe^ungen  jufolge  fallen  bie  ©tredfen  für  äße  pofi^ 
tiüen  SBerte  t)on  y  oberl^alb;  bagegen  bie  negativen  unterl^alb 
ber  Z^Äd^fe.-  S)ie  Sote,  toeld^e  jur  SBerfinnlid^uug  ber  SBerte 
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wn  y  bienett;  l^ei^en  Drbinaten^  fte  toerben  nod^  il^ter  Sage 
in  po{ttit)e  unb  negatit)e  unterfd^teben.  3Ran  nennt  bie  9(^c 
yr^;  toeld^e  mit  ber  DrbinatemSfKd^tnng  parallel  gebogen  ifl^ 
Orbinatenad^fe.  $fit  aQe  fünfte  ber  Slbfciffenad^fe  ift  bie 
Orbinate  gleid^  9luII,  unb  in  jiebent  fünfte  ber  Orbtnatena^e 
i[t  rr  =  0.  ©tatt  bie  Drbinaten  unmittelbar  an  il^re  ÄBfciffen 
anjutrageU;  fann  man  bie  äBerte  für  y  aud^  auf  ber  @eraben 
YFi  abtragen,  burd^  ben  erl^altenen  ^unlt  bie  parallele  jur 
X'^%6)\t  unb  aud  bem  Snbpunft  ber  jugel^örigen  Slbfctffe  bie 
parallele  jur  Drbinatenac^fe  jiel^en,  ber  ©d^nittpunft  beiber 
^araDeten  giebt  bie  Sage  bei^  ?ßunfteS  für  y  genau  an.  SBcü 
man  aHe  Sffierte  für  y  auf  ber  ®eraben  TY^  abtragen  fann, 
fo  nennt  man  bieje  aud^  r^Äd^je.  Äbfctffe  unb  Drbinatc 
ffil^ren  ben  gemein jd^aftlid^en  SRamcn  „Äoorbinaten"  unb  bie 
beiben  Äc^fen  bie  iBenennung  Äoorbinatenac^fen.  S)cr 
lefeteren  gemeinfd^aftlid^er  5ßunft  0  l^eifet  ber  Einfang  ober 
Urfprung  ber  Soorbinaten,  l^ier  finb  Slbfciffe  unb  Drbinote 
gleich  5Rua. 

Sn  öorftel^enber  S^i^^wg  öerfinnlid^t  5ßunlt  G  bie  Söfung 

x  =  —  2,       y  =  —  6, 

^unft  C  ba«  SBertepaar 

x  =  i,       y  =  3 

unb  enblid^  ^unft  E  bie  Söfung 

X  =  6 ,       y  =  6 

ber  ))orgeIegten  @Ieic^ung 

Sx  —  2y  =  6. 

3ebe  Söfung  ber  lefeteren,  überl^aupt  jebcr  linearen 
@Ieid^ung  2n)ifd^en  ^toei  Unbetannten,  tnirb  burd^  einen 
5ßunft  üerfinnlid^t,  beffen  Äbfciffe  unb  Drbinate  ben 
}ufammengeprigen  äßerten  k)on  x  unb  y  gleid^  finb. 
S)enft  man  fid^  für  aUe  (reellen)  Qafjlizn  ber  relativen  Qofjlltn^ 
rei|e  (§  58)  öon  x  bie  jugel^örigen  SBerte  für  y  bered^net  unb 
bie  entfpred^enben  fünfte  in  ber  (Ebene  jeid^nerifd^  bargefteQt, 
f 0  liegen  biefe  Silber  nid^t  getrennt,  f onbem  fie  fliegen  tüd(ento8 
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ineinonbev  über  unb  bilben  eine  gerabe  Sinie.*)  2)ie  unjä^Iig 
trieten  Söfungen  jleber  ®(eid^ung  t)on  ber  ^oxm: 

aa?  +  6y  +  c  =  0     ober     y  =  ax  -\-b 

Idmten  olfo  räuntUd^  mtteinanber  t)erbunben  unb  burd^  eine 
®erabe  i)erfinnlid^t  n)etben.  SBir  finb  fomit  jur  SuffteQung 
bed  folgenben  Sel^rfa^eS  bered^tigt: 

Sfl^tfa^:  Sebe  ©(eid^ung  erften  @rabe8  jn)ifd^en 
5t9ei  Unbetannten  tann  burd^  eine  beftimmte  @erabe 
bilblid^  bargeftctit  »erben. 

äRan  nennt  bal^er  bie  iRormalfomt  einer  linearen  @Ieid^ung 
jnrifd^en  x  unb  y,  alfo  bie  @(eid^ung: 

aa?  +  6y  +  c  =  0      ober     y  =  arc  +  6, 

kie  ®Ieid|nng  bet  Oeraben.'^'^)  2)a  jebe  ©erabe  burd^  jtoei 
fefte  fünfte  öoüftänbig  beftimmt  ift,  fo  finbet  man  ba8  SBilb 
einer  vorgelegten  ©leic^ung,  toenn  man  für  jtoei  Söfungen  bie 
Jßunfte  fuc^t  unb  burd^  biefe  bie  ©erabe  jiel^t.  S)er  ©infad^l^eit 
ttjegen  pflegt  man  bie  jtoci  fünfte  feftjuftellen,  in  toeld^en  bie 
gefud^e  @erabe  bie  Ä^fen  fd^neibet.  S)ie  Sinie  l^at  ftetö  mit 
icber  Äd^fe  einen  $ßunft  gemeinfam,  toenn  bie  SBerte  ber  SSud^^ 
ftaben  a,  b  unb  c  in  ber  ©leid^ung  öon  SRutt  öerfd^ieben  finb. 

Seifpiel.    Oegeben  fei  bie  ©leid^ung: 

2x-y  +  A  =  0, 

man  fott  bie  bilblid^e  S)arfteIIung  berfetben  finben. 

Äuflöfung.  3Äan  ertoäge,  ba§  bie  Drbinaten  aDer 
fünfte  ber  Z^Äc^fe  gteic^  S«uII  finb.    gür  bie  «bfciffe  beg 


♦)  3n  unfcrer  geid^nung  öer^It  fl^: 

ÄB:AD  =  BC:DE    unb    AOiAF^OHiFG. 

2)iefe  Proportionen  fdnn*n  ber  ^onftrultion  gemftg  nur  unter  ber  ^t^ 
bingnng  beftel^en,  bag  ^reiecf: 

ABCo^  ADE    unb    AOHr^  AFG, 

b.  i.  bie  burd|  bie  $un!te  G,  H,  A,  C  nxih  E  gezogene  Sinie  gerabe  ift. 

**)  aJlan  öergletd^e  bie  erjle  gufenote  Seite  267. 
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©cl^nittpunfteS  ber  gefud^ten  ©eroben  ntu^  olfo  y  =  0  fein. 
Um  bicjc  abfciffc  ju  finbcn,  fcfct  man  bälget  y  =  0  unb  fud^t 
au^  bcr  Olcid^ung  2a;  +  4  =  0  bcn  SBcrt  für  x;  man  finbet 
x  =  —  2.  S)a  für  attc  ?ßunftc  bcr  r:=aife  a?  =  0  ift,  fo 
fe^e  man  jur  iBeftimmung  be^  ©d^nittpunlteS  ber  ©eroben  mit 
ber  Drbinatenad^fe  in  ber  gegebenen  Oleid^ung  x  =  0.  Slu« 
—  y  +  4  =  0  folgt  y  =  4.  Irägt  man  bie  «bfciffe  a?  =  —  2 
unb  bie  Orbinate  y  =  4  t)om  ^InfangSpunft  aui^  ab  unb  jiel^t 
burd^  bie  erl^altenen  fünfte  bie  ©erabe,  fo  ift  biefe  baS  93itb 
ber  t)orgetegten  ©leid^ung. 

8ef  onbete  $aDe.  93etrad^ten  n)ir  jie^t  bie  t^SSlt,  in  n^eld^en 
bie  3^^^^  «/  ^  ^^"^  ^  einjeln  unb  jtoei*)  berfelben  öon  9hitt 
üerfd^iebene  SBerte  bejeid^nen. 

1)  (S8  fei  a  =  0,  fo  gel^t  bie  SRormalgleid^ung: 

aa;  +  6y  +  c  =  0 
in  bie  folgenbe  über: 

1)    6y  +  c  =  0 ,     tt)orau^  folgt    y  =  —  | . 

S)ie  Oleid^ung  1)  tt)irb  burd^  eine  ®erabe  öerfinnlid^t,  bie  im 

abftanbe  -  \  mit  ber  X= Steife  parattel  läuft,    ©o  j.  SB.  ift 

bie  bilblid^e  ©arfteHung  ber  ©letd^ung  2y  +  4  =  0  bie  gerabe 
Sinie,  toeld^e  im  Slbftanbe  üon  2  Sängen  unterl^alb  ber  X^Sld^fe 
mit  biefer  parallele  9ltd^tung  l^at. 

2)  3ft  gletd^jeitig  a  =  0  unb  c  =  0,  fo  l^at  bie  ©leid^ung 
bie  gorm: 

2)    &y  =  0;    alfo    y  =  0. 

S)er  Oleid^ung  2)  entfprid^t  eine  ®erabe,  toeld^e  mit  ber  Äbfciffen- 
ad^fe  jufammenfäHt,  b.  1^.  biefe  Sld^fe  felbft.  3)ie  ©leid^ung  ber 
Z^5life  ^ei^t  alfo  y  =  0. 

3)  $at  6  ben  SBert  9luII,  fo  öertoanbelt  fid^  bie  Slormat 
form  in  folgenbe: 

'*')  a  unb  h  bürfen  nid^t  jugleic^  ben  SBett  0  annel^men,  tt)eil  ba« 
burd^  beibe  Unbelannten  aui$  ber  ^(eid^ung  berfd^toinben  tt)ürben. 
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3)    aa:  +  c  =  0;     mithin     x«^  —  -• 

S)a8  SSilb  bicfer  ©letd^ung  ift  bie  ®erabe,  toeld^e  mit  ber 

r^Äd^fc  im  Äbftanbe  —  -  parallel  ge^t.  SBirb  jugleid^  aud^ 
c  =  0;  fo  entfielet: 

4)    aa?  =  0 ,     alfo    a?  =  -  =»  0 . 

S)iefe  ©leid^ung  bejeid^net  bie  FsStd^je. 

5)  SBenn  ferner  c  =  0  i[t,  fo  erl^ält  bie  SRormalgleid^ung 

bie  gorm: 

5)    «ic  +  &y  =  0 , 

toelc^er  bie  SBerte  x  =  0  unb  y  =  0  genügen.  Oleid^ung  5) 
l^at  jum  Silbe  eine  ©erabe,  tneld^e  bnrd^  ben  Slnfangi^punlt 
ber  Soorbinaten  gel^t. 

SSeifpiel.    (begeben: 

2x  +  y  =  0. 

©e|t  man   a;  =  —  1 ,  f o  toirb   y  =  2  nnb  für   a;  =  —  2 

ttjirb  y  =  4.  ©teilt  man  bie  5ßunfte,  toeld^e  biefe  Soorbinaten 
erfüllen,  bar,  unb  jiel^t  bie  Oerabe,  fo  fielet  man,  ba|  biefelbe 
burd^  ben  ^Infang^punft  gel^t. 

S)ie  jeid^nerifd^e  ^arfteHung  ber  ©leid^ungen  liefert  ferner 
ein  anfd^aulid^e^  Silb  ber  gegenfeitigen  Slbl^ängigfeit  ber  Un- 
belannten.  3n  gigur  31  fteigt  bie  ®erabe  AE  nad^  red^t^ 
unb  man  fie^t  beutlid^,  tt)ie  bag  SBad^fen  ber  Slbfciffe  x  aud^ 
ein  ^unti^mtn  ber  Drbinaten  jur  golge  l^at.  SJBenn  bagegen 
bie  ®erabe  nad^  red^ti^  faßt,  fo  nel^men  bie  Slbfciffen  ju, 
toäl^renb  bie  juge^örigen  Drbinaten  Keiner  »erben.  Steigt  bie 
Sinie  nad^  linfö,  fo  nel^men  bie  Slbfciffen  ab,  toäl^renb  bie  Drbi« 
naten  tuad^fen,  unb  fällt  bie  ®erabe  nad^  linfö,  fo  nehmen  bie 
Äoorbinaten  ab*),  tt)ie  bie  Sinie  EG  (gig.  31)  anfd^aulid^  jeigt. 


0  3)er  Semenbe  bergegentodrtige  fid^  \^zxi  gnl^alt  t)on  §  32. 


/_ 
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§  99.    SRetloben.  jut  «nfliifttitg  eines  Sl|#ewS  rinfa^ef 

®Irii|tingett. 

S)q8  äSerfa^ren,  ein  ©teid^ung^f Aftern  mit  n  UnBelattnteit 
Qufiutöfen,  Befielet  barin,  bai  man  brxxö)  SSerbinbung  ber 
gegebenen  ©leid^ungen  nad^  unb  nad^  bie  einjelnen  Unbelannten 
befeitigt,  bii^  nton  fd^Kepd^  eine  ®Ieid&ung  mit  nur  einer 
Unbelannten  erl^ält.  ^iefe  ®Ieid^ung  toirb  alsbann  nad^  bett 
für  bie  ®Ieid^ungen  mit  einer  Unbelannten  gegebenen  Siegeln 
aufgetöft.  @ine  Unbefannte  au8  einem  @9ftem  tfegfd^offen^ 
l^eifet  biejelbe  eliminieren*),  unb  bie  (Snbgleid^ung,  in  tueld^er 
burd^  (Slimination  nur  eine  unbefannte  ^rö^e  öorfommt,  wirb 
ffiliminationSgletd^ung  genannt.  3)ie  Slimination  ber  Un* 
befannten  lä^t  pd^  burd^  öerjd^iebene  9Wetl^oben  erreid&en,  toeld^e 
man  ©limination^metl^oben  nennt.  ®a  ba«  SBerfal^ren  bei 
©leid^ungSf^ftemen  mit  mel^r  afe  jtoei  Unbelannten  nur  mehrere 
2RaIe  angetoenbet  toirb,  fo  jeigen  toir  bie  öerjd^tebenen  SRetl^oben 
ber  Sluflöfung  an  einem  Softem  au8  jtt)ei  einfad^en  ©leid^ungen. 

I.    ©ije  glbMtfmt«-  unfer  ^txbfvakiion»'  (jenölifdrie) 

2Äan  bringe  bai^  gegebene  ®Ieid^ung8f^ftcm  junäd^ft  auf 

bie  SRormalform: 

f  aa?  +  hy  ^*=  c 

faß«  e«  in  biejer  gorm  nid^t  bereit!^  erfd^etnt.    S)a8  einfad^fte 
unb  l^äufig  öorlommenbe  ©^ftem  ift: 

< 

äuflöfung.  Um  ben  S33ert  für  x  ju  finben,  abbiere 
man  bie  beiben  ©leid^ungen,  fo  entfielet: 

2a;  =  a  +  & ;    folgltd^    x  =  ^(a  +  6). 

*)  5Ra(^  @ulcr  (1707  —  1783)  auS  »afcl,  SWat^ematüer  in 
©t.  $etcr«burg. 
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@u6tra]^tert  bie  streite  ©letd^ung  t)on  ber  etften,  \o  erl^&It  man: 

2y  -=  a  —  6 ;    mitlitt    y  —  ^(a  —  6). 

S)icfc  SBcrtc  bcr  Unbcfanntcn  finb  für  btc  Äuftöfung  bcr 
quabratifd^en  ©teid^ungen  mit  jtoei  unBelannten  ®rö|en  toofjil 
}tt  merfen.  9She  lauten  bie  gegebenen  ©leid^ungen  unb  bie 
©rgebniffe  in  ber  SBortfprad^e?  ®inb  bie  ftoeffijienten  öon 
X  unb  y  in  ber  einen  ®(eicl^ung  ben  f^altoren  t)on  y  unb  x 
ber  anbem  gteic^,  fo  fann  man  ba^  ©Aftern  auf  bag  öor- 
fte^enbe  jurüdfül^ren,  j.  35.: 

©egcben:  fl2a:+    7y  =  69 

1  7a:  +  12y  =  64. 

S)ur(§  Äbbition  beiber  ®Ieid^ungen  entfielet: 

19(a?  +  y)  — 133,    aljo    x  +  y  =  l. 

Sie  ©ubtraftion  ber  ©leid^ungen  liefert: 

b(x  —  y)  =  5 ,    mitl^in    a;  —  y  =  1 . 

S)urd^  eine  jtoedEmä^ige  SSerbinbung  mand^er  ©^fteme  fann 
man  bie  ©umme  ober  bie  ©ifferenj  ber  Unbelannten  ableiten, 
j.  85.: 


1)  87aj  +  45y  =  480' 

2)  79a;  +  53y  =  448. 

©ubtral^iert  giebt: 

8(a;  — y)  =  32 

a?  —  y  =  4. 

S)iefe  Oleid^ung  mit  45  mul- 
tipttjicrt  unb  bie  erl^altene 
Oleid^ung  ju  1)  abbiert,  liefert: 

34a?=170;  a?=5u.  f-». 


1)  95a;  +  81y  =  433 

2)  46a;  +  39y  =  209 

S)ie  2)  (Steigung  mit  2  multi:: 
plijiert  unb  bie  neue  ®Ieid^ung 
öon  1)  fubtral^iert,  liefert: 

^{x  +  y)  =  15;     x  +  y  =  5. 

ai'JuItipIijiert  man  le^tere 
Oleid^ung  mit  39  unb  fub^ 
trainiert  bie  neue  ©leid^ung 
öon  2),  fo  entfielet: 

7a;=14;    a:  =  2  u.  j.  tt). 

S)a^  allgemeine  SSerfal^ren,  ein  auf  bie  9lormaIform  ge* 
brachte»  ©^ftem  aufjutöfen,  beftel^t  barin,  ba|  man  junäd^ft 
bie  Äoeffijienten  ber  ju  eliminierenben  Unbelannten 
gleid^  gro|  mad^t,  unb  bie  neuen  ©leid^ungen  burd^  $lbbition 


=    98  1 
=  290.1 
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ober  ©ubtraltiott  öcrbtnbct,  jic  nad^bcm  bic  Äocfjtjtcntctt  cnt= 
gegengefe^te  ober  gletd^e  SSorjetd^en  l^aben.  Soburd^  entfiel^ 
eine  (StimtnationSgletd^ung,  bereu  Sluflöjung  belonnt  ifi.  Um 
bei  Vorbereitung  ber  ©limination  mit  bm  fleinften  ^affien  ju 
red^nen,  multiplijiere  man  bie  gegebenen  ®Ieic^ungen  mit  fold^en 
gaftoren,  ba§  bie  fortjufc^affenben  Unbefannten  bo8  Ileinfte 
gemeinfd^aftüd^e  SJielfac^e  (§  66)  afe  Äoeffijienten  erl^oöen. 
3n  befonberen  gälten  ift  e8  jtt)edEmä|ig,  eine  gegebene  ©leid^ung 
burd^  einen  beftimmten  ^Jaftor  ju  biöibieren. 

SSeifpiel.    ®egeben  fei  bag  ©Aftern: 

1)  17a:  -  36y  = 

2)  lla;  +  90y 

Sluflöjung.  S)ag  fleinfte  SSielfad^e  ber  Äoefpäienten  36 
unb  90  ift  4  .  5  .  9  =  180.  SWuItipIijiert  man  ®Ieid&ung  1) 
mit  5,  bie  jtt)eite  mit  2  unb  abbiert  bie  erl^altenen  Oleid^ungen, 
fo  entfielet: 

107  a;  =  1070 ;    folglid^    a:  =  10 . 

Um  X  JU  eliminieren,  muItipKjtere  man  bie  erfte  ©I^id^ung  mit 
11,  bie  jttjeite  mit  17  unb  fubtral^iere  bie  neuen  ©leid^ungen, 
fo  ergiebt  fid^: 

1926f/  =  3852;    alfo    y  =  2. 

Wbgettttjte  HuflSfuitg.  S)ie  Söfung  t)on  @^ftemen  (be- 
fonber^  mit  2  Unbefannten),  »eld^e  feine  großen  ßal^Ien  cnt* 
l^alten,  fann  baburd^  »efentlic^  abgefürjt  ttjerben,  ba%  man  nid^t 
fämtlid^e  Umformungen  unb  SBerbinbungen  ber  ©leic^ungen  an- 
fd^reibt,  fonbern  bie  9led^enarbeiten  ganj  ober  jum  Xeil  int 
Äopfe  ausführt. 

SBeifpiel.    begeben: 

1)  9ÄJ  +  7y  =  lll 

2)  6a?  -  5y=    45. 

ßetfal^ten:  2Äan  fefee  bie  gaftorcn,  mit  »eld^en  bie 
Oleid^ungen  jur  gortfd^affung  ber  Unbefannten  y  multiplijiert 
toerben  muffen,  red^tg  neben  bie  ©leid^ungen.    3)a  y  fortfällt. 
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fo  lommt  biefe  ®xb%t  jur  SSered^nung  bt^  SSetteS  t)on  2;  ntd^t 
inBctrad^  Den  SBert  bcr  Unbcfanntcn  fd^rcibc  man  in  Stucks 
form  fofort  l^in,  S)cr  Q&^Ux  bc8  Srud^cg  bcftc^t  ouS  bcn 
^obultctt  ber  Qoijllexi  auf  bcr  redeten  ©citc  bcr  ©leic^ungen, 
ber  9lcttttcr  cntl^ält  bic  5ßrobuftc  au«  ben  ftocffijtcnten  öon  x 
rmh  bcn  cntfprcd^cnben  gaftorcn.  S)ag  ©c^cma  bcr  äufWfung 
fielet  fo  aud:  y 

=  111  T 


a; 


1)  9x+ly^ 

2)  6a;  —  5y  =    45 

-  5  •  111  +  7  •  45 970 

"^     6.9  +  7.6  97 


=  10. 


Um  a;  ju  cümimcrcn,  lann  man  ©tcic^ung  1)  mit  2^ 
©leid^ung  2)  mit  3  multiplijiercn  unb  l^ierauf  bic  entftanbcnen 
©Icic^ungcn  fubtral^ieren.  Der  ©Icid^förmigfeit  beg  SJcrfal^ren« 
»egen  cntpficl^It  ti  \\6),  bic  galtoren  jo  ju  ttjäl^len,  bafe  fteti^ 
eine  Slbbition  bcr  ©leid^ungen  jur  (Slimination  ber  Un= 
Belannten  filiert.  Dal^cr  multiptijiere  man  bie  erfte  ©leid^ung 
mit  2,  bie  jttjcite  mit  (—3)  unb  abbiere  bie  neuen  ©leid^ungcn. 
©0  crgiebt  fid^  folgcnbc  DarftcHung: 


X 


1)  9a;  +  7y  =  lll|       2 

2)  6a;  — 5y=   45|  — 3 


222  —  136  87  „ 

y~    14+15    ~  29  ""  ^* 

S)a8  öoUftänbige  abgelttrjtc  SSerfal^rcn  für  bie  Sluftöjung 
cincS  ©^ftem«  mit  jtt)ei  Unbcfanntcn  ift  aug  fotgenbem  ©d^ema 


erftd^tlic^: 


1)  20a;  +  9y  —  136 

2)  15a;  — 4y=  59 


y 


4 
9 


X 


3 

—  4 


4  .  136  +  9  .  69 1076 k 

^~        80  +  136    ~"  216  ~ 


y  = 


3  .  186  —  4  .  69  _  172 
27  +  16    ~~  43 


=  4. 
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begeben  fei  bai  t)orige  ©Aftern.  fOlan  löfe  eine  ©leid^ung 
nad^  einer  Unbefannten  auf  unb  fefee  ober  fubftituiere  ben  er» 
l^altenen  ÄuJbrud*)  an  ©teile  biefer  Unbefannten  in  bie  anbere 
®Ieid^ung,  tüdhwcä)  biefe  fid^  in  eine  SUntinotionSgleid^ung  t>tt^ 
toanbelt.    @o  folgt  j.  83.  au§  ©leid^ung  1): 

16a;  —  69 

y- 4 — 

S)iefen  SBert  ftatt  y  in  2)  eingefe^t,  liefert: 

20a; +  9.^5^^:^  =  136. 
^ieraug  x  beftimmt,  liefert  x  =  5  unb  bal^er  ift: 

75  —  69         . 

y  =  — 4 —  =  4. 

S)iefe  ©liminationSmet^obe  fül^rt  faft  burd^gängig  auf 
©leic^ungen,  in  toeld^en  Quotienten  öorfommen,  unb  bal^er  ift 
il^re  Äntoenbung  namentlid^  bei  ®Ieid^ung^f^ftemen  mit  mel^r 
ate  jttjei  Unbefannten  mit  umftänblic^en  9led^nungen  t)erfnüpft. 
S3ei  aSenufeung  biefer  SSerfal^runggart  »irb  man  ben  SBert 
berjenigen  Unbefannten  au«  einer  ®Ieid^ung  mixoidtln,  »eld^e 
ben  einfad^ften  Slui^brudE  liefert  unb  ben  fleinften  Äoeffijienten 
l^at.  S)ie  ©ubftitution^met^obe  finbet  am  meiften  Slntoenbung 
jur  5luflöfung  einei^  ©^ftemi^,  in  toeld^em  bie  eine  t)om  erften 
unb  bie  anbere  öom  jroeiten  Orabe  ift. 

III.  S^ije  &lHdiX^MwtB»'  jorbjer  ^0tnpavaH0n0'nti^iij0he, 

@8  fei  toieber  bai  lefete  Softem  gegeben.  Soft  man  j[ebe 
ber  vorgelegten  Oteid^ungen  nad^  einer  unb  berfelben  Un* 
befannten,  j.  83.  nad^  x  auf,  fo  erl^ält  man 

^    .V  136  —  92/  ^        ^    c%\  69  +  4t/ 

^,  auj^  1)    x  =  — 2^     unb  au§  2)     a;  =  — ^^. 
feefeen^'töir  biefe  SluSbrüdEe  für  x  naä)  bem  3)  ®runbfa|e, 

*)  ^a6^  bem  ©runbgeje&c:  SJlan  barf  ©letd^c^  für  ©Icic^c* 
fefen  ((Sinlcitunö  13,  3). 
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©nieitung  13)  einanbcr  glcid^,  jo  entfielet  bic  ©Kmtnation^- 
gleic^ung  in  y: 

59  +  4y         186  —  9y  ä»         a  ^ 

S)rüdt  man  cm%  beiben  ®(eid^ungen  bte  SBerte  für  y  auiS  unb 
t)erbinbet  Ie|tere  bnrd^  bai^  ©leid^^eit^ieid^en;  fo  l^at  man: 

16a?  —  59 136  —  20  a?  ^ 

4        ~         9        5        a;  =  ö. 

3)ag  üorftcl^cnbe  SScrfa^ren  jur  ®limtnation  einer  Un- 
belannten  beftel^t  barin,  ba|  man  jämtUd^e  ©leid^ungen  beS 
gegebenen  ©^ftemg  inbejng  auf  biefelbe  Unbefannte  auftöft 
unb  bie  erl^altenen  Slu^brüde  alg  gteid^e  SBerte  berjetben  ©röfee 
einanber  gleid^  fefet,  ttjoburd^  man  eine  ©timination^gleid^ung 
für  bie  in  ben  Stu^brüden  enthaltene  Unbefannte  erhält.  I)ieje 
SluftöjungSart  toirb  ©leic^fe^ung^*  ober  Äomparationg= 
metl^obe  genannt.  S)er  Il^eorie  nac^  fel^r  einfad^,  fü^rt  biefe 
SRetl^obe  in  ber  praftifd^en  Slnttjenbung,  befonberS  bei  Sluf? 
löfung  öon  Oleid^ung^f^ftemen  mit  mel^r  al^  jttjei  Unbelannten, 
auf  weitläufige  iRec^nungen. 

IV.    S^te  £ttjettr<yi>rje  htv  unbrjepimtnten  itajeffiflenfjen* 

3n  ber  Sllgebra  pflegt  man  l^öufig  eine  allgemeine  ßö^I- 
grö|e,  bereu  SSert  öortäufig  nod^  unbeftimmt  ift,  in  bie 
ated^nung  einjufül^ren  unb  mit  berfelben  fo  ju  operieren,  ba§ 
fie  toeiterl^in  einen  beftimmten  SBert  erl^ält.  SÄit  ^ilfe  bei^ 
lefeteren  toerben  bann  bie  SBerte  anberer  Unbelannten  beftimmt, 
tt)c8]^alb  bie  eingeführten  ®röfeen  93eftimmungj^s  ober  ^ilfS' 
grölen  genannt  toerben.  Sine  folc^e  ^ilf^grö^e  toirb  bei  ber 
folgenben  äßetl^obe  angewenbet,  um  bie  Unbelannten  ju  eti= 
minieren. 

®egeben  fei  baS  Softem: 

1)  ax  -^-hy  =  c 

2)  a^x  +  h^y  =  c^. 

Sluflöfung.  SKuItipIijiert  man  ©leid^ung  1)  mit  ber 
öorlöufig  nod^  unbeftimmten  (fpäter  ju  beftimmenben)  $ilf8- 

®c|üIUt,  arit^tnetit  21 
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gröftc  m,  abbicrt  ju  (fuBtra^icrt  t)on)  bcr  neuen  ®Ieid^ung  bie 
jtt)eite  unb  je^t  bie  Äoeffijtenten  t)on  a;  unb  y  in  Ätammem, 
fo  entfielt  bie  fogenannte  3tefoIt)ente*): 

3)     (Pi  +  öw)a?  +  (61  +  bfn)y  =  cm  +  Ci . 

3)ieje  ©letd^ung  l^at  ben  Sorjug,  ba§  man  aus  berfclben 
fottjol^l  a?  als  y  \0QUxä)  tt)egfd^affen  lann.  ©oH  y  etiminiert 
werben,  fo  fefee  man  ben  Äoeffijienten  biefer  Unbefannten  gleid^ 
9luII,  ba  ein  5ßrobu!t  ju  SRuH  toirb,  »enn  ein  gaftor  beSfetten 
ben  SBert  3t\tü  l^at  (§  40,  2).    S)ann  bleibt: 

^)     (^1  +  öw)a;  =  cm  +  Cj . 
SluS  ber  aSeftimmungSgleid^ung: 

6m +  61  =  0    folgt    m=~|^- 

@e|t  man  biejen  SBert  ftatt  m  in  ©leid^ung  4),  fo  öemanbelt 
fid^  biejelbe  in  bie  ©liminationSgleid^ung: 

5)    {abi  —  aib)x  =  ft^c  —  bc^ . 

Um  bie  Unbefannte  x  aus  ®Ieid^ung  3)  ju  eliminieren,  fe^e 
man  ben  Äoeffijienten  öon  x  gteid^  9luII,  fo  bleibt  bie  ©leid^ung: 

6)     (61  +  bm)y  =  c^-^  cm, 
9lun  ergiebt  fid^  aus  ber  SBebingungSgteid^ung: 

am  +  «1  =  0,        m^ ^• 

SJiefen  SBert  an  ©teile  t)on  m  in  ©leid^ung  6)  gefegt,  liefert 
bie  (SliminationSgteid^ung  in  y: 

7)  (a6i  —  öi6)y  =  CLC^  —  «iC. 
Diefe  äßet^obe  xoxxt  nad^  bem  SWamen  il^reS  ©rfinberS, 
eines  franjöfifd^en  2Äatl^ematiferS,  SBejout'fd^e**)  ober  fc^Iec^t^: 
ttjeg  franjöfifd^e  SÄetl^obe  genannt.  Sei  Sluflöjung  eines 
©^ftemS  öon  brei  ©leii^ungen  l^at  man  jttjei  berfelben  mit 
^ilfSgröfeen  m  unb  w  ju  multipüsieren  unb  bie  erl^altenen 
©leic^ungen  unb  bie  britte  ju  obbieren.***)    Um  aus  biefer 

*)  ^iefe  ^e5ei(^nung  ift  t)on  @uler  in  bie  Algebra  eingefill^tt  toorben. 
**)  »ö50Ut  ]§at  bieje  SWetl^obc  1760  öcröffcntlitä^t. 
***)  9Ran  lann  Vit  britte  ©leid^ung  auc^  t)on  ber  (Bumme  ber  anbern 
Gleichungen  fubtral^ieren. 
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neuen  ©(eid^ung  mit  einem  SRale  itoei  UnBefannten  ju  e(i« 
minieren,  fe^e  man  il^re  ftoeffisienten  gleid^  yinü  unb  ermittele 
au^  biefen  SSebingungSgleid^ungen  bie  SSerte  für  m  unb  n. 
©e|t  man  biefe  für  bie  ^ilf^gröfeen  in  bie  Sflefotöente,  fo  ge^t 
le^tere  in  bie  (Sliminationdgleid^ung  ber  britten  Unbef annten  über. 
SSeld^ed  SSerfal^ren  t)on  ben  erläuterten  (SKminatioiti^^ 
met^oben  am  fd^neUften  jum  ßiele  fül^rt,  bleibt  in  iebem  ein- 
ietnen  gaUe  bem  Urteile  be^  3ted^ner8  überiaffen.  3n  ber 
^raji8  entttrirfelt  man  bie  SBerte  ber  Unbefatinten  einei^  S^- 
ftemg  feiten  nad^  einer  2Äet^obe,  foitbem  man  benu|t  eine 
iioedmö^ige  SSerbinbung  berfelben  unb  t)erh)enbet  aud^  ben 
gefunbenen  SBert  einer  Unbefannten  jur  SBerec^nung  ber  anbern. 
Kommen  in  einem  ©^ftem  mit  mel^r  afe  bret  Unbefannten  nid^t 
alle  in  jieber  Oleid^ung  öor,  fo  eUmimert  man  jmedfmäfetg  bie 
Unbelannte  juerft,  meiere  in  gering ft er  Slnjal^l  üorl^anben 
ifL  ©rfd^einen  in  jeber  ©leic^ung  alle  Unbefannten,  fo  fc^affe 
man  juerft  bie  Unbefannte  mit  ben  ftetnften  Äoeffijienten 
fort  ^em  Semenben  ift  jel^r  ju  empfehlen,  ba§  er  fid^  bie 
fürjefte  unb  öortetl^aftefte  SBel^anblung  getoiffer  pufig  öor- 
fommenber  ®(eic^ung§j^fteme  tool^I  merft. 

1)  SBetfpiel.    begeben: 

1)  x  +  y  =  a 

2)  y  +  0  =  b 

3)  X  +  z  =  c. 

Sluflöfung.    Slbbiert  man  biefe  ©leid^ungen  unb  biöibiert 
bie  neue  Oleid^ung  burd^  2,  fo  entftel^t: 

4)    x  +  y  +  0  =  ^(a  +  b  +  c). 
|>iert)on  bie  gegebenen  (Sleid^ungen   nad^einanber  fubtral^iert, 

liefert: 

x  =  i(a  +  c  —  b),        y  =  U^  +  b  —  c) 

unb  0  =  ^Q}  +  c  —  a). 

2)  (Sinige  ®Ieid^ung8f^fteme  führen  auf  ®Ieid^ungen  Pieren 

21* 
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&xabt^,  tpenn  bie  äSrüd^e  au8  benfelBen  fortgejd^afft  tperben. 
©0  j.  83.  erplt  jiebe  Olcid^ung  be«  ©tiftem^: 

X    ^    y  * 

-  +  -  =  *, 

m    .    n        j 
\x    *    e  ^, 

burc^  biefe  SBcränberung  bic  gorm: 

-4a;  +  By  =  Cxy , 

unb  jold^c  ©leid^ungen  gel^örcn  na6)  ber  ©rflärung  in  §  97 
Wegen  be^  ®tiebe8  Cxy  nid^t  ju  jenen  öom  erften  ®rabe. 
Um  bieje  gorm  ju  üermeiben,  beftimme  man  junäd^ft  ntd^t 
bic  Unbefannten  felbft,  fonbem  il^re  umgetel^rten  SBerte. 
gül^rt  man  nämttc^  neue  Unbefannten  ein  unb  fe|t  etttJa: 

1  1  1 

X  y        '     z         ' 

fo  ge^t  ba§  gegebene  Softem  nad^  ©ubftitution  biejer  (Stößen 
in  folgenbeg  über: 

a  •  w  +  6  •  v  =  Ä^ 

c  '  V  -^  d '  w  =  h., 
m  '  u  -}-  n  '  V  =  Äg 

§teraug  beftimme  man  nac^  einer  Stuflöjunggart  bie  ©röfeen 
u,  V,  w  unb  mit  ^ilfe  ber  ©rgebniffe  bie  SBerte  für  bie  Un- 
befannten Xf  y  unb  z. 

3)  aSeifpiel.    ®egeben: 
aj  +  y 


}  • 


1) 


2) 


=  6,        3) 


=  c. 


X  +  z      ^'        ^^    y  +  z 

Sluflöjung.    Sluj^  ben  gegebenen  ©leid^ungen  folgt: 

xy  =  a{x  +  y),        xz  =  'b{x  +  z),        y^  =  c{y  +  z). 

Sebe   Oleic^ung   burc^    bai^   ®lieb    auf    il^rer    linfen   Seite 
bit)ibiert,  liefert: 

1— e+i).  i-»a+i).  •-4+.-)- 

§ierburd^  ift  bie  Slufgabe  auf  bie  öorige  jurüdgefü^ri 
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4)  SBcijpieL    ©egeben: 

xy  =  ax  '\-hy 

yg  =  cy  -^  dz 

xz  «=  wa:+  nz.*) 

Anleitung  jur  Sluflöfung.  ©iötbiert  man  jebe  Oleid^ung 
burd^  bai^  ®tteb  auf  il^rer  linfen  Seite,  fo  entftel^t  ba«  belannte 
Softem: 


['+--1 

a?    '    y 

< 

1  +  ^-1 

• 

5)  3n  ä^nltc^er  SBf 
SU  bel^anbeln: 

jife  ttjie  öor^in  ift  ^a%  folgcnbe  ©Aftern 

ax-\'a^y          ^ 

< 

xz               , 

&a;  +  \z~^^ 

y^      ^^ 

Uy  +  Ci£f         ^' 

§  100.    «tgettttjte  eSfung  linearer  ®Ieii^ung8f9{leme 
mittels  eines  quabratifi^en  Si^emaS. 

a)  ©leic^ungen  mit  jtoei  Unbefannten. 
SSenn  man  baiS  ®(eicl^ungi^f^ftem 

a^x  +  \y  =  Ci 

< 

a^x  +  h^y  =  c^ 

mittetö  ber  äbbttion^s  unb  ©ubtraftionSmetl^obe  auflöft,  fo  mu| 
man,  um  eine  ©Kminattouj^gleic^ung  in  x  ju  erl^atten,  bie  erfte 
©leic^ung  mit  h^,  bie  jioeite  mit  \  multiplijieren  unb  bie  er^ 
l^attenen  ®Ieid^ungen  fubtral^ieren,  tt^oburd^  man 


*)  3)iefe8  Softem  totrb  autä^  burd^  bie  SBerte: 
0?  =a  0,     y  =*  0     unb     2?  =  0 


Befriebigt. 
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erhält    3)tt)ibiert  man  bicfc  ©Icid^ung  burd^  bcn  Äocfftjicntcn 
t)on  X,  \o  entfielet: 


X  = 


ai&j  —  Ojfti 


SBieberl^oIt  man  biefe^  ®Iim{nation8t)erfal^ren,  um  ben  SBert 
für  y  ju  ermitteln,  fo  ergiebt  fid^: 

Ol  5,  —  Oj  &i 

35ie  @nttt)idelung  jeber  Unbefannten  erforberte  jtoei  SRutti- 
pttfationen,  eine  ©ubtraftion  unb  eine  35it)ifion*  S)a|  bie 
SRed^enarbeiten,  toeld^e  bie  aHmäl^Ud^e  ©limination  erforbert,  fid^ 
bei  Äuflöjung  eine«  ©^ftem^  mit  brei  Unbefannten  erl^ebtic^ 
umfangreicher  ci^  öorl^in  geftalten,  leuchtet  fofort  ein.  S)a  bei 
SBeftimmung  bc^  SBertei^  öon  n  Unbefannten  aui^  n  linearen 
Oleid^ungen  biefe  geiftlojen,  med^anifd^en,  ermitbenben  unb  jeit- 
raubenben  SRed^enarbeiten  toieberfel^ren,  fo  liegt  bie  grage  na(^ 
einer  ÄuftöjungSmetl^obe  nal^e,  burd^  ttjeld^e  bie  Operationen 
»efentlid^  abgefürjt  werben. 

aSetrac^tet  man  bie  Sitbung  ber  öorl^in  gefunbenen  aU- 
gemeinen  SBerte  (gormetn)  ber  Unbefannten,  fo  ergeben  fic^ 
folgenbe  SBal^rl^eiten: 

1)  bie  äugbrttdEe  ber  Unbefannten  erfd^einen  in  gorm  üon 
93rüd^en,  »eld^e  benfetben  Slenner  l^aben; 

2)  Saldier  unb  SRenner  biefer  Srüd^e  beftel^en  aui^  jtt)ei 
Oliebem,  tjon  tt)eld^en  ba§  erfte  pofitiö,  bai^  jtoeite  negatiö  ift; 

3)  bag  erfte  pofitioe  $ßrobuft  be^  gemeinfd^afttid^en  $Renner§ 
ift  aui^  bem  Äoeffijienten  t)on  x  ber  erften  ®Ieid^ung  unb  bem 
gaftor  t)on  y  in  ber  jttjeiten  Oleid^ung  gebilbet.  3n  ä^ntic^er 
SJBeife  ift  ba8  jttjeite  negative  ®Ueb  ba8  ?ßrobuft  aug  bem 
Äoeffijienten  öon  y  in  ber  erften  unb  bem  Äoeffijienten  öon  x 
in  ber  jttjeiten  ®teid^ung. 

SBie  bie  Äreuje  in  nad^ftel^enber  ©arfteHung  anbeuten,  l^ätte 
man  nac^  Äenntni«  biefei^  93ilbung8gefefeeg  ben  9lenner  fofort 
l^infd^reiben  fönnen: 


§  100.    «[dgetür^te  Söfung  liiteater  (Sleid^ung^fi^eiite  ic.      327 


a^x  +  b^y 

')   X 


ober  2) 


'2 


a. 


6i 


feg. 
+ 


4)  Stuf  äl^ttfid^c  SBcifc  toie  bcr  Slcnncr  ift  oud^  bcr  3^^^^ 
be$  äBertei^  für  iebe  Unbelannie  aud  ben  S3elannten  q,  c,  unb 
bcn  Äocffijicntcn  ber  anbem  Unbclanntcn  gcbitbct.  SRan  erl^ält 
ben  S^f)Ux  etne^  äSrud^eS  au8  feinem  Slenner,  inbem  man  bie 
Soeffijienten  ber  gefud^ten  Unbelanntctt  burd^  bie  Äbfolutglieber 
c^  unb  c^  erfe^t.  ^iemad^  ergiebt  ftd^  alfo  ani  bem  ©d^ema 
unter  2)  für  bie  Unbelannte  x  ber  3ö^I^* 

bw  i.    feg^i  "^  i^i^sJ 


für  y  ber  Q&i)Ux: 


'2 


\, 


\ 


b.  i.    01^2  —  d^Ci 


«2  Cg 

SBejeid^net  man  bie  SBitbung  ber  ?ßrobufte  in  ben  quabra- 
tifd^en  Schemata  für  bie  S^^^er  unb  SWenner  ber  gormein  für 
X  unb  y  baburd^,  ba^  man  jiebeg  @d^ema  burd^  itoei  fenltecl)te 
©trid^e  einfd^tiefet,  fo  ift: 


1)    x  = 


Cl 

"i 

«1 

ci 

c« 

h 

-;        2) 

y  =  - 

o, 

Ci 

a, 

h 

«1 

h 

«8 

h 

«8 

h 

SÄit  93enu|ung  biefer  f^mboftfd^en  ©arfteHungen  fönnen 
toir  bie  SJBerte  ber  Unbefannten  aug  einem  Softem,  in  toeld^em 
iebe  ©leid^ung  bie  SWormatform  ax-j-hy  =  c  erfüllt,  ol^ne 
^toifd^enred^nung,  fofort  l^infd^reiben. 

1)  aSeifpiel.    ®egeben: 

lx  +  5y  =  31 

4x  +  3y  =  18. 
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Stuflöfung. 


X 


y 


31 

5 

18 

3 

93  —  90 

7 

5 

21  —  20 

1 

4 

3 

7 

31 

4 

18 

126  —  124 

3; 


=  2. 


2)  SBetfpiel.    ©egefien: 


[dx  — 
\bx- 


lly  =  44 
7y  =  20. 


Sluflöfung. 


X 


44 

—  11 

20 

7 

9 

-11 

5 

7 

—  808  +  -220  


—    63  +    55 


=  11; 


y  = 


9 
5 


44 
20 


—  8 


180  —  220 


=  5 


SCnmcttung.  ÄuS  btefen  33etfpiclen  bürfte  cn^cUcn,  bag  bie  Sluf« 
löfung  eines  ©leid^ungdMtemd  mit^ilfebeS  ^^quabratifd^en  (Schemas'' 
im  allgemeinen  groge  Vorteile  bot  ben  anbem  (SUminationSmetl^oben  bietet. 
2)a  bet  92enner  bet  8rud^tt)erte  unbetänberlid^  ift,  fo  brandet  man  ben- 
felben  nur  einmal  an^ufd^reiben  unb  5U  beted^nen.  93ei  einiger  ttbung 
lann  ber  dted^ner  bie  ^atfteQung  beS  @(^emad  nnterloffen  unb  aus  bem 
gegebenen  @Qftem  bie  (Srgebniffe  {ofort  in  93rud^form  l^infd^reiben.  ^utc^ 
biefe  SCblütjung  tt)irb  im  ^etgleid^  mit  bet  t)oIlfi&nbig  audgefül^rten 
9[bbitiond^  unb  @ubtta!tioni9metl^obe  \iaf>  ^nfd^teiben  t)on  25  gal^I^eid^en 
etfpatt. 


SBenn  bet  SBett  beS  ©d^emaiS 


«8      ^ 


gleid^  9ht0  ift,  fo  mug 


1. 
^  =  -T^  fein,  in  biefem  galle  pnb  bie  SBette  füt  x  unb  y  unenbttd^  gtoj, 


a 


b.  1^.  baS  @#em  lann  butd^  enblid^e  gol^Ientoette  nid^t  beftiebtgt  toetben. 
@inb  gleichseitig  aud^  bie  ©d^emata  bet  gft^kt  bet  ^nU  gleid^,  ift  alfo 
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ft        fk        g» 
h\  —  c,6i  —  0  Tinb  fli c,  —  OjCj  «=  0,  fo  muft  ftets  -*  «-  -i  —  -L 

a,         0,         c, 

feilt;  unb  iebe  Unbefamtte  l^at  ben  SBert  -  (§  40).    Kisbann  pnb  bie  ge^ 


0 
fieBenen  ^leid^uitgen  ab^ftngig  t^oneinonber,  ieber  Unbetannten  genügt 
ein  beliebiger  Z^^jitxmtxi ,  aber  leiner  t)on  i^nen  liefert  eine  ^ufldfung 
beg  S^jlem«  (§  97). 

b)  ®(eic^ungen  mit  btei  Unbefannten. 
fiöft  man  bai^  ©leic^ungdf^ftem 

auf,  fo  etl^&(t  man: 

Scjcic^ncn  loir  ben  Slennet  biefcS  SBmc^ei^  jut  ftütje  mit 
R*l  fo  ift: 

2;     y  = ^ 

ö)  Z j 

3)ic  SBctte  ber  Unbefannten  ctfc^einen  auc^  l^iet  in  Stücken 
mit  gemeinfd^aftlid^em  Slenncr.  ®ine  aufmct!fame  SBe- 
trac^tung  jeigt,  bag  bcr  Saldier  eineg  jeben  S3ruc^e§  aui^  feinem 
Slenner  l^eröorgej^t,  »enn  man  on  ©teile  ber  Äoeffijienten  ber 
gefud^ten  Unbelannten  bie  Sbjolutgtteber  d^,  d^  unb  d^  \t%i. 
3)ie  aug  ben  gormein  für  bie  Sluflöfung  einei^  ©^ftemS  mit 
2  Unbelannten  gefolgerten  SBal^rl^eiten  »erben  aljo  auc^  t)on 
ben  allgemeinen  SBerten  ber  Unbefannten  einei^  ©^ftemg  aui^ 
brei  ©leid^ungen  aui^gefproc^en. 

©teilen  »ir  ben  gemeinfd^aftlid^en  Slenner  obiger  SBrüc^e 
burc^  bag  unter  a)  eingefäl^rte  quabratifd^e  ©c^ema  bar  unb 
bejeid^nen  ben  SBert  beg  erfteren  burd^  B**),  fo  l^aben  n?ir: 

*)  Sagrange  benu|t  baS  dei(^en  ^. 
**)  SBie  üiele  Sled^nungen  unb  ©c^retbereien  üon  ©ud^ftaben  jur 
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4)     iJ  —  o, 


lt. 


I  *■     "• 


+  «•■ 


1  r   ■  I ».  «1 1  ■  '  I ».  «i  I 

fiiii^i  tonn  man  biefen  S^enner  bttic^  ein  quabrotifi^es  @i^ 
aus  iwn  fioefftäicnten  bet  Unbclannten  bcs  norflelesten  ®\afy 
ungSf9ftcmS  bejeic^nen,  nfimti(^: 


6)    S- 


6,    c. 


Um  ben  Sett  btefes  ©tfiemas  ju  berechnen,  tann  bic  formet 
untet  4)  benu|t  ueTben.    6o  ift  j.  S.: 
6    2    3 
S—    15    6 
24    8 


+  15 


+  24 


2     3 

18  +  90-72  —  0. 

3ur  f(|nellen  ))raftif(^en  StuSmertung  eines  quabtati{(^en  ^äjtmai 
aus  9  Bal)(grö6en  giebt  es  ein  einfaches  ffierfafiren,  roel(§es  bu«^ 
nai^fte^enbeS  @(^ema  neianf(^aulid|t  rcerben  foQ. 


B—    o. 


Sie  man  erfte^t,  finb  bem  nrFt]TüngIi(^en  @(^ema  rechts  bie 
beiben  ersten  SJertitaliet^en  beigefügt,  uns  bem  erhaltenen 
@[f|ema  finbet  man  bie  brei  pofitinen  ©lieber,  ipenn  man 

üalftnbung  biefei  Kette  nfoibeTlicti  finb,  bas  mbse  bei  Secnenbe  (elb(t 
beregnen. 


i  100.    9bgefflr|te  Sdftntg  Imearer  d^Iei^ungif^Peiiie  tc.      331 


Me  3^^IS^BB^^  ^^  ^^  9tic^tung  ber  S)tagonaIe  Don  a^  m6)  c^ 
foioie  bie  einer  jieben  ntit  biefer  ^raQel  laufenben  SMagonoIe 
jtt  ^robntten  t)erbinbet  S>te  ne9atit)en  ©lieber  ergeben  fid^, 
inbem  man  bie  Qü6)m  in  ber  S)iagonQlric^tnng  t)on  a^  nad^  c^ 
unb  bie  S^tllcii/  bie  in  jeber  ber  beiben  mit  biefer  SKc^tnng 
parallel  laufenben  ©eroben  liegen,  ju  ^robuften  Dereinigi 

3)a,  n)ie  bereiti^  oben  gefagt  n^orben  ift,  ber  ß^^ter  bei^ 
äBertei^  einer  jeben  Unbefannten  aui^  bem  9lenner  bei^  93rud^eiS 
l^ert)orgef)t,  inbem  man  an  ©teile  ber  Äoeffijienten  biejer  Un- 
6e!annten  bie  SlbfoIutgKeber  fe^t,  \o  mug  au^  ba^  quabratifd^e 
@d^ema  fär  bie  Q&yitx  wn  x,  y,  0  auS  obigem  @c^ema  bei^ 
SRennerÄ  entftel^en,  »enn  bie  Äoeffijienten  biefer  Unbelannten 
burd^  bie  93e!annten  d^,  d^  unb  d^  erfe^t  n^erben.  S>ie  aU^ 
gemeinen  tjormeln  ber  Unbelannten  !önnen  bal^er  lurj  in  fot 
gcnber  ©eife  bargefteHt  »erben: 


r  = 


rfl 

h      Cl 

d. 

6j    Cj 

d. 

*j    Cj 

R 


y 


Ol     dl 

<i 

a-f    d^ 

Cg 

«8     <^ 

Cs 

iJ 


e  == 


a, 

6. 

dl 

«2 

h 

d. 

«s 

\ 

d. 

R 


iRun  ftnb  tuit  imftanbe,  mit  $Ufe  beS  quabratifd^en  ©d^emaS 
aufi)  ©leid^ungSf^fteme  mit  brei  Unbefannten  unmittelbar  auf« 
julöfen: 

1)  S9eif^)ieL    ©egeben: 

f2a;  +  3y  — 5ä  — 7 
3a;  — 2y+    ie!  =  6  B  = 

x+    y  —  3e  =  2. 


7 
6 
2 


»  = 


3 
2 

15 


5 
1 
3 


»  = 


2 
3 
1 


■3; 

3 
—  2 

][ 

15 


2  3 
3—2 
1  1 

2  7 

3  6 
1     2 


—  5 

1 

-3 

-5 

1 

-3 


15. 


15 


2; 


7 
6 
2 
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2)  93eif))ieL    begeben: 
X  -\-      y  +      «  — •   5 
3x—    5y+    7«  «=.75 
9x-  ne+  10    =   0. 


B 


y= 


1 

3 
9 


X 

5 
75 
10 


196 


1 

7 

11 


1 

3    — 
9 


196 


=  —  5;    z= 


1  1 

5  7 

0*)— 11 


5 

1 

1 

75 

—  5 

7 

-  10 

0 

-11 

=  5; 


<=3l96. 


1 

1 

5 

3 

-5 

75 

9 

0 

-  10 

196 


=5. 


§  101.    8egti{f  einet  Setetminante ;  8e|r{a^e  üUx  i|te 

föertleflanUgleU. 

^vi  t)ortgen  $aragtap]^en  l^aBen  tuir  erfel^en,  bag  bie  ^enu|ung 
bet  quabratifd^en  @d^emata  für  bie  ^uflöfung  getmffer  linearer  ©leid^ungS« 
{t^fteme  erl^ebUd^en  SSorteil  getu&l^rt,  inbent  man  ol^ne  febe  3toif(^enred^nung 
bie  SBerte  bet  Unbefannten  barftellen  lann.  2)a  nun  gemiffe  (Sigenfd^aften 
biefer  ©d^emata  jur  ^uiStoertung  berfelben  eine  tuefentUd^e  ^Cblilrjung 
gemälzten;  unb  aud^  bie  Zi^toüt  jener  etgentümlid^en  f^mbolifd^en  ^CuS- 
brücfe  in  neuerer  geit  eine  l^erüorragenbe  ^ebeutung  erlangt  l^at,  fo 
erfc^eint   eS   angejetgt,    bie  Anfänge  biefer  klaffe  Don  ^u^brüd^en  ju 

erldutern. 

» 

a)  35c griffe.  äKan  nennt  ben  gentein jamen  Slenner  ber 
SStud^toettc  ber  Unbefannten  eines  linearen  (Sleid^unggf^ftemS, 
alfo  bie  burd^  bie  quabratijd^en  ©d^emata 

1)      "'    l'      unb    2)       a 


a 


2 


'2 


2 


a 


8 


'8 


02 


'*')  SBenn  in  einer  ©leid^ung  eine  Unbefannte  fel^It,  fo  Be^eid^net 
man  ben  ^oeffijienten  berfelben  mit  0.  Wtan  lönnte  bie  britte  ®Ieid^ung 
beS  ©t^ftemS  au^  fo  fd^reiben: 

9a;  +  0  .  y  —  lU  =  —  10. 
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bejeic^neten  algcbraifc^cn  ©umtncn:      1)    a^ft,  —  a^ft,     unb 

Vit  Sctcrminante  bicfcS  ©^ftcmg. 

@inc  S)ctcnninante  loitb  alfo  futj  bargcftcHt,  inbem  man 
4,  9,  16  •  •  •  w*  gegebene  3ol^Igtö|en  in  w  »agered^te  unb  in 
n  fenlred^te  Sieil^en,  in  gornt  eines  Duabrateg,  orbnet,  unb  bie 
3öt)Ien  burd^  jtoei  fenfrec^te  ©trid^e  einjdiliefet.    S)ie  in  beut 

©d^enta  jufamntengeftellten  3^ic^^n  fiei^en  @I erneute,  bie  »age- 
redeten  Sleil^en  tnerben  auc^  lurjttjeg  ^zxUn,  bie  fenf redeten 
Äolonnen  genannt,  ©in  Stentent,  ttjeld^eg  in  geraber  Sieil^e 
an  geraber  ©teile  ober  in  ungeraber  Sieil^e  an  ungeraber  ©teile 
fielet,  nennt  man  gerabe,  aQe  äbrigen  Elemente  finb  ungerabe. 
S)ie  einjelnen  $ßrobufte  ber  burc^  ba§  ©c^ema  bejeid^neten 
algebraifd^en  ©umme  l^ei^en  ©lieber  ber  2)eterminante.  Unter 
Determinante  eines  ©tiftemS  t)on  n*  ©lementen  t)erftel)t  man 
bie  algebraifc^e  ©umme  t)on  ^robu!ten,  bie  aus  ben  (Elementen 
nad^  folgenbem  ®ej[e|  gebilbet  finb:  SebeS  ^robuft  beftel)t  auS 
ttiJaftoren  unb  eS  barf  auS  jeber  3^^^  ^^^  Äotonne  nur  ein 
®temcnt  entfialten.  35ei  einem  ©d^ema  aus  4  (Srö^en  ift  baS 
©lieb  aus  ben  Elementen  in  ber  9iid^tung  ber  ^auptbiagonale, 
nfimlid^  baS  $ßrobu!t  a^h^  pofitit),  toäl^renb  baS  (Slieb  ber  SWeben* 
biagonale  a^l^  negatit)  ift.  S)iefette  Siegel  gilt  auc^  für  bie 
?[usn)ertung  eines  ©d^emaS  auS  9  ©lementen,  ttjenn  man  bem* 
felben  red^tS  bie  beiben  erften  ftolonnen  beifügt  (§  100).  ©ne 
Determinante  auS  4,  9,  w^  ©lementen  tt)irb  eine  Determinante 
2ten,  3ten,  «ten  ©rabeS  genannt,  xotxl  il^re  ©lieber  $ßrobufte 
ouS  2,  d,  n  gaftoren  finb. 

SBie  öorl^in  bemerft  toorben  ift,  barf  eine  ©rö^e  beS 
©d^emaS,  j.  93.  a^  nic^t  mit  ben  SIementen  in  berjelben  3^^^^ 
unb  Äolonne  öerbunben  ttjerben.  Deuten  ttjir  mittels  ©d^ema 
üom  jnjeiten  ©rabe  bie  Stemente  an,  mit  tt)elc^em  a^  in  ber 
.Determinante  unter  2)  öerfnüpft  tt)erben  barf,  unb  bejeid^nen 
baS  ©d^enia  jtoeiten  ©rabeS  mit  A^,  fo  l^at  man: 


A 


62    ^2 


^2^3  ^3^2 
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2)ieje  S)etermtnante  jioetten  (Stabes  nennt  man  bie  bem 
Elemente  a^  jugel^ötige  Unterbeterminante.  %üx  j[ebei^ 
@Iement  einei^  @d^emag  brttten  ®rabei^  giebt  ei^  eine  x^m  ju« 
gel^örige  Unterbeterminante;  biefelbe  toirb  htm  ©ebraud^e  gem&B 
burd^  ben  bem  @(emente  entjpred^enben  ®ro|buc^ftaben  bejeid^ei 
©el^ört  bie  Unterbeterminante  einem  geraben  ©tement  ju,  jo 
ift  if)r  ajorgeic^en  ^)ofitit),  im  anbem  tJaUe  negatiö.  5Die 
Determinante  britten  @rabeg  !ann  alfo  lurj  burd^ 

bejeid^net  »erben. 

3ufoIge  beg  §  100  unb  be§  SJorangelienben  finb  toir  nun 
berechtigt,  folgenben  ßel^rja^  aufjufteüen. 

8e|rfa^:  S)er  SBert  jeber  Unbe!annten  eineg  linearen 
©leid^ungi^f^ftemg  ift  einem  SBruc^e  gleid^,  bt'^tn 
SJlenner  ftetg  aU  bie  Determinante  aus  ben  Äoeffi- 
jienten  ber  Unbefannten  erfd^eint  unb  beffen  Saldier' 
Determinante  an^  bem  9lenner  burd^  Sinfe^ung  ber 
be!annten  ©Heber  an  ©teile  ber  ftoeffijienten  ber 
gefud^ten  Unbefannten  l^eröorgel^t. 

b)  Sel^rfäfee  über  bie  SBertbeftänbigfeit  ber  Deter= 

5      6 
min  ante.    SSertaufd^t  man  in  ber  Determinante 


8    10 


bie 


Elemente  in  ber  erften  Qdlt  mit  ben  Elementen  in  ber  erften 

5      8 
ftolonne,  fo  l^at  man  bag  ©diema    ^    .^   .    Der  SBert  ber 

Determinante  beträgt  50  —  48  =  2,  ber  jtoeiten  ebenfalls  2. 
Durd^  bie  SSertaufd^ung  ift  atfo  ber  SB  er  t  ber  Determinante 
unöeränbert  geblieben.    3HIgemein  ift: 

1)  Se|t{a^:  Der  SBert  einer  Determinan^te  änbert 
fic^  nid^t,  wenn  man  fämtUd^e  ©lemente  einer  ^ori^ 
gontalreil^e  mit  ben  Elementen  einer  SSertifalreil^e 
öertaufd^t. 


1?2  = 


=  ai&2  -"  (^ih- 
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£er  SBert  ber  Xettnniiiaitte 


5  2 

6  7 


beträgt   offenbar 


35  — 12  »>  23 .  Sertimfc^en  toir  bie  beiben  Sertitolrei^  unb 
bie  iDogerec^ten  fHaij/ai  mitettumber,  fo  ersten  mx  bie  beiben 
@c^ent(tta 


I 


2    5 

7    6 


unb 


7 
2 


S)er  SBert  ber  Ie|tem  ift  12  —  35  =  —  23.  2)urc^  bie  »er» 
taufd^ung  ^ot  alfo  nnr  eine  ^nberung  bed  ^oxitiiftn^,  ni(^t 
beS  obfoluten  SßerteS  ftottgefunben.    90gemein  ift: 


«1    \ 


a. 


'2 


=  a^tj  —  a^fti  j 


h 


alfo 


a. 


a. 


6i 


h 


üi 


a 


=  a^\  —  a^h^\ 


2 


2)  8e|tfi^:  SSJenn  man  in  einer  ^Determinante  jn^ei 
3ei(en  ober  jmei  Kolonnen  miteinanber  Dertaufc^t,  fo 
änbert  bie  ^Determinante  nur  il^re  SSorjeic^en,  nid^t 
i^ren  a6fo(uten  SSert 


B,= 


1     4    7 

2    5    8 

3    6    9 

4 

10 

16 

iO    0 

0 

2 

5 

8 

—  i2    5 

8 

3 

6 

9 

i3     6 

9 

=  0. 


(Srüärung:  Äbbiert  man  bie  erfte  unb  britte  ^orijontat 
rei^e  in  ber  erften,  fo  l^at  man  bie  jtocite  Determinante.  S33irb 
in  le^tercr  bai^  boppelte  $ßrobuft  ber  jttieiten  2>t\lt  t)on  ber 
crftcn  fubtral^iert,  fo  erpit  man  bie  britte  Determinante.  Die 
SBcrte  fämtlid^er  Determinanten  finb  einanber  gleid^,  nämlid^ 
Bg  =  0 .  Dai^felbe  3iefultat  ergicbt  fid^,  »enn  man  ben  S33ert 
jeber  biefer  brei  ©üfteme  .nad^  bem  in  §  100  angegebenen  SJcr« 
fahren  bered^net.  Durc^  bie  SSeränberungen,  toelc^e  mit  obigen 
Determinanten  vorgenommen  finb,  ift  bal^er  il^r  S33ert  nid^t 
öeranbert  toorben.    SlQgemein  ift: 


Ä 


8 


«1 

h 

Cx 

Ol  +  m\ 

h 

«2 

h 

Ci 

Og  +  »»6j 

h 

<h 

h 

fz 

Os  +  wig 

\ 

'3 
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3)  8e|t{a^:  2)et  Sßert  einer  2)eterminante  bleut 
unöetänbert;  toenn*  man  gu  ben  SIementen  einer  Set« 
tüalreil^e  ober  $orijonta(reil^e  ein  beliebigei^  SSiel^ 
fad^e  einer  anbern  ftolonne  ober  ßeile  abbiert  ober 
t)on  berfelben  fubtral^iert. 

S)iej[er  Ie|tere  Se]^rfa|  ift  für  ba»  proftifc^e  Sled^nen  mit 
S)etemiinanten  öon  ©id^tiglcit.  S)enn  ntit  §ilfe  begfelben  lorni 
ntan,  wie  an^  obigem  SBeifpiele  fieroorgel^t,  bie  ©lieber  einet 
S)eterminQnte  auf  eine  geringere  Ängal^I  rebujieren  unb  babnrd^ 
bie  9iec^nung  abfürjen.  5Dieje  3iebuftion  beftef)t  barin,  ba| 
man  mefirere  Stemente  ouf  SluK  bringt,  tt)obur^  alle  ©lieber 
ber  Determinante,  in  benen  ein  gaftor  SJluH  ift,  öerfd^toinbcn. 

$ier  folgen  gu  obigem  Sef)rfa|  nod^  einige  SBeifpiele: 


i?3  = 


jBq     == 


SBeifpiel  (jum  folgenben  Sel^rfa^e): 


iJ  = 


3  4  5 
6  7  8 
3    4    5 

SlKgemein  ift: 


+  3.7. 51 

=  +4.8.3 
+  5.6.4 


-5 
+  -3 

-4 


7 
8 
6 


3 
4 
5 


=  0. 


i?3  = 


«1       &1       ttj 


üc 


a 


8 


'2 


'8 


a 


'2 


a 


'3 


0. 


4)  8e|t{ai^:  SBenn  in  bem  ©d^ema  einer  ©etermi^ 
nante  jn?ei  gleid^e  $ßaraUeIreil^en  t)or!ommen,  fo  ift 
ber  aBert  ber  Determinante  gleid^  ^iull.  ^ 

35ettjeij^.  SJertaufd^t  man  bie  jtoei  gleid^en  ^ßaraHelreil^en, 
fo  änbert  bie  Determinante  nad^  bem  jtoeiten  ße§rfa|e  i^r 
ajorgeid^en,  eg  wirb  aI[o  au§  B^  ber  SBert  —  JS3.     Da 


479 

2,3     4 

4    8   10 

. 

0    1      1 
2    3     4 
4    8    10 

0  1   : 

2   3    ' 

0  2  i 

i 

—  2 

1  1 

2  2 

—  0. 

27    9    4 

0    9    4 

Q     A 

18    6    7 

0    6     7 

1    ^     * 

—  63  —  24  =  39. 

13    4    9 

1     4    9 

|D       i 
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nun  toegen  ber  gleid^en  @Iemente  burd^  bie  äSertaufd^ung 
ttid^ts  geänbcrt  toirb,  fo  tnu|  Ä,  =  —  llj  fein,  loas  nur 
möglich  ift,  »cnn  R  bcn  SBert  SWuü  ^at  (§  32). 

(Stefd^id^tlid^ed.  2)ie  in  ben  §§  100  unb  101  be^anbelten  alge« 
braifd^en  KuSbrüde  in  f^orm  quabratifc^er  ©d^emata,  toeld^e  ben  iRamen 
,,^eterminanten''  filmten,  l^ot  juetft  ber  gto^e  SHatl^emattfer  unb 
^l^ilofo))^  fieibni)  entbedt  unb  baS  $nnAtp  biefeS  ^tgoritl^mud *)  bem 
ftottsdfifc^en  Tlai^tmatxitt  I'^opital  in  einem  93riefe  (1693)  mitgeteilt« 
KOein  bie  ^ntbedfung  fanb  leine  tueitere  ^eac^tung.  ^ie  ^nmenbung 
ber  Determinanten  jur  ICuflöfung  eined  linearen  ©leid^ung^f^ftentd  l^at 
)!tm  jtoetten  ^Utalt  (S^ramer  (1750)  gejeigt,  unb  nad^  i^nt  l^eigt  biefe 
SlttflöfungSmetl^obe  aud&  ©tamerfdöe  Siegel,  ©untrer**)  teilt  un«  mit, 
ba|  ber  ^aim  ^.Determinanten  ber  quabratifd^en  f^ormen"  t>on 
(&au^***)  l^errül^re.  Der  eigentUd^e  ©egrünbcr  ber  Detcrminantenlcl^re 
ift  ber  franaöfifd^e  SHatl^ematifer  (S:aud^Q  (1B12),  ber  bie  Don  ®aug 
gcfd^affene  SSejcic^nung  beibel^alten  l^at  („le  d^terminant").  Die  erfte 
boHß&nbige  ©d^rift  über  bie  Dl^eorie  biefed  ^u^brudCS  l^at  Sacobi  (1841) 
berdffentUd^t.  <3^It)efter  brüdEt  fid^  über  bie  Determinanten  folgenber« 
ma|en  auS:  ,,3Bad  ift  im  ®runbe  genommen  bie  X^eorie  ber  Determi^ 
nanten?  @d  ift  eine  über  ber  tJlIgebra  ftel^enbe  tJlIgebra,  ein  9led^nungd^ 
k)erfal^ren;  toeld^eS  und  in  ben  @tanb  fe^t,  bie  9lefultate  ber  algebraifd^en 
Operationen  ju  lombinieren  unb  biefelben  Doraud^ulagen,  öl^nlid^ ,  »ie 
tt)ir  und  mit  ^ilfe  ber  ^tgebra  ber  befonbern  Operationen  ber  ^ritl^metil 
entl^eben  lönnen." 

§  102.    XttflSfttng  eingelleibetet  ©lei^nngSanf gaben  mit 

me|reten  Itnfielannten. 

kommen  in  einer  angetoanbten  ©leid^ung^aufgabe  mel^rere 
Unbe!annten  t)or,  fo  !ann  man  jebe  tjorläufig  butd^  einen  SBud^s 
ftaben  x,  y,  z  n.  f.  ».  an^brüden,  aug  ben  SBebingnngen  ber 

*)  Der  ©elel^rte  SWol^ammeb  ben  äJlufa,  SSerf affer  einer  ©d^rift 
über  inbif c^ed  fRed^nen,  tourbe  fpöter  nad^  feinem  ^eimatlanbe  (^l^otoarefmien 
ICId^tt^arijmi  genannt.  %yxl  biefem  ^amen  entftanb  ^Igoritl^mi  unb 
burd^  Übertragung  biefed  iRamend  Dom  ^erfaffer  auf  bie  @d^rift  bilbete  fid^ 
bad  ^ort  ^Igoritl^mud.  WX  legterem  begeid^net  xaoxi  \t%i  jiebed  %^xx 
9%egd^gett)orbene  fRed^nungSDerfa^ren. 

**)  „Sel^rbud^   ber   Determinanten^Xl^eorie   für  ©tubie* 
renbe",  (Erlangen  bei  83efoIb. 

***)  Disq.  arithm.  Seite  801  u.  f. 

ed^ftlUt,  «tit^metil.  22 
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Aufgabe  fo  Diele  unabl^ngige  ©(eid^ungen  Inletten,  ats  Utu: 
belonnten  gefud^t  toerben,  unb  bai^  aufgefteUte  ©Aftern  auftöfesu 
Sebe  gebitbete  ©(eid^ung  mu^  eine  ntnt  89ebingung  auSfpredien. 
JBei  ber  Verleitung  beS  (Slcid^unggf^ftemg  befolge  man  bie  in 
§  91  entl^altenen  ^Regeln  unb  ginger jeige.  3fö^t>^  «tee  Auf« 
gäbe  bie  (Sntnndtetung  t)on  m  +  n  Unbetannten,  toä^renb  fte 
nur  bie  93ebingungen  für  93Ubung  t>on  m  ©leic^ungen  ttäißX, 
fo  ]^&t  bie  Slufgabe  unbeftimmt.  3ni  allgemeinen  ift  bem 
3iec^ner  ju  em<)fel^Ien,  nid^t  mel^r  Unbe!annten  einjufü^ren,  oliS 
}ur  Auflösung  ber  Aufgabe  nötig  finb.  3ft  aug  ben  gegebenen 
©rögen  nur  eine  Unbefannte  bered^net,  fo  !ann  man  mittels 
beS  SrgebniffeS  leidet  bie  anbem  gefud^ten  2>^\Htn  befHmmen. 
S)er  Semenbe  öerfud^e,  mel^rere  ©ruppen  t)on  Aufgaben  nid^t 
bIo|  einer  öerfd^iebenen  algebraifd^en  SBel^anblung  (burd^  ©in- 
fül^rung  mel^rerer  unb  einer  Unbe!annten)  ju  untertoerfen, 
fonbem  bemül^e  fid^  aud^,  auf  ben  in  §  92  angegebenen  anbem 
aSegen  Äuflöfungen  ju  liefern. 

I)  Slufgabe.  S^ci  Knaben  l^obcn  ^fel.  SBcttn  SCntott  10  »on 
feittctt  Äpfeln  bem  Staitj  ^xthi,  fo  l^abcn  bcibc  glcid^öicl;  gicBt  aber 
grätig  2  t)on  feinen  Äpfeln  bem  ^nton,  fo  l^at  ber  lefeterc  7  mal  fo  öicl 
als  granj.    SBie  üiel  Äpfel  beftjt  jeber  ^abc? 

1)  tJllg'ebraifd^e  ^uflöfung.  ^ejeid^net  man  bie  ^njal^I  Äpfel 
beS  Slnton  mit  x,  bie  bcS  gtonj  mit  y,  fo  lief  cm  bie  85ebingüngcn  ber 
Aufgaben  folgenbe  ©leid^ungen: 

a;  —  10  «y  +  10 

.0;+    2  =  7(y- 2). 

2)  ^Igebraif  d^e  :B5fung.  ^m  fud^e  ^unöd^ft  bie  @umme  Äpfel, 
toeld^e  beibe  Knaben  jufammen  beft^en.    $ei|t  biefelbe  s,  fo  l^atte  ^nton 

8  8 

üor  ber  erften  Verteilung  «  +  ^^  "^^  üfranj  ^  —  ^0.    3laäi  ber  jtoeiten 

g 

Serteilung   »ürbe   Slnton    -  +  10  +  2 ,   ber   anbere   ^abe   bagegen 

A 

-  —  10  —  2   Äpfel  befijen.    3)a  ber  erfterc  ^abe  jeftt  7  mal  fo  üiel 
äpfet  atö  firtans  mte,  jo  ift: 

1  +  12  =  7(1-12);       folfllld^    s  =  82. 


I: 
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3)  fllgebraifi^e  25fnng.  Hüft  ber  Xl^atfad^e,  hafi  beibe  Shtabe« 
ttac§  ber  txfttn  IBerteilutig  gleid^t)tel  ^fel  beft^m  toflrben,  f daliegt  man, 
ba|  firdon  urfprilngnd^  20  Itpfel  me^r  aU  Sranj  ^at.  ibeaei^nct  man 
bie  Snaal^I  ^fel  bed  le^teren  mit  x,  fo  ergiebt  ftd^  k^^t  folgenbe 

«Wi^ung:  «•  +  20  +  2  -  7(a:  -  2);        x  -  6. 

4)  ICufIdfnng  mitteU  aeicj^nerifd^er  ^arftetlung  (^g.  82). 
$>it  tCnaal^I  ^fel  bed  Knton  merbe  burd^  bie  @ttede  ^ijB  unb  bie  S(^% 
»eld^e  bie  ^fel  t)on  Srtans  ongiebt,  burd^ 

bie  (Bixtdt  EF  t^etfinnlid^t.  (Sliebt  Knton 
10  äpfel  an  Sranj  ab,  fo  beft|en  beibe 
^aben  gleid^biet  ^ied  t^eranf^aulid^en 
mir,  inbem  loir  bon  ber  ©trede  AB  t)om 
^nlte  B  ouS  ein  @tfld  BC  abid^netben 
unb  JEF  bis  G  öertftngern.  2)ie  Seid^nung 
jeigt  nun  offenbar,  ba^  bie  ©trede  -^jB  um  10  < 
2xFG  größer  al8  EF  ift,  b.  1^.  im 
aritl^metifd^en  @inne:  Hnton  l^at  nrf prang- 
Ud^  20  ^fel  mel^r  als  Srtana.  S3ei  ber 
5tDeiten  SSerteilung  giebt  Unterer  2  ^fel 
htm  anbem  Knaben:  ber  ie^ige  SSorrat  oon 
granj  toirb  burd^  bie  ©tredCe  EH  unb  ber 
beS  ^nton  burd^  AD  oerfinnlic^t.  ^aä^ 
ber  S^i^ttung  x^  AD  um  ba«  @tüd  DA" 
grbger  ald  EH\  Stttdt  DK  oeranfd^aulid^t 

1)    bie  8o^I  24 
unb         2)    6  X  EH, 
^er  Slbfd^nitt  EH  be^eid^net  alfo 

i  t)on  24  »  4 

unb  mitl^itt  berftnnftd^t  EF  bie  8a^^  6 

unb  hk  @tred(e  .dJB  bie  gal^I  26.    ^nton  l^atte  bal^er  26  '&p\tl  unb 

gfrana  6  %fel. 

5)  ^ritl^metifd^e  !B5fung.  äJlan  erpit  eine  rein  arit^metifd^e 
ICufIdfung,  toenn  mon  hk  (Srgebniffe  ber  oorigen  burd^  bloge  @4Iüffe 
entmidelt.  iRad^  ber  Aufgabe  ^fttten  beibe  Knaben  gleid^Diel,  toenn  ^nton 
10  oon  feinen  gipfeln  bem  Sran^  g&be.  hieraus  fd^Iie^en  toir  ouf  einen 
Unterfd^ieb  oon  20  ä4)feln,  fo  ha^  ^nton  biefe  ^naa^I  me^r  l^at  atö 
Srrans.  (Hiebt  le^terer  2  '&p\ti  an  ^nton  ab,  fo  toirb  ber  befte^enbe 
tUtterfd^eb  um  4  tp\tl  grb^er,  mithin  ^ätte  je^t  Knton  24  ^\el 
mel^r  afö  ber  anbere  tnabe.  Sufolg^  SSebingung  ber  Aufgabe  beffige 
5(nton  aber  aud^  7  mal  foüiel  Äpfel  al8  gtanj,  b.  1^.  er  l^dtte  1)  bie  jefeige 
Sln^al^l  Äpfel  bon  ^xan^  unb  2)  nod^  bad  ©ed^Sfad^e  berfelben  mel^r  atö 

22* 
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ienet.    Srolglid^  tnit|  boS  ©ed^dfad^e  bet  ä!^el  bed  S^an^  24  ä!))fel,  b.  i. 
ha^  (Sinfod^e  4  ä{)fel  betragen;  u.  {.  to. 

6)  ^ritl^metifd^e  fidfung.  Man  berechne  ^uerft  hit  Qnmmt 
bet  ^fel  beiber  ftnahtn.  fflad)  bet  etften  SSetteilung  ^&tte  iebet  ^abe 
bie  ^&tfte  aEet  ^fel;  nad^  bet  jloeiten  toütbe  IC.  |^  biefet  @umme  unb 
Sf.  ^  betreiben  befi^en.  ©efe^t  nun^  bie  ^wxmt  bettage  t^orläufig 
8  «pfet*),  \o  ^ftttc 

nad^  bet  1)  S^erteilung  ^.  4  tt)fel  nnb  S.  4  äpfel; 

2)         ,,         a.  7     „      „    5.  1  «pfel 


f/        fr 


8  Stpfel.  8  Slpfel. 

^et  Untetfd^ieb  ber  ^nsal^I  ^\tl  nad^  bet  etfien  unb  jtoeiteu  ^etteilung 
bettögt  bei  iebent  ^aben  3  ^\tt  Saut  S3ebingung  bet  Aufgabe  änbett 
ftd^  bet  SSottat  ^pfel  eines  leben  l^naben  butd^  bie  SSetteitung  um: 

10  ä))fel  +  2  tp\tl  =  12  tpfeU 

liefet  Untetfd^ieb  ift  4  mal  fo  gtog  atö  ber  burd^  bie  ^nnal^me  etl^altene 
unb  folglid^  iß  bie  toitllid^e  @umme  ^pfel  bet  Ihtaben  aud^: 

4x8  tp\tl  =  32  tpfel. 

^ietton  tt^ütbe  iebet  l^nabe  nad^  bet  etften  SSetteilung  bie  ^ätfte,  b.  i. 
16  €pfel  befifeen;  alfo  l^atte  %  26  ä))fel  unb  g.  6  tpfel. 

7)  ^uflöfung  butc^  bie  Siegel  be8  boppclten  falfd^en  Stn^ 
fa^eS.  3i^f0^d^  bet  ^tueiten  SBebingung  bet  Aufgabe  foE  ^,  2  ä^pfel 
an  5t.  abgeben  unb  biefet  alSbann  7  mal  fo  üiel  ali  fj.  beft^en.  2)iefe 
85ebingung  ift  in  SBitllid^feit  nut  etfüHbat,  toenn  gr.  »enigftenS  3  ^pfel 
l^at.  Um  bet  etften  85ebingung  geted^t  ju  toerben,  muj  man  füt  91. 
28  ä^jfel  annehmen,  l)  ©efejt,  beibe  Knaben  ptten  ^ufammcn  26  ^pfel, 
bann  bef&fee  nad^  bet  j^eiten  SSctteilung  g.  1  Slpfel  unb  31.  26  ätpfel. 
ßaut  bet  Aufgabe  müjte  leitetet  7mol  fo  öiel  atö  g.,  b.  i.  7  ©tüdf 
befijen;  folglid^  ift  bie  etfte  ^btoeid^ung  25  —  7  =  18.  2)  eingenommen, 
bie  gan^e  @umme  bettage  28  ^pfel,  bann  toütbe  nad^  bet  jtoeiten  ^et^ 
teilung  %.  2  unb  %.  26  @tüd(  befi^en.  92un  foQte  zufolge  ^ebingung 
bet  Slufgabe  ^.7x2  ^fel  ==  14  Äpfel  l^aben;  mithin  ift  bet  jtoeite 
gelltet  26  —  14  s=  12.  2)utd^  bie  jtoeite  ^nna^me  l^at  bet  geißlet  um 
18  —  12  =  6  abgenommen,  bamit  et  oerfd^toinbet,  mn%  bie  gol^t  28  fo 
oft  um  2  tetmel^tt  toerben,  als  6  in  12  entl^alten  ift.  golglid^  befagen 
beibe  Knaben  jufammen  32  ^fel. 

II)  Sluf gäbe.  SSon  einet  ©umme ©elbeS  etl^alten Ä unb B  jufammen 
a^26JC,  B  unb  C  jufammen  6  =  32  *^  unb  bie  Anteile  beS  A  unb 
C  bettagen  jufammcn  c^AÄJC.    SBie  gto6  ift  bet  Slnteil  jebet  ißetfon? 

*)  einfädle  Siegel  falfi. 


sj 


\ 


-^ 
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SCIgeBxaifd^e  Stuftdfung.  Se^d^net  matt  bie  gefuc^ten  Kttteite 
ber  brei  $exfoneit  mit  x,  y  uttb  z,  fo  liefent  bte  S^ebittgungett  ber  ^u^ 
gäbe  folgenbe  (Hleid^uttgen: 

a;  -f  y  B  26  B  a 

y  4.  jer  a.  32  »»  & 

a;  +  «  =»  48  =»  c. 

^te  9[uflöfung  biefeS  ©^{letttS  iti  allgettteinen  gal^Ien  liefert  (§  99)  bie 
3Berte:  a-  «  ^(a  +  c  -  6),  y  «  ^(a  +  6  -  c) 

tinb         «=»i(6  +  c  — a). 

^iefe  aB|h(^ett  gal^Ietitoerte  für  bie  UttBelatitttett  lattti  tttatt  burd^  fol- 
gettbe  geometrifd^e  2)ar^enttng  t^erftttttlid^ett.  Wtan  jeid^tie  ani  brei 
@treden,  berett  SAngeit  bett  3^4^^^  a,  &  tttib  c  etttfpred^eti;  eiti  2)reie(f 
unb  befd^reibe  itt  badfelbe  bett  ^erül^ntttgStreii».  ^töbattti  t^erattfd^oulid^ett 
bie  9(bf(^tiitte,  toeld^e  burd^  bie  S3erül^rutigSptttiIte  auf  bett  Seiten  beS 
2)reiedtS  gebitbet  toerbett;  bie  SBerte  ber  Unbelantttett.  5bit  Dorl^itt  ge- 
.futtbetten  ^udbrüd^e  für  x,  y  uttb  z  latnt  tttatt  aus  ber  Sigur  unmittelbar 
ablefen.*) 

m)  ICufgabe.  Kn  einem  SBerfe  tnürben  A  unb  JB  sufammen 
12  Xage,  B  unb  0  gemeinfd^aftUd^  16  Xage  unb  A  unb  C  20  S^age 
lang  arbeiten  muffen,  a)  3tt  toiebiel  S^agen  tnürbe  jlebe  $erfon  aQein 
bie  9(rbeit  auSfül^ren?  b)  gn  metd^er  geit  nnrb  bai»  SBerl  boEenbet, 
toenn  bie  brei  $erfonen  gemeinfam  arbeiten? 

$(uflöfung.  A  unb  B  berrid^ten  jufammen  in  l  S^age  (unter 
fonffc  glei<i^en  UmflAnben)  1^  bed  SBerleS,  B  unb  0  teilen  in  l  Sage  -^ 
unb  A  unb  C  in  berfelben  Seit  ^  ber  ganzen  ICrbeit.  IBe^eid^net  man 
bie  Seiten,  in  tt^eld^en  iebe  $erfon  allein  baft  9BerI  auSfül^rt,  mit  x,  y 
unb  z,  fo  beftel^en  fotgenbe  ®Ieid^ungen: 

X  ^  y       12 
-4-1       — 

^1+1=1. 

^o;    *^    0        20 


*)  3m  16.  Sa^rl^unbert  tenn^eid^net  fid^  bie  SRatl^ematif  burd^ 
befiftnbige  innige  SSerlnüpfung  ^toifd^en  9[Igebra  unb  (Geometrie. 
3-  ^.  ^enebetto  benu|t  in  feiner  <3d^rift:  „Diversaram  speculationmn 
math.  et  phjsis.  Liber",  Xurin  1686,  beftänbig  geometrif d^e  $Betrad^tungen, 
jxm  aritl^metifd^e  unb  algebraifd^e  (S(efe|e  unb  dUegetn  5U  erläutern  unb  ju 
bereifen,    ^ie  t^orfte^enb  gelöfle  Kufgabe  bietet  ein  Dortrefflid^eS  IBeifpiel 
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9Ui^  bet  in  §  99  angegebenen  ICnflöfungStteife  finbet  man  o;  =  30, 
y  -»  20  unb  f^  »  60 .  ^ietand  etgiebt  {td^  toeitet,  ba|  bu  btei  Ktbeiter 
in  10  Sagen  gemeinfc^aftlid^  baS  SBerf  t>oQenben  Idnnen. 

IV)  Kufgabe.  SRan  ^at  brei  l^btbe  mit  ä^^feln.  ©d^üttet  man  ara 
bem  etften  l^orbe  ^  feined  Snl^alteS  in  ben  ^to^^^^H;  bon  bei  nunmehrigen 
^Hn^affi,  hei  jn^eiten  foDiel  ^fel  in  ben  brttten,  afö  ftd^  fd^on  boxin 
Befinben  unb  enblid^  aud  biefem  i  feines  ie^igen  Snl^alted  in  ben  erfkeui 
fo  finb  in  biefem  80,  im  jtoeiten  60  unb  im  britten  40  ftpfel.  SSBieDiel 
^fel  befanben  fid^  anfangt  in  jebem  ßorbe? 

1)  ^ie  Kuflöfung  burd^  ha»  Umlel^ngSberfal^xen  iß  auft  folgenber 
^atfteüung  erfid^tUd^: 


Ä 

B 

G 

4)      80  tpfet 

50  t^\tl 

40  ^fel 

3)       60      „ 

60      „ 

60      „ 

2)       60      ,, 

80      „ 

30      „ 

1)       80      ,, 

60      „ 

30      „ 

2)  tCIgebtaifd^e  S5fung. 

%cA  gefud^te  ®Ieid^ungdf^fi:em  lautet: 

ix 

+  y- 

80 

^x 

+ 

y  —  z^ 

60 

^z 

-iz^ 

40. 

§  103.    Ottabtatifi^e  ®Ieii$itttgen  mit  einet  Unkeftttttten. 

SBegriff.  ©rfd^eint  nad^  betn  Drbnen  unb  gel^öriger 
3icbuftion  einer  ©leid^ung  bie  Unbefannte  mit  beut  ^oteaj« 
ej^)onenten  2  beJ^aftet,  fo  ift  bie  ©leid^ung  eine  quabratifd^e 
ober  t)ont  ätoeiten  ®rabe.  S)ie  allgemeine  tjorm  einer  auf 
SluK  rebujierten  quabratifd^en  ©leid^ung  ift: 

1)    ax^  +  lx±c  =  0, 

SBirb  in  öorftel^enber  ©leid^ung  ber  Soeffijient  a  gleid^  Sluß, 
fo  öertoanbelt  fid^  biefelbe  in  bie  ©leid^ung  erften  ©rabeS: 

hx  +  c  =  0. 

für  bie  ä^obe,  xotiä^t  $Benebetto  in  feinem  S3ud^e  Befolgt.  9(ud^ 
£uIaS  be  S^orgo,  Qf^arbanunb  S^artalea  mad^enin  i^ren olgebraifd^en 
Soften  m  l^ielen  SteCten  t)on  ber  (Geometrie  ®eBrau4. 
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Sßetm  hai  freie  @(ieb  c  ben  SBert  iSlnSi  annimmt;  fo  entfielet 
bit  qnabratifc^  ©(eid^ng: 

ax*  +  6a;  —  0, 
toeld^e;  btttd^  bie  Unbefannte  btt)ibiert,  ebenfaQiS  in  bie  einfache 
(Sleid^ung:  ^a?  +  6  =  0 

übergebt  3)it)ibiert  man  bie  ®(eid^ung  1)  burd^  ben  ftoeffijienten 
t)on  X,  fo  entfielet: 

®er  ftürje  tocgen  feften  toit  in  biefer  ©leid^ung: 

-=p    unb    -  — g, 

fo  gel^t  biefelbe  in  bie  folgenbe  über: 

2)  «^  +  pä;  +  g  =  0 

ober,  wenn  man  baS  freie  ®üeb  q  anf  bie  redete  ©eite  fe^t: 

3)  x^  +px  ^=  +  q. 

S)ie  ©d^emata  unter  2)  unb  3)  nennt  man  bie  3loxmaU 
formen  (Seite  268)  einer  quabratifd^en  ©leic^ung  mit  einer 
Unbefannten,  in  welcher  bie  SBud^ftaben  p  unb  q  belannte 
^)ofitiöe  unb  negative  ßal^ten  (einfd^Iie^Iid^  ber  9lull)  begeid^nen. 

arten.  Die  ©leid^ungen  jn?eiten  ©rabeg  »erben  in  jn?ei 
Arten  unterfd^ieben.  Iritt  bie  Unbc!annte  in  ber  erften  unb 
ber  jtoeiten  ^otenj  auf,  fo  nennt  man  bie  ©leid^ung  eine  t)olU 
ftänbige*)  ober  gemifc^te  quabratifd^e.  ^i)x  ©d^ema  ift  bie 
®(eid^ung  unter  3).  Ifommt  bagegen  bie  Unbe!annte  nur  in 
ber  jtoeiten  5ßoten}  öor,  fo  l^ei^t  bie  ©leid^ung  eine  reine 
quabratifd^e.  ®ie  ^ormalform  ber  leftteren  gel^t  an^  3)  l^eröor, 
\otnn  ß  =  0  ttjirb,  tooburc^  bie  ©leid^ung  ä;*  =  g  entfielet 

§  104.    KttflSfttng  bet  teitieit  quabtutif^en  ®tei$tttig; 

föitrjeln  betfelben. 

aSor  Äuflöfung  einer  reinen  quabratifd^en  (Sleid^ung  bringe 
man  fie  auf  bie  gorm  x^  =  q,  b.  l^.  man  forge,  ba§  ba§ 

*)  SBeil  in  bei  ^otengreil^e  bei  Unbefannten  fein  ®Ueb  fel^It. 


344    Sfünftet  Kbfd^nitt.    ©(eici^ungen  erften  unb  ^toeiten  (Bxaha. 

pofitiöc  unb  mit  bcm  Socffijicntctt  1  bcl^aftctc  Duobrat 
bcr  Unbcfanntctt  auf  einer  ©eite  ber  ©leid^ung  allein  fielet 
Sft  bie  Unbefannte  mit  einem  l^öl^eren  Äoeffijienten  aU  1  Der- 
bunbeU;  fo  mu^  man  biefelbe  Don  biefem  ^aftor  baburd^  be- 
freien,  ba^  man  fömtUd^e  ©lieber  ber  ©leid^ung  burc^  ben 
Soeffiäienten  biüibiert  (§  85,  3). 

S)ie  Sluflöfung  einer  auf  bie  SRormalform  gebrad^ten  reinen 
quabratifd^en  ©(ei^ung  gefd^iel^t  baburd^,  ba^  man  au^  beiben 
Seiten  berfelben  bie  Duabratwurjel  jiel^t.  SBie  bie  reine  qua« 
bratifd^e,  fo  tt)irb  aud^  jebe  reine  (Sleid^ung  pl^eren  ®rabe^ 
gelöft:  2Ran  bringt  bie  mit  ber  wten  5ßotenj  bel^aftete  Un^ 
befannte  allein  ouf  eine  ©eite  unb  rabijiert  bie  ©leid^ung 
mit  bem  StBurseleEponenten  n.    (SJian  öergleid^e  §  85,  5.) 

3)ie  SBurjeln  ber  reinen  quabratifd^en  ®Ieid^ung. 
SBenben  tt)ir  bag  öorl^in  angegebene  SSerfal^ren  auf  bie  ®Ieid^ungen: 

a^  =  144     unb     rr*  =  g 
an,  fo  erl^aften  tt)ir: 

x  =  yui  =  12    unb    x^Yq. 

S)o  aber  bie  Duabrottt)urjeI  ou^  einem  pofitiöen  9iabifanben 
jttjei  abfolut  gleid^e,  olgebraifd^  entgegengefe|te  SBerte 
liefert  (©eite  120,  1)  ße^rfa|),  fo  ift: 

a:i  =  +  12,  ir2  =  — 12;  a^i  =  +  Vg,  x^  =  —  yq, 
toag  furj:  a?=  +  12,    ^^  =  +  1^ 

bejeid^net  toirb.  3ft  in  einem  befonbern  %aUt  ber  9iobifanb  q 
9luD,  fo  finb  bie  beiben  S33urjeln  einanber  gleid^,  nömlid^  =  0. 
©teQt  enbUd^  ber  9iabifanb  eine  negative  3^^!  ^^^f  if*  ^toa 
x^  =  —  36,  fo  giebt  eg  tt)eber  eine  pofitiüe  nod^  eine 
negotiüe  3^^!/  toeld^e  x  genügt,  bo  fott)ol^I  (+  6)*  afö  oud^ 
(—  6)^  ftetg  +  36,  aber  niemals  —  36  giebt.  ©leid^ungen 
öon  ber  fjorm  x^  =  —  q  fönnen  alfo  burd^  feine  ber  bigl^er 
betrad^teten  Qa^Vioxmtn  bef riebigt  werben.*)    (SSergleid^e  ben 

*)  2)ie  Sluftöfung  fold^er  reinen  quabratifd^en  ©leid^uttflen,  in  toeld^cn 
baS  Slbfolutglteb  q  negatiö  ift,  erforbett  bie  (gittfül^nmfl  einer  neuen  S^"^^' 
form,  nämli^  b^r  imaginären  S^^^^  (§  i^^)- 
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<Bä)iu^  t)on  §  42.)  Sßir  fd^He^en  ba^er  t)orIäufig  bie  Söfung 
x>on  @Ieid^ttngen  auS,  in  toeld^en  q  eine  negatit)e  3^^^  ^^^ 
Seid^net    ®er 

&el|tfai|;:  Sebe  reine  quabratifd^e  @Ieid^ung  l^at 
jtoei  abjolut  gleid^e;  algebraifd^  entgegengefe^te 
SBurjeln, 

Iä§t  fid^  auf  folgenbe  S33eife  aud^  aug  bem  inneren  S33efen 
biejer  ©leid^ung  begrünben.    ©e^t  man  in  ber  SRormalform 

ftatt  q  ben  gleid^artigen  ÄuSbrudt  (v^^  unb  bringt  bie  ©leid^ung 
auf  SRuU,  fo  l^at  man: 

®ie  Knfe  ©eite  biefer  @Ieid^ung  fann  nad^  §  16,  7/3  jerlegt 
werben,  eg  ift  nämlid^: 

x^  -  (y^y  =  (x  +  yq)(x-yq)  =  o. 

S)a  aber  ein  5ßrobuft  ju  SRuQ  tt)irb,  toenn  ein  gaftor  be^felben 
ffluU  ift  (§  40,  2),  fo  fonn  man  bie  quabrotifd^e  ©leid^ung  in 
folgenbe  einfod^en  ®Ieid^ungen  jerlegen: 

1)  x  +  yq  =  0, 

2)  x  —  Yq  =  0. 

3)ie  ßöfungen  biefer  ©leid^ungen  finb  nad^  §  88,  2)  Sel^rfa^ 
aud^  bie  SBurjeln  ber  urfpränglid^en  quabratifd^en  @$Ieid^ung. 

Äug  1)  folgt  x  =  —  Yq  unb  au^  2):  o?  =  +  }/g.  §ieroug 
ergiebt  fid^  ber  fel^r  Ilare,  innere  ®runb,  »e^l^atb  bie  reine 
quabratifd^e  ©leid^ung  jwei  SBurjeln  l^at. 

§  105.    aRetloben  lux  9Cttf(3fttng  ber  gemifi^ten  quabratifi^en 

®Ieii$ttng. 

SRod^  §  103  ift  bie  SRormalform  einer  öoQftänbigen  qua^ 
bratifd^en  ©leid^ung: 

x^  +  px=^  +  g. 

2i^m  gioedfe  ber  Stuflöfung  fül^re  man  bie  vorgelegte  quo«? 
bratifd^e  @Ieid^ung  auf  biefe  SRormalform  jurfidt. 


346    Sanfter  9[Bfd^nitt    ^^leid^ungen  etflen  unb  atoeüen  QMbH. 


grifi.  88. 


a)   ai'^etl^oben  i[)on  äKol^antmeb  ben  20tn^a. 
S)iefcr  arabijd^c  SKatl^ematifcr  bcnufet  jur  Äuflöjttttg  ber 

a?  +  10a;  =  39*),    aDgcmcin    a;*  +  j)a:  •=  g, 

ein  aScrfal^rcn,  tocld^c^  eine  jtoecfmäfeige,  aufd^aulid^e  SKetl^obe 
ift  uttb  jugleid^  aud^  einen  Karen,  geometrifd^en  ^mÄ^  für 
bie  SRid^tigfeit  beä  eingejd^Iagenen  SBege^  liefert. 

1)  SKan  jeid^ne  eine  ©trede  AB  (gig.  33),  ttjeld^e  ben 
SBert  für  x  öerfinnüd^e;  befd^reibt  man  über  AB  baS  Duabrot, 

fo  ift  bieg  ein  S5ilb  be8  Slngbrndg  a^. 
An  jebe  Dnabrotfeite  lege  man  ein 
aied^ted;  bie  öier  aied^tede  finb  in  ber 
ßeid^nung  mit  a,  b,  c,  d  bejeic^net 
nnb  l^aben  gleid^en  3nl§alt.  3)iefelben 
öeranjd^oulid^en  bag  ?ßrobuft  lOa;;  mit^^ 
]^in  öerfinnlid^t  bie  SBreite  eine»  biefer 
Sied^tede  bie  3<^^I  10a;:4a:  =  |.  (&x^ 
gänjt  man  bie  fjigur  bnrd^  bie  öier 
©dqnabrote  e,  f,  g,  h,  »eld^e  bie  3^^! 
4  •  i^y  =  25  bejeid^nen,  ju  einem  Duabrat,  fo  öerfinnlid^t 
biefeg  ben  Slu^brud  x^  +  10a;  +  25  ober  bie  QaSjjl: 

(39 +  25=)  64. 

S)ie  ©eite  beS  großen  Duabroteg  bejeic^net  bal^er  einerfeit» 

yx'^  +  10x+'25  =  x  +  5  nnb  onbererfeitg  bie  >/64  =  8 . 


h 

c 

9 

ä 

Ä           B 

h 

e 

a 

f 

*)  3)tc  biefer  ©letd^ung  etttf^red^cnbe SBortaufgaBe  öon  SJ^lol^ammeb 
lautet:  „(gm  Ouabrat  unb  10  feiner  SBurjeln  finb  gletd^  39,  b.  1^.  toenn 
bu  5U  einem  Ouabrate  10  Surjeln  bedfelben  abbierft,  fo  Beträgt  bie 
Summe  39.  SBie  l^eigt  bie  SBurjel?"  S)ann  fogt  er:  „%\t  Sluflöfung 
Befielet  bariU;  \i(i^  bu  bie  ^n^al^I  ber  Sßur^eln  l^alBierft,  unb  bad  mad^t 
in  biefem  SBeif|)iel  6;  bann  multi^üjierft  bu  biefeg  mit  fid^  felBft,  fo 
!ommt  25  l^erau^.  hierauf  abbierft  bu  biefed  ju  39,  ha^  mad^t  64; 
^oxau^  5iel§ft  bu  bie  Öuabratn^urjel,  \ia^  gieBt  8,  unb  fuBtral^ierft  bation 
bie  Hälfte  ber  Slnja^t  ber  SBuraeln,  n&mlid^  6,  fo  BleiBt  3  all  8flefi,  biefer 
ift  bie  SBurjcl  be8  OuabrateS,  tocId^eS  bu  fud^ft,  unb  \iCL%  Cluabrat  ift  9." 
'i&icrauf  gieBt  SJ^lol^ammeb  ben  unter  i)  folgenben  geometrifd^en  SBetoei^ 
für  bie  9lid^tigleit  bei»  SSerfal^reni». 
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S)a  a;  +  5  —  8  ift,  fo  folgt  «  —  3.  Scgt  man  tiefer  geo^ 
vtettifd^en  Settad^tung  oBige  allgemeine  ©leid^ung  jugtunbe, 
jo  l^at  man: 

a:2  +  ^^  +  4  .  (jy  =  gr  +  4  .  (f)'         ober 


folglich:  rc ^^  +  |/^+(^«. 

2)  Sie  anfd^anlid^e  ^tnflöfung  obiger  ©leid^ung  nnb  bie 
9Kd^ttg!eit  be8  SJerfal^renJ  fann  aud^  auf  folgenbe  S33eife  augen^ 
fc^eintic^  gejetgt  »erben.    S)er  Äuäbrud: 

a^+10x  =  x{x  +  10) 

toerbe  burd^  ein  SRed^tedf  bargeftellt,  beffen  breite  AD  ben 

SBert  ber  Unbefannten  x  unb  beffen  Sänge  AB  bie  ©umme 

a;  +  10  öerfinnlid^t  (fjig.  34).    ®ag  Duabrat  über  AD  Der* 
anfd^aulid^t   x^   unb   baS 

{!ri0.  34. 

D. E ß ß 


X 


2 


5a? 


5a? 


E 


2 


K 


6x 


K 


B 


»iec^ted  EBCF  ba8  ^^ 
bult  lOo?.  halbiert  man 
biefe«  8ie(i§te(f  burd^  GH, 
legt  BCGjff  an  Seite  ^-B 
unb  bilbet  bad  Srgänsung^« 
quabrat  über  EH  =  5, 
fo  ift: 

rr»+10a;+25=39  +  25 
ober: 

(a;  +  5)«  =  64. 

aKt^in    loerftnnlid^    bie 

Seite  AH  be8  größeren  Duobrateg  ben  S(u8brudf  o?  +  5  unb 

ou^  }/64«— 8.    ®ie  ©tredfe  AD^x  bejeid^net  bal^er  bie 
ga^I  8  —  5  =  3. 

b)  Stein  algebraifd^e  Ableitung  ber  S(ufIöfung8formel 
für  bie. allgemeine  ©leid^ung  a^^+iJic  — +  2. 

Sorbereitenbe  %[ufgabe:  3)en  jn^eigliebrigen  %[uSbrud 
a^  +  px  ju  einem  öoUftänbigen  ju  ergänjen. 
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^[uflöfung:  SSergleid^t  man  baS  entoidelte  Cluabrat  beS 
JBinomg  a  +  b  mit  bcm  ÄuSbrucf  a:*  +  px,  \o  beftcl^cn  offenbar 
bic  aScjicl^ungcn: 

a  =  x,    2b  =p;    alfo    6  =  |    unb  bälget    6*  =  (|)  , 

b.  ]§.  bag  fcl^Icnbe  brittc  @Kcb  bc8  unüoQftänbigcn  qnabratifd^cn 
StnSbtucfg  0?*  +  !^^  ^f*  ^^^  Dttobtat  be^  Iiatben  Socffijien' 

tcn  bcg  jlocitcn  @Iicbc8.    SKan  nennt  (|)   bie  quobra^ 

tifd^e   @rg&njnng  ober  ba^  (SrgäninngSqnabrat   Don 

Slnflöfung  obiger  ®Ieid^ung.  Slbbieren  tt)ir  auf  beiben 
Seiten  ber  ©leid^ung  ha^  Duabrat  beg  l^alben  Soeffijienten 
bei^  jttjeiten  ©lieber,  alfo  {p^,  um  bag  Duabrat  ju  einem  öoD* 
ftfinbigen  ju  ergänjen,  fo  Iiaben  tt)ir: 

x^  +px  +  ii?*  =  \p^  ±  g, 

ober  inbem  loir  bie  Hufe  Seite  in  Duabratform  fd^reiben: 

(x  -^^pY  =  \p^  +  q. 

3ie^t  man  aug  beiben  Seiten  bie  Duabrattourjel,  fo  entfielet: 

folgtid^: 

I)  oo=  +  y±yy^±q. 

hieraus  ergeben  fid^  für  bie  Unbefannte  jtoei  S33urjetoerte 
(§  42,  1)  Se^rfafe),  nämli^: 

^i  =  +  hp  +  VW±ä  f     ^2  =  =F  ip — VW±g.  • 

formet  I)  ift  ber  ÄuSbrudf  bei^  folgenben  allgemeinen 
®efe|eg: 

3n  jeber  ©leid^ung  öon  ber  SRormalform: 

a?  +_px  s=  +  g 

ift  bie  SBurjel  ber  Unbefannten  gleid^  bem  Iialben 
Äoeffijienten  beg  jweiten  @Iiebeg  mit  entgegen- 
gefegtem  SSorjeid^en,  +  ber  Duabratiourjel  au8  ber 
Summe  be»  Duabrate»  biefeg  l^alben  Äoeffijienten 
unb  bem  ÄbfoIntgUebe. 
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Sorfiel^enbe  SuftöfttttgSformel  finbet  jut  93ered^nung  ber 
UnBefamtten  bie  l^äufigfte  Untoenbung.  S^^^^  t^f^  ^^^  ^^ttige 
93eiftriele  aui^fül^rKc^  auf  unb  fd^reibe  bann  beim  ptaftifc^en 
Siec^nen  ftet8  ben  SBert  ber  Unbefannten  au8  ber  SRormalform 
jofort  l^in. 

JBeifpiel: 

6a:*  —  40  —  56a? ;    rc*  —  yrc  =  y ; 


'-^iVfriy-ü-f-i?;     .,-10, 


2 


3)  S3e5te]^ung  ^tuifd^en  ben  belannten  (trögen  ber  ®(et« 
d^ung  unb  listen  äßurjeln.  3ft  in  ber  gformel  für  x  ber  9labifanb 
ip*  —  q^  0,  f  0  finb  bie  beiben  SBur  jeln  a?i  unb  x^  einanber  gleid^. 
3)er  Slitdbrudf  |p'  —  g,  beffen  IBerfd^tuinben  bie  ®Ieid^l§eit  jtueier  fBuifftU 
iDerte  einer  ^leid^ung  bebingt,  toirb  t>on  neueren  ^Igebriften  ^idfrimi« 
nante  genannt,  ^at  bie  2)idlriminante  ben  äBert  ^nU,  \o  ift  bie  Unle 
@ette  ber  gegebenen  ^leid^ung  bad  Ouabrat  eined  ^inomd.  äBenn  bie 
2)idlrtntinante  einer  quabratifd^en  (^leid^ung  größer  aU  ^aU  ift,  \o  ftnb 
beibe  äßui^eln  berfelben  reell  t)erfd^ieben,  unb  jn^ar  rational  ober 
irrational  (§  79,  2),  jie  nad^bem  ber  S^abitanb  ein  Ouabrat  (rabi^ierbar) 
ift  ober  nid^t.  SP  bagegen  ip^  —  2  <  0 ,  fo  fann  bie  ©leid^ung  burd^ 
leine  gal^I  ber  relatiöen  gal^Ienreil^e  {§  58)  befriebigt  toerben.  2)ie  att« 
gemeine  ^uflöfung  ber  gemifd^ten  quabcatifd^en  (^teid^ung  mad^t  bie  (Sin« 
fül^rung  einer  neuen  gal^Iform,  ber  fog.  fom|)Iejen  gal^I,  nottoenbig. 

SBeijpiel: 

a^  +  6ir  — 40  =  0;      Xi=4,    ^^2  =  — 10. 

®ie  Summe  ber  SBurjeln  giebt: 

^1  +  ^2  =  4  +  (—  10) 6, 

ber  Äoeffiäient  beg  j^eiten  @Kebe2  Reifet  +  6.    ®ag  5ßrobuft 
ber  SBurjeltt  ift: 

a;,  .a;2  =  4.(-  10)^ 40, 

ba8  freie  ®Ueb  l^ei^t  ebenf aQg  —  40 . 

&el|tfai|;:  3n  jeber  gemifc^ten  quabratifd^en  ®Uu 
d^ung  öon  ber  fjorm  x^+px  +  q  =  0  ift  bie  algebraifd^e 
Summe  ber   SBurjeln  gleid^   bem  Äoeffijienten    beg 
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■ 

itoeiten  @Uebe8  mit  entgegettgefe^tem  SSorseid^tn  unb 
bai^  ^robult  ber  äBurjetn  bem  9[6fotutgUebe  glei^.'*^ 

1)  93et0ei^.    2)urd^  bie  ^[uflöfung  ber  ©leid^ung 

a?*  +  |)ic  —  g  =  0 
etl^ält  man  für  bie  Unbefannte  bie  beiben  SBerte: 

i>nxä)  Slbbitiott  biejer  ©leid^ungen  ergiebt  fid^: 

a?i  +  a?j  «=— 1>, 
il^re  SRuItipKfatiott  liefert: 

^1  •  ^  =  ii>'  —  (tJ>*  +  «)  —  —  2- 

2)  aSetoeig.    Jpei^en  bie  SBurjeln  ber  öorftel^enbeit  ©lei- 
d^tttig  Xj^  tttib  a?2,  fo  ift: 

^a^+i^^a  +  ö'  —  O. 

S)urd^  3(uflöfung  biejeg  linearen  ©leid^unggf^ftemeg  nac^ 
ben  Unbefannten  p  unb  q  erl^ält  man: 

1)    2)  =B  —  (iCj  +  0:2)    unb    2)    g.  =  a?^ .  iCj . 

c)  Sluflöfung  burd^  Q^vUQnnQ  in  einfädle  ©leid^ungen. 

SBie  bie  reine  quabratifd^e,  fo  fann  oud^  bie  linle  Seite 
ber  gemifd^ten  quabrotifd^en  ©leic^ung: 

ix^  -{-  px  -]-  q  =  0 

buxä)  bag  5ßrobuft  jweier  Sinome  bargeftellt  »erben.  @g  ift 
nämlid^ 

3n  biefer  iJorm  erfd^eint  bie  linfe  Seite  atö  ©ifferenj  jtoeier 
Duabrate  unb  bie  gegebene  ©Ißid^ung  fann  bal^er  nad^  §  16,  7  /J 
burd^: 

*)  a)er  ftanjöftfc^e  SRatl^cmattfer  «icta  (t  1603)  IJat  bicfen  Se^r« 
\ai  etttbedt. 


{: 
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2)  («+iP+ni>"-«)-(^+ij>-)^i?^)-o 

erfe^t  tottbtn.    fie^tere  lä^t  fid^  in  bie  eittfad^en  ©leid^uttgen 

a)    x  +  ip  +  y\p'--q^O 
unb    b)    Ä  +  ii>  -  V\p^  -2  =  0 

jcrlcgen.  5E)ic  SEBertc  bicfcr  Kneatcn  ©Icid^ungen  finb  nac^ 
§  88,  2)  juglcic^  bie  Söfuitgcn  ber  urfptünglid^en  ©leid^ung. 
aSejeid^net  man  bie  SBerte  ber  Unbefannten  in  a)  unb  b)  mit 
Xi  unb  rcg,  fo  mu%  mä)  2): 

3)     a:*  +  j)a?  +  2  ■=■  (^  —  ^i)  (^  ""  ^2) 

fein,  hieraus  gel^t  ber  innere  ®runb  \)tx)Dox,  n^ei^l^alb  auä) 
bie  gemifd^te  quabratifd^e  @Ieic^ung  jn^ei  SSurjeln  l^at 
2)ie  Sluflöfung  mittete  S^^^fli^wS  if*  ^^^^  f^^^  praftifd^e 
SÄetfiobe.  @ie  fül^rt  befonber^  am  fd^neDften  jum  QxeU,  tt)enn 
1)  beibe  ©eiten  ber  @Ieid^ung  einen  iJaftor  gemeinsam  ^oben, 
in  »eld^em  bie  Unbefannte  öorlommt,  unb  2)  bie  linfe  ©eite 
ber  auf  9hiQ  rebujierten  ©leic^ung  einen  gaftor  öon  biefer 
IStgenfd^aft  entl^&It. 

»eifpiel  ju  1): 

(x  —  a)  (6  —  ic)  =  (o?  —  a)  (x  +  c) . 

gerlegungen: 

a;  —  a  «=  0 ,      alf  0      a?  =  a ; 
6  —  a;  =  0?  +  c,      mitl^in      x  =  ^(6  —  c) . 

SBeifpiele  ju  2): 
.    (a?  — 5)(a;  — 8)  =  0;      (a;  +  l)(a;  ~  12)  =  0; 

a:(aa:  —  6  +  c)  =  0. 

SKan  fe|e  jeben  iJaltor  gleid^  SRutt  unb  beftimme  aug  ben  cr- 
Iioltenen  einfad^en  @Ieid^ungen  bie  S33erte  für  x  (§  88, 2). 

3ft  eine  SBursel  einer  quabratifd^en  ^leid^ung  rational 
(§  79,  2),  fo  mu^  bie  anbete  aud^  rational  fein.  Um  eine 
numerifd^e  ©leid^ung  mit  rationalen  SBurjeln  mittete  ^txU%VinQ 
ju  tdfen,  benu|e  man  bie  Sbentitöt: 

a?  +  l>a?  +  ^  "  (^  —  ^1)  (^  ""  ^2) 
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unb  jcricgc  ba»  freie  @Iieb  g  nad^  §  47,  5)  in  jtoei  gfaltoren, 
beten  ©umme  flleid^  bem  QafjjUutotxt  be8  Äoeffijienten  p  ift 

JBeifpiele: 

x^+  13a; +  22  =  0;        {x  +  ll)(a;  +  2)  =  0; 

gjJutäeln  -11,    —2. 
a;«  +  5a?  -  24  =  0;  (x  +  8)(a;  —  3)  =  0; 

Sffiur jeln  -  8 ,    +  3 . 
ix^  —  5x  —  2A  =  0;  (a;  —  8)(a:  +  3)  =  0; 

StBurjeln  +  8 ,    —  3 . 

gufolge  obigen  Sel^tfaged  flnbet  man  bie  Sutjetn  fofort,  tnenn  man 
baS  freie  ®Iieb  q  in  jtoei  galtoren  ^legt,  beren  @nmme  — p  ift.  @o 
erpit  man  5.  ©.  aus  a;*—  IIa?  +  24  =  0  fofort  rcj  =  +  8  ««b  ajj  =  +  3 . 
Äennt  man  eine  SBurjel  x^  ber  ÖJIeid^ung  x*  +  px  +  q  ^  0 ,  fo  finbct 
man  bie  anbete,  toenn  man  bad  reine  ®üeb  q  burd^  a^^  bit^ibiert  ober  bie 
Belannte  ^urjel  t)on  —  p  fubtral^iert  @o  toirb  5.  iB.  bie  (^leid^ung 
a*  —  6a;  +  8  —  0  burd^  a^i  =  2  befriebigt,  toeSl^alb  a;,  =  8  :  2  =  4 
fein  mni, 

3ft  eine  SSSurjel  «<;  einer  gegebenen  ©leid^ung  befannt,  fo 
ift  a;  —  w?  ein  x^aüox  ber  linfen  ©ehe  unb  ber  anbere  gaftor 

Iiei^t  X  —  —  '    §at  bie  ©leid^ung  bie  5^>i^tn 

ax^  +  6a;  +  c  =  0 
unb  ift  w  eine  gefud^te  S33urjel,  fo  finb  x  —  w  unb  aa; 

bie  iJaftoren  ber  linfen  Seite.     SSei  ber  %cSXoxtn^^txlt^ViXi^ 

ad^te  man  barauf ,  ba|  in  beut  5ßrobuft  [x  —  wj-  [ax  —  ^j 

ber  Äugbrudt  x  ♦  ax  gleid^  bem  erften  ©liebe  ift  unb  w  •  — 

mit  bem  britten  @Iiebe  ber  ©leid^ung  übereinftimmt.    ©ann 

liefert   bie  ©leid^ung  «^  —  ^  =  0   bie   jioeite  SBurjel  ber 

quabratifd^en  @Ieid^ung.    @o  j.  83.  toirb  bie  ®Ieid^ung 

5a;2  —  12a;  +  7  =  0 

burd^  a;  =  1  befriebigt;  folglid^  mu§  ber  eine  fjaftor  ber  linfen 
Seite  a;  —  1  unb  ber  anbere  5a;  —  7  fein.  (£i^  ift  bal^er 
5a;  —  7  =  0  eine  befonbere  JBeftimmungggleid^ung  für  bie  anbere 
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SBurjel.  ©ie  ©Icic^uttg  6a;*  — 23a?  +  20  — 0  fann  burd^ 
(3  a;  — 4)  (2  a?  —  5)  crfcfet  tocrbcn;  bälget  liefern  bie  linearen 
©leid^ungen:  Sx  —  4  =  0  unb  2x  —  5  —  0  bie  SBurjcIn  ber 
gegebenen  quabratifc^en  ©leid^ung. 

4)  ^an  lann  bie  KufIDfung  ber  quabratifc^en  ®Iei(^ung  benu^en 
um  einen  quabtatifdjen  ÄuÄbrud  Äx*  +  Bx  +  C  in  gaftoren  ju  jer* 
legen  (§  47,  6).    S)a 

Ax^  +  Bx  +  C  '^  A  (x^  +  ?x  +  ^) 

x\k,  alfo  ber  quabratifci^e  finihxud  linlS  immer  auf  bie  Sform 

A(x*  +  px  +  q) 

gebracht  h^erben  fann,  fo  üerwanbele  man  ben  tSudbrud  in  ben  Sllammern 
tnitteld  ber  ^urjeln  ber  ©leici^ung 

..  +  ^.  +  2-0 

in  ein  $robuft  unb  multipliziere  baiSjelbe  mit  A.    3-  ^•• 

(28  20\ 

a;*  —  -jx  —  3  )• 

^ie  SBurjeln  ber  ^leid^ung : 

,       28         20       ^    ..  .  ,^  2 

mitl^in: 

3a;«—  28a;  —  20  —  sU  —  lo)  (x  +  ^^(x—  loj  (sa;  +  2). 

5)  tennjeic^en  für  bie  ^rt  ber  Suraeln.  ^ie  ©leic^ung  3) 
unter  c)  in  ber  Umfel^rung,  nämlid^  (x  —  x^)(x-~  x^)  =-  a;*  +  pa;  +  g 
fagt:  SEBenn  man  bie  auf  9htII  gebraci^ten  SBurjelgleid^ungen  miteinanber 
multipliziert,  fo  entftel^t  eine  quabratifc^e  ©leid^ung,  in  n^etc^er: 

—  {Xi  +  a;,)  —  p      unb      3;^  •  a;,  =»  2 

ifi.  Um  bal^er  j.  S3.  bie  (^leid^ung  oufzufteQen,  toetci^e  bie  ^uraeln  +  8 
unb  —  10  l^at,  bilbe  man  bie  auf  9'iutt  rebujierten  SBurjclgleid^ungcni 
a;  __  8  —  0  unb  a;  +  10  «  0.    Sd^bann  l^eijt  bie  verlangte  ©leid^ung: 

{x  —  8)  (a;  +  10)  —  0      ober      a;«  +  2a;  —  80 . 

€bcr  man  berechne  hit  Sßerte  ^t  x^+x^^^p,  x^-x^^^  q  unb  fd^reibe 
bie  gefud^te  (Sleid^ung  fofort  l^in.  ©ottcn  j.  ©.  bie  SBurjeln  +  12  unb 
—  6  l^ei^en,  fo  ift  a;i  +  a;,  «  7  unb  aj^  •  asj  =  —  60 ;  bal^er  lautet  bie 
tierlangte  ©leic^ung  a;*  —  7  a;  —  60  =-  0. 

@inb  a  unb  b  reelle  SBur^eln  einer  quabratifc^en  ®Ieid^ung,  fo 
befleißen  l^inftc^tUd^  ber  IBorzeid^en  folgenbe  t)ier  tierfd^iebene  formen  ju 
bilbenber  Saltoren,  be^to.  (S^Ieid^ungen: 

6d^fiIIer,  «rit|>metil.  23 
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1)  (x  +  ä)  (x  +  b)  fm  X*  +  px  +  q  fm  0 

2)  («  +  a)  (a?  —  6)  —  ä"  +  pa;  —  g  —  0 
8)    (a?  —  a)  (ä  +  5)  =  Ä*  —  pa;  —  2  =  0 

4)    («  —  a) (a:  —  6)  —  aj«  —  pa;  +  g  —  0.  (»crgl.§47,ö.) 

©Icid^ung  1)  faßt;  @inb  p  unb  g  »)orititj,  fo  flnb  bte  ©urjeln  negotiö. 
Kui»  2)  unb  8)  folgt:  Sft  p  <)ofitit)  ober  ncgatitj,  q  bagegen  ncgatiö,  fo 
tft  eine  SBurjet  ))ofit{t),  bie  anbete  negatit).  ©(eid^ung  4)  lel^rt: 
fBtnn  p  negativ,  aber  q  |)ofttit)  ift,  fo  l^aben  betbe  SBurjeln  |)ofts 
ttöen  SBert. 

^te  ^ufeinanberfolge  je  jtoeier  ^lieber  einer  ®Ieid^ung  mit  bem- 
felben  SSorjeid^en  nennt  man  eine  gfotge.  ^aben  jn^ei  ©lieber  bk 
geid^en  +,  —  ober  — ,  +,  fo  liegt  eine  Slbtoed^f  clung  öor.  ®Ieid^ung  l) 
l^at  alfo  2  Solgen,  bie  Gleichungen  2)  unb  3)  jetgen  1  gfolge  unb 
1  ^btted^felung  nnh  in  ®Ieid^ung  4)  beßel^en  2  ^bh^ed^fe^ungen. 
^ieraud  fliegt  ein  ^ta!tifd^ed  Gefeg,  burd^  h^eld^eS  man  an^  ber  Sotge 
unb  bem  äBed^fet  ber  SSorjeic^en  bei  brei  ©lieber  auf  bie  ^rt  ber  Sur^eln 
fd^Iiegen  fann. 

ISelrfal^:  ^ebe  Gleid^ung  mit  reellen  SBurjeln  l§at  fo  Diele 
|)ofitit)e  äBur^eln  aH  ^btted^felungen,  unb  fo  üiele  negatioe 
äßurjeln,  aU  Sotgen  üorl^anben  finb. 

5)iefe«  ®efet,  öon  5) e geartet  (1696—1660)  tniUät,  gilt  aud^  für 
l^öl^ere  ®Ieid^ungen. 

§  106.     S^mntettifi^e  %otm  ber  fötttjelmette;    KttflBfuttg 

Hott  föttrjelgleii^ttngett. 

3n  einigen  iJätten  ift  e§  tt)ünfd^engtt)crt,  bie  SBerte  ber 
Unbelannten  in  gorm  öon  f^mmetrifd^en  Sluäbrüden  barju- 
[teilen.  ®iefe  Umformungen  finb  befonberg  bei  Sluflöfung  ber 
©leid^ungen: 

1)    a^-ax  +  h^^O,      2)    a^  —  ax^ +  ¥  =  0"") 

gebräud^Ud^.  3n  ben  %'aUtn,  in  benen  ein  f^mmetrifd^e§  Süefultat 
gefotbert  wirb,  »enbet  man  jur  Sluflöfung  fe^r  jttjedfmä|ig  ben 
Sel^tfal  t)on  ber  forrefponbietenben  Slbbition  unb  ©ubtraftion 
(§  74)  an. 


©egeben: 

a;^  —  aa?  +  6^  «=  0 . 


Oegeben: 


*)  a)iefe  ©leid^ung  i^  öom  vierten  ®rabe  (f  107). 
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Söfung: 


ax 


ax 


a 
26 


2bx  2bx 

x^  +  b*  +  2bx        a  +  2b 
Ä*  +  6*  —  26a:  '^  a  —  26 


Söfung: 

2bx^ 


ax 

a 
26 


2 


X*  —  6        r    o  — 


26 
26 


x  —  b        V  a  — 


26 
26 


«' 


j/a-f  26  +ya  — 26 


o; 


,    ya  + 26  iiVa  —  26 
Va+  26  T  Va  —  26 


*        yä+~26  — j/a  — 26 

S)ie  SBurjcIn  auiJ  bcm  Slenncr 
fortgejd^afft,  gicbt: 

_  (Vo  +  2  6  +  T/a~^"2  6)* 


6 


46 


a;=  +  ^(Va  +  26+Va^=^ . 


©Qmmettif^e  ®Iet^ungen.  ©inD  in  einet  georbneten  auf  9luE 
prüdgefül^rten  (SIIeid|ung  bie  ßoeffi^tenten  t)orn)örtd  unb  rüdn^örti»  gelefen 
biefelben,  fo  nennt  man  bie  ®Ieid^ung  f^mmettifc^.  ^ie  a0gemetne 
ft^mmetrifci^e  ^leid^ung  ^weiten  ®rabed  ift: 

1)    ax*  ±  6a;  +  a  =  0 . 

^it)tbiett  man  biefe  (Sletci^ung  burc^  a  unb  fe^t  —  »  p ,  f o  gel^t  fie  in 

bie  gorm: 

2)    a?*±pa?+  1  =-  0 

über,    ^a  pfolge  bed  ®efe|e^  §  105  unter  3)  a^^  •  a;,  «  l  fein  ntug,  fo 

^ieraui^ 


ift  in  jcber  (Sleid^ung  öorftel^enber  gorm  ajj  —  —  unb  a;,  = 


M/a  *^1 


folgt,  bag  bie  eine  SBurjel  ber  f^ntmetrifd^en  ©leid^ung  2)  bent  reji« 
prolen  SBerte  ber  anbern  gleid^  fein  mni,  »e^l^alb  aud^  bie  iBejeid^nung 
reji^role  (Slleid^ung  gered^tfertigt  ift.  ^iefe  ©teid^ungdart  l§at  bie 
(Sigentümlic^feit^  bag  fie  unt^eränbert  bleibt,  toenn  man  an  SttUt  t)on  x 

bie  8fleji<)roIe  —  fefet.    ®ie  Oleid^ung  a;  +  —  =  y-  lägt  fid^  auf  bie  gorm 

X  X  0 


X' 


a 


^aj  -f  1 ««  0  bringen  unb  ifl  bal§er  f^mntetrifd^.   aWittel^  ber  Slufs 


löfung^formel  I  §  106,  b)  erl^ölt  man: 


X 


-i^(a±]/a*-46«). 


(Stiebt  man  ber  gegebenen  (Stleid^ung  bie  gform 


a;«+  1 


a 


X 


T  unb  h^enbet 

0 


23 
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)ur  9[uflöfung  bte  forref))onbierettbe  Slbbition  unb  @ubtta!tion  an,  fo 
getoinnt  man  bie  SBurjeln  in  ber  fijmmetrifd^en  gfornt: 


yär+2b  :^  VcT^^^b 
Kud  ben  f^mmetrifd^en  (Gleichungen: 

I    ^       ^    I   1       17        .         .1       6,2 
^  +  ^  =  *  +  4"-T    "^^    ^  +  ^^2  +  5 

1  6  2 

fann  man  fof ort  auf  bie  SBur^eln  4 ,  -r ,  be jto.  -  unb  -  fd^Iieften. 


Stuflöjung  öott  SButjcIglcid^ungcit. 

%üx  bie  S5cl§anblung  üon  S33utjetglcid^ungcn,  beten  Sluf^ 
löfung  auf  eine  quabtatifd^e  ®Ieid^ung  fül^rt,  gelten  bie  in  §  90 
befprod^enen  Siegeln.    ©leid^ungen  t)on  ber  gotnt: 

öiT  +  &  +  cYax  +  b  =  d 

laffen  fid^  nad^  ber  SJiefl^obe  b)  (§  90)  bire!t  atö  quabratifd^e 
löjen.    §at  bie  ®Ieid^ung  bie  fjorm: 

fo  geftalte  man  biefelbe  fo  um,  bafe  ax  +  1  bem  5Rabifanben 
gleid^  tt)irb,  »oburd^  bie  (Sleid^ung  fid^  für  ben  SBurjelaui^brudE 
in  eine  quabratifd^e  öerttjanbelt.  3)ieg  SSerfal^ren  t|at  öor  bem 
§  90,  1)  angegebenen  mel^rere  SSorjüge. 

1)  SSeifpiel.    begeben: 

o;  — 61/^=40. 

Auf  löfung.  ^an  betrad^te  Yx  aU  Unbe!annte  unb  fe|e 
Yx  =  Bf  algbann  gel^t  bie  gegebene  @Ieid^ung  in  folgenbe  über: 

;8|2_6^  =  40. 

hieraus: 

;^  =  3  +  7;      ^x  =  10,      ^2  =  —  4; 
folgüd^: 

a;j  =  10^  =  100    unb    x^  =  {—4)\ 

2)a  ber  ^urgele^^onent  gerabe  ift,  fo  gelten  für  bie  SBurjelgröge 
beibe  ^or^eid^en.    ^er  eine  SBert  x^  gilt  für  bad  ^ofttiüe;  alfo  für  bie 
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©leic^uiig:  '  o.  -  6  •  (+  l/i)  -  40 , 

bet  anbere  x^  für  bad  ttegatit^e  unb  befriebigt  bie  (SHetd^ung: 

aj  —  6  •  (—  yi)  —  40. 

2)  »cifpici.    ©cgcbcn: 

X  +  4.yx~+i  =  17  +  2ysr+i . 

Äuftöfung.    2Ran  gebe  ber  ©teid^uttg  bie  gorm: 
ä;  +  7  +  2Y^'i  =  17  +  7  =  24. 
1/5+7=  ~1±5;  mitlitt  a?i=9  unb  a;,— (— 6)«— 7— 29. 

3)  JBeifpiel.    ©egeben: 

y^+io     yix+6 

Yx  10  —  |/i 

Äuflöfung.  ©d^afft  man  bie  SSrüd^e  fort  unb  otbnet 
bie  ©leid^ung^  fo  erl^ält  man: 

3a; +  51/^=100.  ]/^=:^i±-^. 

4)  JBeifpieL    ©egeben: 

4x  —  8yix  +  1  +  28  =  0. 

Sluflöfung.  Um  bie  ®Ieid^ung  für  ben  S33urjelau8brucf 
quabratifc^  ju  mad^en,  multiptijiere  man  biejelbe  mit  i  unb 
obbiere  beiberfeiti^  1,  fo  entfielt: 

7a;  +  1  —  141/7  a;  +  1 48 ;      yix  +  l  =  7  +  1 . 

5)  aSeifpiel.    ®egeben: 

Vöx^  —  16  =  32  —  (a;«  +  2)5. 
Äuflöfung.    2Ran  gebe  ber  ©leid^ung  bie  iJorm: 
5a?*-  16  +  l/5a;2  — 16  =  6. 

^*  -f-  ^  =  6 ;    ;e?  = y-  • 

x  =  ±2,      ±Yö.    (SBergIeid^e§113.) 

6)  Söeifpiel.    ©egeben: 

3a;«  +  6xy&x  -  5  =  329  —  (2a;«  +  lO^a;). 
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8uflö  fung.  äJtuItipIiiiert  man  bie  ©leid^ung  mit  5  unb 
orbnet,  fo  entfielet: 

25^:2  +  30xy6x  —  5  +  54a?  —  1645 . 

SSciberfeitS  45  fubtral)iert,  liefert: 

(5a;+3l/6^^^)*=1600;    ba^et    5a;+3l/6a?— 5=+40. 

S)iefe  ©leid^ung  mit  f  multipliziert  unb  auf  beiben  Seiten  5 
fubtral^iert,  giebt: 

6a;  -5+  Vy6a;  — 5  =  43. 

§  107.    $ai|ere  Oleii^ungen,   bie  fU^  auf  quabtatifi^e 

iUxM\u^xtn  laffen. 

SKand^e  (Sleid^ungen  plierer  ®rabe  laffen  fid^  auf  qua^ 
brattfd^e  jurfidfül^ren  unb  bann  loie  biefe  auflöfen.  ©al^in 
gel)ören  I)  alle  l^öl^eren  ®Ieid^ungen,  in  benen  bcr  ©jponent 
ber  einen  Unbelannten  ober  eineg  SluSbrucfg  berfelben  bie 
^älfte  beg  l^öd^ften  @rabanjeigerg  biefer  Unbelannten,  beS 
ÄuSbrudg  ift,  alfo  alle  bteigtieberigen  ®teid^ungen  öon  ben 
fjormen: 

1)  x^""  +  ax''—b  =  0 

2)  }/x  +  a}/x  —  6  =  0 

3)  (ax''  +  bx  +  cy  +  d{aa^  +  bx  +  c)+f=0    unb 

4)  (x  +  a)(x  +  2a)  (x  +  3a)  (a:  +  4a)  +  6  =  0. 

1)  aSetrad^tet  man  in  ®Ieid^ung  1)  a^  al8  Unbefannte 
unb  fe|t  für  biefelbe  eine  S5eftimmung^grö|e,  ettt)a  0,  fo  »irb 
(af^y  =  ^.  gül^rt  man  bie  neuen  Unbefannten  in  bie  gegebene 
©leid^ung  ein,  fo  üertoanbelt  fid^  biefelbe  in  bie  quabratifd^e: 

is^  -j-  ae  =  h. 
hieraus  folgt: 

0  =  :^(—a±  Ya^  +  46) . 

3)a  ber  aSoraugfe|ung  gemä|  0  =  x'',  fo  ift: 


x  =  }/i{-^a±ya^  +  4:b). 
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93eifpiet    @ege6en  fei  bie  (iquabratifd^e  ®(eicl^ung: 

a^  +  6ci^  =  135 . 

Äuflöfunfl:  @c^t  man  x^  —  0,  \o  toirb  x^  —  b^  unb 

0«  +  6jEr=135;        j?i  =  9,    0^  =  — 15; 
folglid^: 

x  =  +  3    unb    a;  =  +  y—  15     (imaginär). 

2)  ©iel^t  man  in  ©leid^ung  2)  y^  junäd^ft  als  Un6etannte 
an  unb  fe^t  biefelbe  gleid^  0,  fo  mrb: 

a}/x  '='00     unb     }/a:  =  i»* . 

^uxtS)   (Sinfegung   ber   neuen   Un6etannten   in   bie   gegebene 

@Ieid^ung  entfielet: 

0*  +  axr  =  6 . 

S)a  nun    ^  =  i(— a  +  l^a*+  46),    fo  ift: 

x  =  [4^(-a±ya^  +  Ab)J\ 

Seifpiel    begeben: 

yx  +  4t}/x  =  12. 

Äuflöfung.    ©eftt  man  Yx  =  0,   fo  toirb: 

AYx  =»  4t0    unb    Yx  —  n^. 

0«  +  4^=:  12.        ^1  =  2,    02  =  — 6; 
folglich: 

a;i  =  2*  =  16    unb    a;,  =  (— 6)*  =  1296  . 

3)  ®ie  ®Ieic^ung  (3)  ift  für  ben  8lu8brud  in  ber  Slammer 
t)om  jtoeiten  ®rabe.  3n  befonbern  t^äUen  fann  b  ober  c  gleid^ 
$Rua  fein. 

Seifpiel.    ©egeben: 

a^  —  10a:»  +  37  a;*  —  60a;  +  32  =  0. 

Äuflöfung.  SJian  ergänze  ben  ÄuSbrud  a^  —  10a;»  ju 
einem  üoöftänbigen  Buabrat,  inbem  man  (10  a;» :  2  a;*)*  =  (5  a;)* 
l^tnjuffigt.*)    SJann  gebe  man  ber  ©leid^ung  bie  gorm: 

*)  ^ie  quabratifd^e  (Srgänjuttg  26  a;'  totrb  tjon  Slx*  toeggenommen. 
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(x^  —  5xy  +  12(a;^  —  5a;)  +  32  =  0, 
tocld^e  für  iT*  —  5a;  quabrQtifd^  ift.    SÄon  finbct: 

x^  —  5x  =  —  6±2. 

a)     x^  —  5x  =  —  4  b)    x^  —  5x  =  —  8 

X't  ^^  Tt  f         X^  ^^  JL  •  X^  ^^  »)  .         X^  *^  ^  • 

4)  SBeifpiel  1).    ©egeben: 

a;(a;  +  1)  (a;  +  2)  (o;  +  3)  =  120. 

«uflöfung.    ^9>  ift: 
a;(a;  +  3)  =  a;*  +  3a;    unb    (a;+ l)(a;  +  2)  =  a;2  +  3a;  +  2. 

©c^t  utQTt  a;*  +  3a;  =  jEr,  fo  gcl^t  bie  ©Icid^ung  in  folgenbc 
über:       ^^(^^  +  2)  =  120;    alfo    ^  =  —1  +  11. 

a)     a;2  +  3a;=10  b)    ic^  —  3a;  =  —  12 

x^  =  2,      a;2=— 5.  a;  =  i(3  + /ITäg). 

(fomplej,  §  119.) 
S3cifpiel  2): 

(a;  —  5)  (a;  -  6)  {x  -  7)  (a;  -  8)  =  360. 

2luf löfung:  S)aS  ^robuft  {x  -  5)  (a;  -  8)  gicbt 
a;2— 13a;  +  40  unb  (a;  — 6)(a;  — 7)  liefert  a;^  — 13a; +  42. 
SBetrQd^tet  ntQn  ben  SluiSbrud  x^  —  13a;  +  40  alg  Unbefannte 
yf  fo  l^at  man: 

y(y  +  2)  =  360;    folflüc^    y 1  +  19    u.  f .  tt). 

II)  (S^niinctrifd^e  ©letd^ungen  brüten,  öierten  unb 
fünften  ©tabeS  Don  \itti  gromten: 

1)  ax*  +  hx^  ±  fea?  ±  a  «  0 

2)  aaj*  +  6a5^  ±  ca;*  ±  da;  ±  a  =  0 

3)  aa;*^  ±  ftoj*  +  cx^  ±  ca;*  ±  6a;  ±  a  =  0 , 

laffen  fid^  ebenfaüi»  mittele  bet  Kenntnis  quabtatifd^et  ©letd^ungen  Idfen. 

^uflöfung  t)on  ©leid^ung  1).  @inb  alle  ©lieber  :pofitiö,  fo  ift 
bie  Unfe  (Seite  burd^  a;  +  1  teilbar.  S)iefer  gaftor  gleid^  !RuII  gefeit, 
liefert  bie  äBurjel  a;i  =  —  1 .  S^lad^  auggefül^rter  3)itnfion  ift  nod^  bie 
rejiprole  quabratifd^e  ®Ieid^ung: 

ax*  —  (a  —  h)x  +  a  =  0 
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%u  Idfeit  ^aben  bie  beiben  (e|ten  (Sllieber  baS  negatit)e  %or§eid^en, 
fo  ift  bie  litile  @eite  burd^  x  —  1  teilbar,  ^ioibiert  man  ®Ietd^ung  l) 
burd^  a,  {o  etl^ftlt  biefelbe  bie  Sfotm: 

05'  +  aaj'  -|-  aa;  +  1  —  0 . 

Se|tere  ®Ieid^uttg  lantt  burd^: 

(x  +  1)  [at»  +  (a  —  1)0:  +  1]  ==  0 

batgefteüt  toerben. 

^el^anblung  ber  ©leid^ung  2).  ^it)tbiert  man  bie  linle  @eite 
burd^  X*  unb  bereinigt  bie  ©lieber  mit  bemfelBen  l^oefft^ienten;  fo  entfielet: 

a(x^  +  ^^  +  b(x  +  ^)  +  c-0. 
^iefe  ©lei^ung  ift  inbeAUg  auf  ben  StuSbrudt  x  -^ —  quabratifd^.    @e|t 

X 

man    x  -] —  =  y ,    aljo    a?'  H — ^  —  y«  —  2 ,    fo  l^at  man: 

X  X 

ay^  +  fey  +  c  —  2a  B"  0 . 

Reißen  bie  SBurjeln  biefer  ©leic^ung  y^  unb  y^ ,  f 0  erl^ält  man  für  x 
avi^  \>tti  rejiiprofen  quabratifd^en  ©Icid^ungen  (§  106): 

«  +  -  -  yi     ttnb     i»  +  -  =.  yg 

j[e  2  äBurjeln,  bie  reai|)rof  finb. 

$(uflöfung  ber  ©leid^ung  3).  ^t  nad^bem  \>a^  erfte  unb  baS 
Ie|te  ®Iieb  ber  linfen  @ette  gleid^e  ober  entgegengefe|te  SSorjeid^en 
l^aben,  teile  man  biefelbe  burc^  ic  +  1  ober  x  —  1.  3llgbann  ip  nod^ 
eine  f^mmetrifd^e  ©leid^ung  öierten  ©rabcS  ju  löfen. 

©efd^id^tlid^eiS  ilber  bie  quabratifd^en  ®Ieid^ungen.  ^ie 
crften  ©:puren  öon  ber  5tuflöfung  ber  öoKftänbigen  quabratijd^en  ©leid^ung 
l^at  man  in  ©uflibg  „Elementen"  (ir.  '»n^^,  U)  @a|  unb  VI.  «ud^, 
@a|  28)  unb  29)  erfannt.  ©ullibs  3luflöfungen  biefer  Aufgaben  in 
Donpnbig  geometrtfc^em  ©etoanbe  fül^ren  algebraifd^  aufgefaßt  auf  bie 
Söfung  einer  quabratifd^en  ©leid^ung.  $eron  Don  ^lecanbria;  beffen 
fdjriftftenerifd^e  Xl^ätigTeit  ettoa  in  bie  8eit  100  0.  ©^r.  faßt,  löft  bie 
gemifd^te  quabratifd^e  ®Ieid^ung  bereite  auf  rein  algebraifd^em  SBege. 
$or  ^uflöfung  ber  ©leid^ungen  bon  ber  gorm  ax*  -^  bx  ^  c  Doü^iel^t 
er  fold^e  ajhtltiplilationen,  ba^  bie  SBerte  für  a,  &  unb  c  gan$$a]^Iig 
tt^erben.  ©ein  SSerfal^ren  burd^  biefe  ^ud^ftabengleid^ung  auSgebrü^,  ift 
foIgenbeS: 


(•'+D"-«+©">  -KV"+©'-Ö 
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^ud^  ^xopf^aniVL^  toax  bie  tluflöfung  ber  quabiatifd^  (Slletd^ttgeit 
bdannt.  ^er  mbifc^e  (Slelel^tte  Stt^abl^atta  (geb.  476  n.  (S^t.)  löfl 
Beftimmte  ^eifpiele  oBigec  %oxm,  inbem  et  bte  (Hleid^mtg  fUti  mit  bem 
ftoefft^ienten  beS  CuabcoteS  bec  Unbelannten  inuItU)Ii5iett  uttb  batttt 
beiberjettö  baS  Ouabrat  beS  l^albett  ^oefftjietttett  beS  jtoeiten  (Hftebel^ 
abbtert.    ^ad  giebt: 

(oa;)*  +  6  •  {ax)  =»  ac;    aa;  ■=  —  ^6  +T^öc  +  (i  ^)' • 

9legatit)e  SBur^eln  l^telt  biefer  SClgebtatler  ttid^t  für  juläfflg;  er  fagt: 
,,^{olute  negaÜDe  gal^len  toetben  t)ott  ben  Seutett  tttd^t  gebilligt" 
^ra]^tttagu:pta  (598—650  tt.  Sl^r.)  bettu|t  biefelbe  ^uflöfuttgStttet^obe, 
aviä)  lommett  bei  il^m  ttegatiüe  SBur^eltt  Dor.  Sltlbl^ata  giebt  fol- 
gettbe  ditqtl  $ur  ^uflöfung:  aJlulti^Ii^iere  bie  ^leid^uttg  tnit  bem  t)iei' 
fad^ett  Koeffizienten  beS  CuabrateS  nnb  abbiete  auf  beiben  Seiten  biefer 
®Iei(&ung  boS  Cuabrat  beS  Koefftjienten  beS  mittleren  ©UebeS.  ^ied 
SSerfal^ren  liefert  für  bie  allgemeine  (Sleid^ung  folgenbe  5tufI5fung: 

aic*4"  2>aJ«»c;      4a*a5' +  4a6ic«s4ac;      (2aa;)*4- 26(2aa;)  =*4ac; 

(2aa;  +  6)*^  ««  4ac  +  &*;    a;  ==  -^()/4ac  +  5*  —  fe) . 

^er  berül^mte  arobifd^e  SD^latl^ematiler  SD^lol^ommeb  ben  SD^lufa  (Slld^- 
toarijmi)  unterfd^eibet  in  feiner  Algebra  brei  ^rten  öon  ©Icid^ungcn, 
toeld^e  burd^  ^uc^ftaben  au^gebrüdft  lauten: 

1)     x^  ~\-  px  =  q,      2)    x^  +  q^^px,      3)     x*=pX'\-q. 

gür  jeben  biefer  brei  göHe  giebt  er  bie  ^ufldfung  eines  S9eif:piel8  in  ht- 
ftimmten  Sal^Ien  unb  fd^Iiegt  baran  einen  geometrifd^en  93etoeiS  für  bie 
9lid^tig!eit  berfelben.*)  ^ei  jeber  (^(eid^ungSform  berüdfid^tigt  STlol^ammeb 
nur  bie  pofitiöen  SBerte.  gür  bie  ©leit^ung  a5*  +  2l=ilOa:  bered^net 
er  j  tu  ei  SBurjeln  a^i  =  7 ,  a;,  *«  3,  »eil  beibe  po\itxt)  finb.  Slllgemein 
giebt  er  für  bie  2)  ©leid^ung  ^toei  SSurjelmerte,  nämlid^: 

toenn  jp*  >  4g  ift.  (Sr  fagt,  bog  man  in  jebem  befttmmten  galle  untere 
fud^en  muffe ^  toeld^er  pofitiüe  Saf^Untotxt  ben  ^ebingungen  ber  SEBort- 
aufgäbe  entfpred^e,  bei  jp*  <  4g  fei  bte  ?lufgabe  unmögttd^,  hti  p*  ««  4g 
lä^t  er  nur  1  SBert  p.  ^en  vierten  %aU,  ben  bie  allgemeine  (S^Ieic^ung 
barbieten lann  (§  105, 6),  ertodl^nt  SWol^ammeb  nid^t,  toeii  beibe  SEBurjeln 
ber  ©leid^ung  aj*-|-pa;  +  g=»0  negatiö  finb.  SDem  Qnber  iBl^aSfara 
ift  bie  ^o:p|)elbeutig!eit  ber  Ouabratmur^el  belannt,  er  Dertoenbet  aber  bie 
negativen  ^urjeln  nur  in  bem  galle,  n^enn  beibe  ^leid^ungStoerte  pofttiD 
n^erben  unb  bei  ^ntoenbung  auf  bie  Aufgabe  leine  negatit)e  gal^l  aud^  nur 


*)  SWan  fel^e  §  106  a)  unb  bie  gufenote. 
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Dotübetgel^enb  ^um  Sotfd^ein  tommt.  ^eifpiel:  „^ai  Cuabrat  bed  um 
3  Derminbetten  5.  Teiles  einer  ^erbe  Riffen  toar  in  einer  ©rotte  ver- 
borgen, 1  9ffe  n^or  fid^tbor,  ber  ouf  einen  ^aum  geüettert  toar.  SBie 
t)tele  9ffen  toaren  ed  im  ganzen?''  ^f^ailaxa  giebt  l^ier  bie  ^nttoorten 
50  unb  6  an,  bemerlt  aber,  ba^  bie  lefttere  nid^t  ftatt^aft  fei,  meil,  toie 
ein  Kommentator  eriftutert,  ber  5.  XetI  Don  5,  b.  i.  1  um  3  oerminbert 
bie  negotiüe  gal^I  —2  liefere.  Su!ad  be  »orgo  (1496)  fc^liegt  [id^ 
DoHpnbtg  SD'lol^ammeb  an,  er  betrad^tet  ebenfaSS  bie  oben  angegebenen 
brei  Sr&He,  für  toeld^e  er  befonbere  Siegeln  jur  ^ufldfung  in  lateinif^en 
f&n\m  giebt  unb  hai  SSerfal^ren  burd^  geometrifd^e  ^ejiel^ungen  begrünbet. 
(Srft  6:atbano  (1646)  lä^t  bie  ^efd^ränfung  ber  ^LX^tln  faSen.  ^ie 
negativen  SBurjeln  tourben  frül^er  falfd^e  (radices  falsae)  genannt,  ^iefe 
Benennung  toax  lange  gebrftud^Iid^,  aud^  ^e^carteiS  bebiente  ftd^  ber:: 
felben  nodb,  obgleich  er  bie  negatioen  ä8ur5eln  im  geometrifd^en  @inne 
richtig  auffaßte.  Ulfarc^!,  ber  tiroa  um  1010—1015  n.  Sl^r.  ^u  SBagbab 
fd^riftfleHerifd^  tl^fttig  toar,  l^at  juerft  bie  ^uflöfung  ber  breiglieberigen 

©letd^ung  ax^'*  -|-  hx^  «  c  burc^  Surüdfül^rung  auf  eine  quabratifc^e 
angegeben.  @r  geigte  aud^  bie  ^ufldfung  ber  ©leid^ung  STlol^ammebd 
x^  +  IOä  =  39   mittele  neuer  geometrifd^er  83etrad^tungen. 

§  108.    Cuabtatif^e  ©lei^ungen  mit  jtiiei  ttntelannten. 

a)    SSegriffe.     S)te   oögcmeine  gorm   einer   ©leid^unfl 
jtoeiten  ®rQbe8  mit  jtpei  Unbefannten  ift: 

I)     ax^  +  bxy  +  cy*  +  da;  +  ^J/  +  /^  =  0 . 

Sn  bicfer  ©leid^ung  nennt  man  bie  ©lieber,  tueld^c  bie  jweite 
^otenj  ober  bQg  5ßrobuIt  ber  Unbefannten*)  entl^alten,  alfo  bie 
©lieber  ax^,  hxy,  cy^,  quabratifc^e  ober  ©lieber  jttjeiter 
©imenfion.  @o  lange  nnr  ein  Soeffijient  biefer  ©lieber  üon 
9hitt  öerfd^ieben  ift,  bleibt  ©leid^ung  I)  qnabratifd^.  S)ie  mit 
ber  erften  5ßotenj  ber  Unbefannten  behafteten  ©lieber  dx  unb 
ey  ]^ei|en  lineare  ober  ©lieber  erfter  2)imenfion,  toäl^renb 
f  ba8  Äbfolutglieb  ber  ©leid^nng  genannt  tt)irb.  ©inb  fämt= 
lid^e  ©lieber  einer  ©leid^ung  üon  berfelben  SJimenfion,  fo  nennt 
man  fie  l^omogen.  kommen  in  einer  ©leic^ung  nnr  quabratijd^e 
©lieber  üor,  fo  fagt  man,  bicjelbe  fei  t)on  „fanonifd^er"  gorm. 


*)  ®ie  ©umme  ber  @j:ponenten  in  bem  ^robuft  xy  beträgt  2 
(§  ^^,  Sfo^d^rung  2)  ;•  bal^er  ift  biefer  ^uSbrudE  quabratifd^. 


III) 
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S)tmbictt  tnon  obige  ©leid^uiifl  burd^  a,  fo  entfielet  eine 
©leid^UTtfl  folgenber  gorm: 

II)    x^  +  <^^y  +  6j/*  +  ca;  +  ^y  +  ^  =  0- 

©eftt  man  jur  ©leid^ung  I)  eine  jtneite  üon  berjetten  fjorm, 
fo  |ot  man  baö  Softem: 

1)    aar*  +  6a:y  +  cy*  +  da;  +  cy  +  /*  "^  0 

< 

©d^afft  man  aug  biefcn  ©leic^ungen  eine  Unbefannte,  j.  SB.  y* 
fort,  inbem  man  bie  erfte  mit  c^,  bie  jttjeite  mit  c  multiplijiert 
unb  bie  nenen  ©leid^ungen  üoneinanber  fubtral^iert,  fo  entfielet 
eine  ©leid^nng,  ans  ttjeld^er  man  y  bnrd^  bie  anbete  Unbefannte 
au8brüden  fann.    S)iefe  ©leid^nng  l^at  bie  gorm: 

3)    y  =  — Z^xJ    ' 

©nrd^  (Sinfe^nng  biefeS  SffierteS  ffir  y  in  1)  ober  2)  erhält 
man  eine  ffiliminationggleic^nng  öon  ber  gorm: 

4)    A^(d'  +  A^x''  +  A^x^  +  A,x  +  A  =  0, 

b.  i.  allgemein  eine  ©leid^nng  vierten  ©rabeS,  »eld^e  mittcfö 
ber  X^eoric  qnabratifd^er  ©leid^nngcn  nic^t  lösbar  i[t.  ©in 
©leid^nnggf^ftem  gel^ört  aber  nnr  bann  jn  ben  qnabratifd^cn 
©leic^ungen,  toenn  bie  Slnflöfnng  beiSfelben  bnrc^  eine  ©leid^ung 
jttjeiten  ©rabeS  ober  mit  ^ilfe  einer  ber  in  §  107,  II)  be* 
fprod^enen  ©leid^nngSarten  crjielt  tt)irb.  Soll  bie  Äuflöfnng 
ber  ©leid^nng  4)  in  befonbern  gäQen  gelingen,  fo  mu§  eine 
ber  aSebingnngSglcid^nngen  1)  bis  5)  jttjifd^en  ben  Soeffiiienten 
erfüllt  fein,  ttjobnrd^  4)  in  eine  ber  nebenftel^enben  gormen 
übergel^t. 


1) 

A^-A-Q,       ? 

Jorm: 

A^x^  +  A^x  +  A  —0. 

2) 

^,  =  ^1  =  0, 

II 

A^a^ -\- A^x*  +  A  =  0 . 

3) 

A^  — A  —0, 

II 

A^a?  +  A^a?  +  AyX*  —  0 . 

4) 

Ay  —  A  —0, 

II 

A^a^  +  A^a^  +  A^o^  ^  0 . 

5) 

A        A^f  A^      Ag, 

II 

A^x*  +  A^x^  +  A^!}^ 
+  A^x  +  Ai  =  (i  (reji^jtof). 
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b)  Äuflöfunfl  eines  ©^ftemi^  mit  jtoei  Unbef annten. 
3ur  ©liminotion  einer  Unbefonnten  ouS  einem  gegebenen  ®Iei= 
c^unggf^ftem  fönnen  bie  in  §  99  befprod^enen  JKetl^oben  benufet 
»erben.  SlÖein  in  mand^en  gäQen  tuirb  mon  burd^  bie  allgemeinen 
SluflöfungSDerfal^ren  auf  eine  (EliminationSgleid^ung  l^ö^eren 
@rabei^  gelangen.  2)nrd^  eine  gefd^idtte  S3e]^anblung  unb  jmedt- 
mäßige  SBerbinbung  ber  ©leid^ungen  fönnen  oft  SBeitläufigfeiten 
unb  ©d^ttjierigfeiten  in  ber  SRe^nung  erfpart  bleiben.  S)ers 
artige  befonbere  ÄuflöfungSüerfal^ren  l^ängen  üon  ber  Sefc^affen* 
l^eit  be§  ©^ftemi^  ah. 

I)  i^äufig  ift  e8  üorteit^aft,  nid^t  unmittelbar  bie  Unbe^ 
lannten  felbft,  fonbem  ben  SBert  einer  SJerbinbung  berfelben, 
j.  S.  il^rer  ©umme,  ®ifferenj,  bei^  5ßrobufteg,  beS  Ouotienten 
u.  f.  xo.,  ju  beftimmen.  ^ieraug  finb  bann  bie  SBerte  ber 
Unbef  annten  leidet  ju  ermitteln,  j.  83.: 

1)  ©egeben: 
(x-5y  +  {y  +  5f=389 

x  +  y  =  27. 

@e|t  man  a;  —  5  =  ;3f  unb  y  +  5  =  w,  fo  ^at  man  bag  Softem 
JU  löfen: 

1^2  4.  ^2  =  339 

z  +  u  =    27. 

2)  ©egeben: 

\x^  +  2y2)  (3x^  —  4t/2)  =  48 
2x^  —  y^  =  l. 

SWan  je^e  x^'\'2y^  =  z  unb  3x^  —  Ay^  =  w,  fo  tt)irb 
2  (2  a:*  —  y^):=.  z  -{■  w,  bal^er  ^ei^t  bag  junäd^ft  aufjutöfenbe 
Softem 

zw  =  48        . 

0  +  m;  =  14. 

II)  ffleftel^t  bag  ©^[tem  aus  einer  linearen  unb  einer  quabra- 
tifd^en  ©leid^ung,  fo  toenbet  man  im  allgemeinen  jwedEmä^ig 
bie  ©ubftitutionömett)obe  an,  j.  83.: 


366    Sflnfter  ^bfd^nitt.    ®Ieid^ungen  erften  unb  ^toeiten  9tabe9. 

©cgcbcn : 

1)  ax^  +  hxy  +  cy^  +  dx  +  ey  +  /*=  0 

2)  a,x  +  b,y  +  f,^0. 

Soft  man  bie  lineare  ©leid^ung  natS)  einer  Unbelannten,  j.  SB. 
X  ouf,  fo  ift: 

3)    rr=-^?-+^ 

unb  fül^rt  nton  biefcn  S33ert  in  1)  ein,  jo  entfielet  eine  quabratijt^e 
©leid^ung  in  y.  fflejeic^net  man  bie  Sffierte  für  bie  Unbefonnte 
in  biefer  ©teid^ung  mit  ^i  unb  y^  unb  fe|t  biejclben  in  3)  ein, 
fo  erl^ält  man  offenbar  jtoei  Sffierte  für  x,  toetd^e  x^  unb  x^ 
l^eifeen  mögen.  S)ie  SBurjeln  x^  unb  y^,  fottjie  ^»2  ^^^  V^  f^^^ 
jujammengel^örige  SBerte  (§  98).    hieran«  ergiebt  fid^  ber 

1)  Sel^tfai^:  @in  ®teid§ung8f^ftem  auS  einer  linearen 
unb  einer  quabratifd^en  ©(eid^ung  mit  jtoei  Unbe* 
lannten  wirb  burd^  jtoei  SBurgelpaare  befriebigt 

III)  S)ic  Äuflöfung  ift  leidet,  wenn  fid^  aug  bem  ©Aftern 
burd^  bie  SlbbitionS-  unb*  ©ubtraftion^metl^obe  eine  einfädle 
ober  eine  quabratifd^e  ©teid^ung  für  eine  Unbefannte  ableiten 
lä^t,  i.  95.: 

®^9^^^"^     {2.^-    y«=63. 
Sluflöfung. 

a:8==36,    ic  =  +  6;       y' =  9,    y  — ±3. 

S)ie  SBorieid^en  ber  gefunbenen  SBerte  für  bie  Unbefannten  finb 
unab{)ängig  üoneinanber,  ba  in  ben  ©teid^ungen  nur  bie 
Duabrate  ber  Unbefannten  üorlommen.  Salier  wirb  ba8 
Softem  burd^  üier  5ßaar  SBurjeln  befriebigt,  nämlid^: 

x  =  2b,     —25,         25,    —25 

y  =  24,         24,     —25,     -24. 

2)  Sel^tfa^:  S3eftel^t  ein  ©Aftern  aud  jn^ei  quabra- 
tifd^en  ©teid^ungen  mit  jttjei  Unbefannten,  fo  genügen 
bemfelben  üier  SBertepaare. 

IV)  a3teibt  bie  SRid^tigfeit  einer  ©leid^ung  unöeränbert,  »enn 
man  bie  Sffiertc  ber  Unbefannten  miteinanber  öertaufd^t,  fo  nennt 
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man  bte  ©leid^ung  f^mmetrifd^.    (£§  jet  baS  f^mmetrifd^e 

©Aftern  aufjulöfen: 

|1)    x  +  y^ma 

2)  xy  =  h. 

ÜÄan  fud^c  junäd^ft  bic  S)iffercnj  bcr  Unbcfanntcn.  ©rl^cbt 
man  bic  crfte  ®Ictd^ung  tn8  Duabrat  unb  fubtral^tert  öon  bcr 
neuen  ©leid^ung  ba8  SJicrfad^e  ber  jtoeiten,  jo  entfte^t  (§  16, 5 /J): 

3)    a;*  —  2a;y  +  y*  =  «*  —  4& ;      mithin 

4)    a;  —  y  =  +>/«*  — 46. 
8lug  1)  unb  4)  folgt  fofort: 

unb  aug  1):  y  =  ^(a  +  )/a*  —  46) . 

S)aS  ©Aftern  l^at  nad^  ßcfirfafe  1)  jtoci  SQSertepaare,  nämüc^: 


x,^a  —  ya'^U,    y,  =  Ua  +  y^r^U). 

Sei  Äuflöfung  eine^  ©^[temg  f^mmctrifd^er  ©leid^ungcu 
brandet  man  nur  bic  SBurjcIn  einer  Unbcfanntcn  ju  beftimmen, 
ba  ba§  JRcd^nunggücrfa^rcn  öoUftänbig  baöfelbc  fein  würbe,  toenn 
man  x  mit  y  üertaufd^te  unb  bonn  y  bered^nete.  @inb  bic 
SBurjeln  einer  f^mmetrifd^cn  ©teid^ung  x^  =  w,  X2  =  w^,  fo 
lauten  bic  S33erte  für  bic  anbere  Unbclannte  im  allgemeinen 
umgefcl^rt,  nämtid^  j/i  =  w^  unb  y^  =  w.  3n  befonberen 
gäQcn  fönnen  bic  SBcrte  für  x  unb  y  einanber  gleid^  fein,  b.  1^. 
eg  ift  a:  =  y.    @o  finbet  man  j.  S5.  auS  bem  ©^[tcm: 

x'  +  y2  -  (a;  +  y)  =  40 
xy  =  25 

rz;i  =  +  5,  yi  =  +  5;    ^2*=  —  5  W^b  j/g  =  ""  5 ^  ^^^  beiben 
übrigen  S33ertepaare  finb  lompIcEC  Qoii)Un  (§  119). 

ffiinige  ®Icid)ungcn  ^aben  bie  ©igenjd^aft,  ba§  fie  richtig 
bleiben,  ttjcnn  man  bie  Unbcfanntcn  unb  jugleid^  aud^  i^re 
Äoeffijienten  miteinanber  öcrtaujc^t,  j.  S5.: 

a;2  _|_  y2  _,  ^ 

ax^  +  by^  =  n. 


368    fünfter  ^bfd^nitt.    (S^leid^ungen  erften  ttnb  ^tontm  (Srabed. 

(Entoidelt  man  na6)  ber  SlbbitionS-  unb  ©ubtrattion^metl^obe 
bic  aSertc  bcr  Unbefanntcn,  fo  finbet  man: 


X 


±V'-f^  «»!'  y-±V"-f^- 


Äürjcr  finbet  man  l^ier  bic  SBurjcIn  für  y  auS  bcn  SBcrten 
für  X,  toenn  man  a  mit  i  üertanfd^t.  ®a«  gegebene  ©leid^ungi^:: 
f^ftem  ^ei^t  f^mmetrifc^  inbejug  auf  bie  Qaf)Un  a  unb  6. 

§  109.    Vttflüfung  einiget  l^Sufig  Horbmmenben  ©leidjttngS^ 

S33ir  gelten  jur  fflel^anblung  einer  ®ruppe  üon  Slufgaben 
über,  ttjelc^e  in  ber  SHgebra  l^äuftg  2lntt)enbung  finben.  3n 
Dielen  gäQen  fann  bie  Sluflöfung  f^tt)ieriger  ©leid^ung^f^fteme 
burd^  3w^ö^fi^^"^9  ^^^  ^^^f^  ©runbaufgaben  bettjerffteöigt 
»erben.  Salier  nennen  toir  biefe  unten  folgenben  ©leic^ungg* 
f^fteme  bie  ®runb formen  ber  quabratifd^en  ©leid^ungcn  mit 
jwei  Unbefannten.  S)ie  SSel^anblung  biefer  ®Ieid^ungen,  bej». 
ber  burd^  fie  bargefteQten  S33  ort  auf  gaben  ift  eine  mannigfaltige. 
3Ran  fann  biefe  SSeifpiele  löfen:  1)  auf  üerfc^iebenem  alge- 
braifd^em  SBege;  2)  mittele  SJerfinnlid^ung*),  bei  n^elc^er  bie 
in  §  16  bel^anbelten  SRed^tedfä^e  gute  3)ienfte  leiften  unb 
3)  rein  aritfimetifd^,  mit  ^ilfe  ber  in  §  16  enthaltenen  arit^- 
metifc^en  ßel^rfö^e.  2)er  Slnfänger  möge  fid^  bie  Sluflöfung 
biefer  ©runbformen  jum  fieberen  geiftigen  (Eigentum  mad^en. 

a)  ©runbformen: 
,    x^  +  y^  =  a  fl)    x  +  y  =  a 


3)     •    ,  ^,  4) 


5)     Lx     cc      ,  6) 


2)    a;«  +  y^  =  6. 

1)  x  +  y  =  xy 

2)  a^  +  y^  =  a. 

1)     a;*  +  2/«  =  a 

X m 

y       M 


2) 


« 


)  "^(xn  \t%t  §  112. 
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7) 


8) 


1)  x  +  y^a 

2)  x'  +  y^  +  xy  =  b. 
;i)  ^  +  y'±{x  +  y)  =  a 

2)  xy  =  b. 

Älgebraifd^c  Sluflöfunflen  bicfcr  aufgaben. 

1)  SJian  berechne  junäd&ftbie  ©umme  unb  bie  S)iff erenj 
bcr  Unbefanntcn.  SÄuItipUjictt  man  bie  jtoeite  ©tcid^ung  mit  2 
uitb  k)erbinbet  bie  erl^altene  ©letd^ung  burd^  9lbbition  unb  burd^ 
©ubtraftion  mit  ber  erften,  fo  l^at  man: 

{x  +  yy  =  a  +  2b    unb    (x  —  yy  =  a  —  2b. 

^ieraug  <c  +  y  =  4:ya  +  26  unb  x  —  y  =  +}/a  —  26; 

folglid^    ir  =  i(+T/a  +  26+>/a  — 26). 

2)  ®a  un8  t)ter  bie  ©umme  ber  Unbefannten  gegeben  ift, 
jo  fud^en  tt)ir  junä^ft  il^r  ißrobult  unb  ^ieraug  il^re  ®tf f ereuj. 
©rl^ebt  man  1)  in^  Duabrat  unb  jubtra^iert  t)on  ber  erl^altenen 
©leid^ung  bie  jtneite,  fo  l^at  man  3)  2a;y  =  a*  —  6.  ©leic^ung 
3)  t)on  2)  fttbtral^iert  unb  bie  neue  rabijiert,  liefert: 

4)    rr-y  =  +l/26-a*. 

3n  ö^nlid^er  SSSeife  finbet  man  ben  SBert  für  x  +  y,  toenn 
X  —  y  gegeben  ift. 

3)  2)iefei^  ©Aftern  ift  unter  4)  §  108  be^anbelt.  2)  Söfung. 
6^  fei  in  ©leid^ung  1)  a  —  2s,  atfo  x  +  y^2s.  ©efet  man 
nun  X  —  y  =^2df  fo  ift  a;  =  5  +  d  unb  y  =  5  —  d.  SJiefe 
aBerte  für  x  unb  y  in  2)  eingefe^t,  giebt  (5  +  d)  (s  —  d)  =  6, 

]^ieratt§  d  —  +  V«*  —  6  u,  f.  tt). 

4)  ©efet  man  in  bie  quabrierte  erfte  ©leid^ung  für  ä;^  +  y* 
ben  aBert  a,  fo  entftel^t  bie  quabrattfd^e  ®Ieid^ung  für  xyi 

{xyf  —  2a;y  ==  a;    folglid^    xy  =  1  +  "j/a  +  1 . 

5)  S)ie  SRuItipüfation  beiberr@tei(^ungen  liefert: 

x^=^ab,    x«=^  +yab. 
©tetd^ung  1)  burd^  2)  bioibiert,  giebt: 

y«  =  f    folglich    y  =  ±l/f 

e^fillet,  «Irit^metit.  24 
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m 


6)  ®a  btc  Duotientflleid^ung  -  =  -  gegeben  tft,  fo  fe|e 

man  x^mt  unb  y  =  w^  (§  74,  6,  Änmerfnng).   %afyct  man 
biefe  aBerte  in  bie  erfte  ©letd^ung  ein,  fo  entftel^t: 


7)  ffirl^ebt  man  1)  inS  Dnabrat  unb  ful^tral^iert  öon  ber 
erl^attenen  ©leid^ung  bie  jtt)eitc,  fo  l^at  man  ajy  =  a*  —  6. 
Aus  biefcr  ®Iei^ung  unb  2)  finbet  man  leidet: 

x--y  =  ±yAb  —  3aK 

8)  Äbbiert  man  ba8  doppelte  ber  jttjeitcn  ©leid^ung  jur 
erften,  fo  entfielet  bie  quabratifd^e  ©leid^ung  in  x  +  y: 

(^  +  y)*  ±  (^  +  y)  =  «  +  26;    mithin 

b)    3ii>^üdtfä]^rung   gegebener   ©teid^unggf^fteme    auf 

eine  ber  ©runbformen. 

SQ3ir  jeigen  nun  an  einigen  Scifpielen,  toeld^e  in  ben  Stn- 
toenbungen  ber  Algebra  oft  üorfommcn,  tt)ie  il^re  Sluflöfung 
burd^  3w^ö*fä^^ii^9  ^^\  ^tee  ber  befannten  ©leic^ungSf^fteme 
1)  big  8)  bett)crf[telligt  »erben  fann. 

I)  SeifpicI. 

1)  X  +y  =a      (11) 

2)  x^  +  y^  =  b    (341). 

1)  Sluflöfung.  S)imbiert  man  2)  burd^  1),  fo  entfte^t 
(Seite  66,  Formel  2): 

3)    x^-xy  +  y'  =  31, 

S)iefe  ©leid^ung  oon  ber  quabrierten  erften  fubtra{)iert,  gieBt: 

Sxy  =  90,        folglich        4)    xy  =  30. 
©leid^ung  1)  unb  4)  bilben  bie  ©runbform  3). 

2)  2luf  löf  ung.  Sr^ebt  man  ©leid^ung  1)  auf  ben  ^M 
unb  fubtra^iert  oon  ber  erl^altenen  ©leid^ung  bie  jtoeite,  fo 
^at  man:  3)    3^;^ (^  +  y)  =  990 . 


{ 
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©eftt  man  in  btefe  ©leid^utifl  bcn  SBert  für  a;  +  y  qu8  1), 
fo  xoxxb:  4)    xy  =  30. 

II)  »eijpiel. 

1)  X  +y  =a      (5) 

2)  a;*  +  y*-6     (97). 

1)  Äuftöfung.    ffirl^cbt  man  1)  in  bie  oierte  ?ßotcng 
unb  fubtral^iert  t)on  ber  neuen  ©leid^ung  bie  jtoeite,  fo  bleibt: 

3)  Aar^y  +  6x^y^  +  Axy^  =  528        ober 

4)  4xy{x^  +  y^  +  6a:*y*  =  528 . 

Äu8  ber  quabrierten  crften  ©teid^ung  folgt: 

a^  +  y^  =  25  —  2xy. 
©iefen  SQ3ert  für  x^  +  «/*  in  4)  eingefe^t,  giebt: 

5)    2  '  {xyy  -  100xy  + 528'^  0\ 
folglid^:  6)    a:y  =  25  +  19;      a;y  =  6. 

2)  Auflösung.     SÄan   gel^e    au8    üon   ber    ibentifd^en 
@Ieid§ung: 

{X  +  y)*  =  (x*  +  j^)  +  4:rt/(:r  +  yY  -  2a;»y^ 
Sfhin  ift  aber: 

(x  +  yy  =  a^]    a;*  +  y*  =  *    W^b    a;  +  y  =  «- 
äJtan  l^at  bal^er: 

a*  =  6  -}-  4a*  •  a?«/  —  2(a;y)* ;      folglid^ 

{xyy  -  2a« .  (xy)  +  i(a^  -  6)  =  0 

xy  =  a'±y^(a^  +  b). 

ni)  »eifpiel. 

1)  a;  +  y  — a    (12) 

2)  xy(x^  +  y^)  =  b    (2560). 

Äuflöfung.    ©rl^ebt  man  1)  in8  Duabrat,  fo  ergiebt  fid^: 

3)    x^  +  y^  =  a^  —  2xy. 
5Dett  SSäert  a*  —  2ii;y  in  2)  eingefe^t,  liefert: 

4)    xy(a^  —  2jjy)  =  l  ober 


{ 


o^  * 
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5)    ixyy-W{xy)  +  ^b'^0', 
foIßRc^: 

a;y  =  ^(a*  +  ya*-  86), 

IV)  SBeifpteL 

(^  +  !^)(^  +  y)  =  «    (715) 
(^*  -  y')  (^  -  y)  =  6      (99). 

1)  Äuflöfunfl.  2)aS  gegebene  ©Aftern  lann  man  in 
folgenber  SBeife  barfteQen: 

[{x  +  yy  —  2a;y]  (a;  +  y)  =  a 
[(^  +  yy  —  4a;y]  (a;  +  y)  =  6. 

©eftt  man  jur  Äfirje    Ä;  +  y  =  5,    xy  '=p,    jo  gelten  biefe 

©teid^ungen  in  bie  folgenben  über: 

(s*  —  2jp)5  =  a 
(s*  —  Ap)s  =  6 . 
^ierau^  finbet  man  leidet: 

s  =  a;  +  y=j/2a  —  6(11). 

2)  «nf  lö  jnng.   SRan  biütbiere  1)  bnrd^  2),  fo  erhält  man: 
jx'  +  y')  (^  +  y)  ^  715    ^j..^    _jrMiyl___65 

(a;   -  yy  {x  +  y)         99      ''''*'*'     x«  +  y»  -  2a;y         9  * 

Äug  ber  legten  ©leic^nng  lann  man  auf  üerfd^iebenem  SBege 
(j.  S.  mittels  ber  lorrefponbierenben  Slbbitton  unb  ©ubtraftion) 
bie  ©leid^ung  ableiten: 

121 ,      a?  +  y 11 

~9~  ^      a;  —  y         3 

V)  3n  mand^en  gäQen  ^at  eine  ®leid^ung  beS  gegebenen 
©^ftemS  eine  ber  folgenben  unter  a)  big  f)  öerjeic^neten 
gormen,  ober  man  fann  eine  berfelben  aug  ben  vorgelegten 
©teid^ungen  entttjidteln. 

^     X  -{-  y        n'  ^ic*  —  y*        n^ 

''         2a;y  n'  '^         asy  n' 

N      a;»  +  y»  ^  m  ^  ^^      Vx  +  Vy^  ^  m  ^ 

'^      Ä»  —  y«        n  ^  ^     yj  -_  |/y        n ' 


/^  +  yy  ^ 
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®ann  leite  man  mit  $Ufe  be«  3)  Sel^rfafte»  §  74  ben  SBert 
beiS  Buotienten  ^  unmittelbar  ab.    SD^an  l^at  an^: 


a)     -  «=  — ! —  b)     -  =  1/  — ^ — , 

l^ieraui^  nad^  a):  


^     y  "^  Vm  +  2ti  —  yar^^'  ^^     y'^Vm-^n' 

n      g^/m  +  tiy^ 
^     y       \^m  —  ny 


ßur  (SnttDidelung  beS  Cuotienten  ber  Unbelannten  ift  t^ 
oft  jtüedfmälig,  jttjci  ©leid^ungen  burd^einanber  ju  biöibicren. 
@o  ]§at  man  j.  ^.  aui^: 

ic^y  +  xy^  =       30 
a;*y  —  xy^  =  —    6 

x*y  +  a:y*         30 


t 


rc'y  —  ajy'        —  6 ' 


l^ieraud 


g'y 80  — •  6  2        .  Ä 2 

öp         80  —  (—  6)  "^  8      ^^'^^     y  ~  8  ' 

c)    Sel^anblung  k)on  SBurjelgleid^ungen. 

VI)  ffleifpiel. 

|1)       a;+     y  =  58 

1)  Äuflöfung.     Um   bie   SBurjelgrö^en   ju  befeitigen, 

fc^e  man  yx  =  z  unb  l/y  =  M^/  fo  l^at  man  ein  Softem  öon 

ber  3form  2)  anfjulöfen.    Ober  man  betrad^te  Yx  unb"|/y  als 
Unbelannten  unb  löfe  baS  Softem  bireft  »ie  ®mnbform  2)  auf. 

2)  «uflöf ung.    (Srl^ebt  man  2)  ini^  Duabrat  unb  töft 
biefe  ©leid^ung  nad^  xy  auf,  fo  ftnbet  man: 
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xy 


( 


100  —  a;  —  y 


2 


) 


S)urd^  Sinfelung  hei  SESetteS  fftt  x  au8  1)  ergiebt  fic^: 

-ry  B=  441. 

3)  Suflöfung.    «US  2)  fotgt: 

3)  yi  =  io  — V^. 

S>iefe  ®Ieid^ung  in8  Duabrat  ei^oBen  unb  in  bie  neue  ©letd^ttttg 
beit  SESett  ^r  x  aitö  1)  etngefe|t,  liefert: 

4)    y-10V9  +  21  =  0;      V^  =  5  +  2. 

VII)    »eifpici. 

1)  «»H-y'»«!/!!! 


(o=   63) 


2)     a^-y»=b]/^^        (6  =  183) 


9lttft5fuitg.    SHbibiett  man  2)  burd^  1),  fo  i^at  man: 

a     V  c 


/pS    y9 

aj'  +  y' 


3) 


^x  —  y    x—-y 
x  +  y'  x  +  y 

b    X  —  y 


ober 


rc'  +  y'        a    rc  +  y 

3)ie  Knie  Seite  öon  3)  (nad^  ben  gormettt  2)  unb  3)  Seite  66) 
jertegt  unb  biefe  ©teid^ung  burd^  ^"X^  biöibiert,  giebt: 

.V      x^  +  xy  +  y»  ^  &  ^  183  _  61 
/      a;«  «_  ajy  -f.  y*"^  a         63         21  * 

§ieratt8  folgt  jufotge  §  75,  3)  Sel^rfafe: 

6) 


mitl^in  nad^ 


a?»  +  y»  ^  a  +  b  ^  41 
rcy  6  —  a        20 ' 

5)  d)     x  +  y  ^  g 
x  —  y 


X 


Äug  6)  lann  man  ben  SBert  be^  Quotienten  -  oud^  ouf  fot 

genbe  SBeife  enttoidfetn.    gül^rt  man  bie  ©iöifion  linf«  au8, 
fo  entfielet:  54.  y„il. 

y  "•    55  ""  20  * 
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©iefc  ©Icid^uHfl  mit  ~  muttiplijiert,  liefert  eine  quabratifd^e 
für  -,  ttatnhdg: 

/?\*-.^    /^?\4-i       0-     5  =  lL±i     5  =  5 

§  110.    ^ortfe^ttttg  ber  VttflifttttgSUl^re. 

1)  SBenn  in  bent  aQgenteinen  t)oaftänbigen  ®Ieid^ung8^ 
f^ftem  in)  §  108  bie  Äoeffijienten  ber  linearen  ©lieber  nnb 
bie  S3elannten  f  nnb  /i  jnglcid^  Slntt  »erben,  fo  entftel^en 
©teid^nngen  t)on  „lanonifd^er  gorm",  nämtid^: 

ax^  +  ^^y  +  cy*  =  0 

< 

3ebe  ©leid^nng  biefer  ?lrt  ift  für  ben  Dnotienten  -  öom  jtoeiten 
@rabe.     S)it)ibiert  man  j.  83.  bie  erfte  ©teid^nng  bnrd^  y*, 

3ft  aniS  biefer  ©leid^nng  ber  SBert  für  -  Bered^net,  fo  finbet 

man  nad^  §  109,  6)  bie  SBnrjetn  ber  Unbelannten  ol^ne 
@^n)ierigleit.  f^el^ten  in  bem  allgemeinen  ©leid^nngSf^ftem 
III)  nnr  bie  linearen  ©lieber,  fo  tantet  baSjelbe: 

< 

9)>2an  leite  au^  ben  gegebenen  ©leid^nngen  eine  britte  t)on 
fanonifd^er  gorm  ab,  inbem  man  bie  erfte  ©leid^nng  mit  /i, 
bie  jtoeite  mit  —  f  mnltiplijiert  nnb  bie  erl^altenen  ®Ieid^nngen 
abbiert    ß.  83.: 

1)  2x^  +  2xy  +  3y*  =  18 

2)  6x^+    xy+    y^  — 12. 

Ättftöfnng.  äRnltipKjiert  man,  nm  bie  Äbfolntgtieber 
for^ufd^affen,  1)  mit  —  2,  bie  jtoeite  ©teid^nng  mit  3  nnb 
abbiert  bie  entfianbenen  ©leid^nngen,  fo  ift: 
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$teraud  folgt: 


\y)  U'  y~  IV 


y  28 

2)  ©ie  äuflöjung  cincg  ©tcid^ungiSf^fteniS  öon  bcr  gorm 
III)  (§  108)  fül^rt  im  aKgcnicincn  auf  eine  ©liminationSgleid^ung 
vierten  ©rabeS.  @oQ  bie  ©ntnritfelung  ber  Unbefannten  mit 
J^ilfe  einer  quabtatifd^en  (Snbgleid^ung  gelingen,  fo  muffen  bie 
ben  jtpeiten  ®rab  lennjeid^nenben  ©lieber  entmeber  überein- 
ftimmen  ober  bod^  gleid^  gemad^t  tt)erben  fönnen.  (SrfüQt  baS 
©Aftern  biefe  änforberungen,  fo  lonn  man  aug  bemfetben  eine 
einfädle  ®Icid^ung  Iierleiten  unb  bann  noc^  §  108,  b),  2) 
bie  Unbefannten  berechnen. 

?luftöfung  burd^  3^^I^9^^Ö-  SBenn  man  auf  ber 
Knien  Seite  ber  ®teid^ung: 

a)    {ax  +  ^y  H-  ^)  {ß^  +  ^y  +  /*)"=•  0 

bie  ÜKuItipIüation  auSfül^rt,  fo  entfielet  eine  Oleid^ung  tjon  ber 
allgemeinen  %i^xm  unter  I)  §  108. 

SSorftel^enbe  ©leic^ung  aber  fann  in  bie  einfad^en 

aa?  +  Jy  +  ^  =  0     unb     dx  +  ey  +  f=^0 

jerlegt  »erben,  bereu  Söfungen  bie  quabratifd^e  ©leid^ung  be= 
friebigen.  §at  bal^er  eine  ©leid^ung  beg  ©^ftemiS  bie  fjorm 
ber  allgemeinen  ©Icid^ung  I)  unb  bie  anbere  bie  %\>xvx  a),  fo 
fann  baSfelbe  in  jtoei  ©^fteme  jeriegt  toerben,  inbem  man 
jebe  lineare  ®Ieid^ung  mit  ber  quabratifd^en  tjerbinbet. 

1)  2a?  —  Qxy  +  by^  —  9^x  +  4:y  +  20  =  0 

2)  (2a;- 3y  — 6)(a:  — 4y  +  2)  =  0. 

Serlegung: 
2a;  —  3y  —  6  =  0    unb  ®Ieic^ung  1)    (Srfteg  ©Aftern.) 
a;  —  4y  +  2  =  0    unb  ©leic^ung  1).    (3toeiteg  Softem.) 

SHe  äuflöfung  j|ebcg  ©^ftemS  liefert  jwei  $aar  jufammen- 
gel^örige  SBerte,  unb  biefe  öier  SBertepaare  finb  bie  SBurjeln 
beS  ©^ftemg.    ©elingt  eS  alfo,  bie  Kufe  Seite  einer  ©leid^ung 
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öon  bcr  aQgcmrincn  gorm  unter  I)  in  ein  ^robult  öon  ber 
%dxm  unter  a)  ju  jerlegen,  fo  ift  bad  ©^fieni  lösbar.  |)aben 
beibe  gegebenen  ©tcid^ungen  biefe  gorni  a),  ober  laffen  fid^ 
il^re  tinfen  Seiten  burd^  ^obufte  biefer  Art  barfteHen,  fo 
lann  man  ba^  quabratifd^e  ©^fient  in  t)ier  ©^fteme  au8 
linearen  ©leid^ungen  jerlegen,  beren  Söfungen  bie  SBurjetn 
ber  urfprünglid^cn  ©leid^ungen  finb. 

3n  mand^cn  gätten  lä^t  fid^  bie  Iin!e  Seite  einer  numeri- 
fd^en  ©leid^ung  tjon  ber  gorm  II)  §  108  burd^  ein  ^robult 
barfieQen,  fo  ba^  bie  ©teic^nng  burd^ 

{x  +  my  +  n)  (x  +py  +  q)  =  0 

auSgebrüdCt  ttierben  !ann.  S)antit  biefe  3^^t^9^^9  auSfül^rbar 
ift,  niu§  jwifd^en  ben  belannten  ®rö§en  folgenbe  Sebingunga^ 
gleid^ung  beftel^en: 

(ac  -  2dy  =  (a«  —  4&)  (c»  -  4c) . 

©0  lann  j.  S3. : 

x^  +  5a;y  +  6y>  +  2rr  +  y  —  15  =  0 

burc^      {x  +  2y  —  3)  {x  +  3y  +  5) 

bargefteQt  werben.    gel^It  ha^  ®üeb  y%  l^at  bie  ©leid^ung  alfo 

bie  gorm: 

x*  +  ^^y  +  6a?  +  et/  +  ^  '=*  0 , 

fo  fann  man  fie  burc^ 

(x  +  my  +  w)  (rc  +  2?)  =  0 

au8brüdfen,  toenn  bie  fioeffijienten  bie  SSebingung 

a^d  «s  (ab  —  c)c      erfüllen. 

3um  S3eifpiel: 

a;*  +  4a;y  +  5a:  +  8y  +  6  =  0 . 

gerlegung: 

(a:  +  4y  +  3)(a?  +  2)  =  0. 

Um  bie  ©leid^ung  t)on  ber  f^orm: 

y^'\-axy  +  })x  +  cy  +  d^^O     burd^    (y  +  ^x '\- n)(y '\' p) 

erfe|en  ju  fönnen,  mu§  a*d  =  (ac  —  5)6  fein.  @o  lann  man 
2.83.  bie  @teid^ung: 
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y*  —  5a;y  —  20a;  +  lly  +  28  —  0 

in  bcr  gortn: 

(y  —  5a:  +  7)  (y  +  4)  «=  0    fd^reibcn. 

gel^Icn  enblid^  bie  ©lieber  o?  unb  y*,  l^at  olfo  bie  ©teid^ung 

bie  gorm: 

a;y  +  <*^  +  ^y  +  ^  =  0  ^ 

fo  fann  tnon  bie  linfe  ©eite  in  ein  ^robult  t)on  ber  gönn 
(a?  +  w)  (y  +  n)  jertegen,  toenn  c  -»  a6  ift.    3-  S3.  : 

a;y  +  4a?  — 9y~36  =  0. 

Serlegung: 

(^-9)(y  +  4)  =  0. 

aWan  felie  femer  §  47,  bejonberg  3)  unb  4). 

§  111.     3^i|^^rifi|^  SarfleDung  quabtatifii^et  ®(eiil^ttngen. 

a)  SRetn  geometrifd^e  Äonftruftion.    ©egeben  fei  bie 

©leid^ung: 

Q?  —  aa;  +  Je  =  0, 

toetd^e  nad^  §  105,  5)  jtoei  poptiöe  SBur jeln  l^at,  faQ§  biefelben 
überl^aupt  reett  jtnb.    3Ran  jeid^ne  t)on  einem  fünfte  A  jwet 

®eraben  unter  einem  beliebigen 
SBinlel  «  unb  trage  öon  A  aug 
auf  AL  nad^  einer  Sineareinl^eit 
AB='b,  AC^c,  auf  AM 
bie  ©tredte  AD==a  ab.  Sluf 
ben  abfd^nitten  BC  unb  AD 
errichte  man  bie  2RitteIfen!- 
rechten  unb  bejd^reibe  öon  il^rem 
©c^nittpunlt  E  aug  mit  J5JB? 
einen  Sttti^.  S)ie  ©tredfen  J.F 
unb  AG  üerfinnlid^en  bie  SBur* 
jeln  ber  üorgetegten  Qtteid^ung. 
SBetoeiS.  SBejcid^net  ber  Slbjd^nitt  AF  bie  Qdf)i  x,  fo 
öerfinnlid^t  bie  ©tredfe  AG  bie  SBurjel  a  —  x.    9lun  ift  aber 

nad^  bem  ©elantenfa|e  AF- ZG^«=  AB- ÄG  ober: 

x{a  —  a?)  «=»  6  •  c ,     b.  i.    a:^  —  aa;  +  ^^  =  0. 


Sfig.  86. 


§  111.    3ei4>t<^f4t  3)<nfleaung  qmibiattft^  aiei^ungen.    379 

gifl.  35  fteat  bie  ©leit^iing  a^  —  6a  +  8  =  0  bar.  fSi 
ift  äB-=2,  AC=4,  ÄF  —  Xi  —  2  unb  ÄG-~x^  —  4. 
(ile^t  bei  ßietS  buid^  bie  ^ugpunhe  bei  a^ittelfenlre^ten,  fo 
^at  bie  @Ieii^ung  jmei  gleiche  ^urjeln,  unb  beruhet  beifetbe 
bie  ©erabe  AM  nii^t,  (d  (inb  bie  Serte  für  x  imoflinär  ober 

b)  SBerfinnIi(f|ung  burd^  trumme  ßtnien.  Um  eine 
quabratijc^e  ®Ieic(|ung  t>ott  bei  $oim: 

a^  -{-  px  -}-  q  ^' 0 
iiHAiäi  bariufteOen,  erfe^t  man  0  bini^  bie  abhängig  ueränbeti 
tii^e  @rö§e  y  unb  Verfällt  bann  genau  (o  wie  in  §  98.    ®oQ 
}.  ÜÖ.  bie  Sinie  gejeit^net  roerben,  mett^e  ber  @llet(^ung: 

«»  +  3a;  -  4  =  0 
entfprii^t,  fo  fe^e  man: 

y  =  a;»  4-  3a:  —  4 . 
gfir  bie  aüerte: 

a  — —  5,  -4,  -3,  -2,   -1,       0,    1,   2,    3, , 

»Dtrb: 

y= 6,       0,  —4,  —6,   —6,  —4,   0,   6,  14. 


geit^et  man  nun  ein  rec^ttointeliges  fioorbinatenf^tem  (§  98), 
fteflt  We  Sbfciflen  mit  i^en  juge^iSrigen  jDrbinaten  bat  aiÄ 
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t)erbinbet  bie  @nb))un!te  berfetben  burd^  einen  3^9  ^^^  fi^^ter 
J&anb,  \o  entfielet  eine  offene  Irumme  Stnie  (gig.  36).  S)te8 
iBilb  ber  ©leid^ung: 

y  «=  ir*  +  3a;  —  4 

toirb  offenbar  nnt  fo  genauer  gejeid^net  »erben  lünnen,  je  mel^r 
5ßunlte  man  bered^net,  unb  tpenn  man  für  x  au6)  Srüd^e  fe^t 
unb  l^iemad^  ybeftimmt. 

®ett)tffe  quabratifd^e  ®letd^ungen  l^aben  bie  Sigenfd^aft^ 

ba§  i^r  räumlid^eg  »itb  ftetö  biefelbe  fturöe  ift.    @g  fei  j. ». 

bie  ©teid^ung: 

ÄJ'  +  y"  —  25  =  0 

jeid^nerifd^  barjufteQen.     SRan  gebe  ber  ®Ieid^ung  bie  fjorm: 

Um  juerft  feftjufteQen,  ob  unb  etjentueH  in  toeld^em  fünfte  bie 
gefud^te  Sinie  bie  Drbinatena^fe  fd^neibet,  f e|e  man  x  =  0, 
fo  tt)irb: 

y  =  4.)/25  =  4.5. 

golglid^  wirb  bie  F^Sld^fe  oberl^alb  unb  unterl^atb  ber 
Xi^ä)\t  in  bem  Slbftanbe  tjon  5  Sängeneinl^eiten  (öon  0)  ge= 
fc^nitten.  ©efet  man,  um  bie  ©d^nittpunlte  beg  S3UbeS  mit  ber 
Z-Sld^fe  ju  beftimmen,  y  =  0,  fo  finbet  man  aug: 

ZxcLQt  man  atfo  öom  SlnfongSpunlt  auiS  bie  Slbfciffen  a;  =  5 
unb  a?  =  — 5  ab,  fo  l^at  man 'bie  gefud^ten  @d^nittpun!te. 
äQe  QaijUntotxtt  für  x,  bie  größer  als  +5  unb  Meiner  aU 
—  5  finb,  mod^en  ben  JRabüanben  negatiö  unb  liefern  für  y 
imaginäre  ^a^tn,  b.  I).  eg  giebt  für  biefe  SBerte  feine  Drbinaten. 
äQe  übrigen  (reeQen)  SBerte  für  x  liegen  jwifd^en  0  unb  +4, 
bejtt).  jtoifd^en  0  unb  —  4.  SBir  fc^Iiefeen  barauS,  ha'^  bie 
gefüllte  Sinie  nad^  oQen  ©eiten  gefd^Ioffen  fein  mu§. 

Pr  a?  =  +  1,  ±  2,  +  3  toirb  y  =  +1/24,  ±y2i , 

+  4.  S)a  jleber  SBert  für  bie  Slbfciffe  x  jtoei  abfolut  gleid^e, 
ber  Sage  nad^  entgegengefe^te  Drbinaten  liefert,  fo  mu§  bie 
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trumme  fimie  oberhalb  nnb  unterhalb  ber  X^Sc^fe  biefelbe 
©eftolt  ^ben.  Unb  )DfU  ferner  obige  @Iet(^ung  für  ie  j/Don 
abfolut  qleiäft,  ber  Sage  nad^  entgegengefe^^te  Sbfctffen  x  unb 
—  X,  ftetS  gleid^e  Orbinoten  giebt,  fo  mu^  auc^  bie  T-Sc^fe 
bie  fragliche  Sinie  in  iioei  tongruente  Xeile  jerlegen.  äSerec^net 
man  nodf  für  einige  äßerte  ber  ®rd^e  x  bie  Crbinaten,  jieQt 
bie  fioorbinoten  bar  unb  t)erbinbet  bie  erl^altenen  fünfte  ber 
gefud^ten  Sinie  burd^  einen  j^uq,  fo  entfielet  bie  fireiiSlinie. 
S)er  äßittelpunlt  berfelben  unb  ber  Anfang  ber  Äoorbinaten 
faQen  juf anraten.    Seber  (Sleid^ung,  »eld^e  bie  ^^orm: 

a:*  -|-  y«  t=  r*     ober    y  =  )/r*  —  x* 

l^at  ober  auf  biefelbe  jurüdgefül^rt  werben  tann,  entjpric^t  bai^ 
räumlid^c  SSitb  ber  ftrcii^Iinie.  S)a]^er  nennt  man  bie  allgemeine 
Oleid^ung  a:*  +  y«  =  r*  bie  ®Ieic^ung  beg  fircijcg. 
S)a8  geometrifd^e  Silb  einer  ©leid^ung  oon  ber  x^oxm: 

y=-  Vc?  —  x^    ober    "^-^  +  ^  =  1 
ift  bie  eilipfe.*;    3ebe  ©leid^ung,  wcld^e  bie  gorm: 

erfüllt,  giebt  burd^  ßeid^nung  tierftnnlid^t  eine  ^orabcl**), 
beren  Äd^fe  bie  ?lbfciffcnad^fe  ift  unb  beren  ©c^eitel  in  bcn 
Slnfang  ber  Äoorbinatcn  föQt.  §at  enblic^  bie  ©leid^ung  bie 
gorm: 

y=-Yx^^^^, 
fo  bejeid^net  fie  röumtid^  aufgefaßt  eine  $^ per 6 et.***) 

*)  %\t  Summe  ber  (SntfernuitQen  eines  jeben  @IIip[en:j)unfteS  öon 
jtoei  f eften  (a3renn=)$unlten  ift  ftetS  biefelbe,  nömlid^  gleid^  ber  ötofeen  ^^\t, 
**)  Seber  ?Pttn!t  ber  ^ßarabel  l^at  gleid^en  Äbftanb  öom  5Brenn:j)unft 
unb  öon  ber  Seitlime  (Drbtnatenad^fe).  %\t  Parabel  ift  nad^  einer  ©eite 
offen,  bie  Slc^fe  teilt  bie  Äurüe  in  atoei  gleid^e  ^xotx^z,  bie  fidj  inS  Uns 
enblid^e  erftreden. 

***)  3)ie  3)ifferenä  ber  Entfernungen  jebe«  fe^iperbelpunlte«  öon  jwei 
feften  fünften  (Särennpunften)  ift  unöeränberlid^  unb  awor  i^rer  (&on^t=) 
Sld^fe  gleid^.  (Sine  ^^perbel  befielet  auS  ^xotx  gleid^en,  getrennten  gweigen, 
bie  o^ne  ^ren^en  fortgel^en. 
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§  112.     ttEflSfnng    tingtlleitirttr   i(nibritif<|tr   eiei^wigls 
uifgoleii  nitttll  geamttiifiler  Serfittnn^mg. 

3>ie  set(f|neri((fie  ©Qtfteßung  \e^t  un8  tnftanb,  ringefleibete 
üufga^en,  beim  S5fung  auf  ein  ©Aftern  ($icxi)miQen  jtoeiten 
Sirabeg  mit  jWei  Unbelonnten  fü^rf,  elementar  ju  löfett,  alfo 
eine  Sluflfi(unfl  ju  fc^affen,  ju  beren  Serftänbni«  leinetlci  alge* 
btaifc^e  ffenntniffe  erforberlit^  finb. 

1)  Stufgabe.  Qmn  ^a^len  ju  finben,  bie  miteinanber 
»eröielfältigt  576  unb  bun^inanber  geteilt  2J-  geben. 

Üuflöfung.  äSejetdinet  man  bie  gefuc^en  3»^^^  mit  ^ 
unb  y,  fo  fann  man  laut  ben  S3ebingungen  ber  Stufgabe  folgenbe 
@lei<^ungen  auffteOen: 

1)    xy  =  5W,       2)     1=2^. 

3)ie  Äuflölung  burc^  räumliche  SJatfteQung  mürbe  etwa, 
»ie  folgt,  lauten: 

Seim  leiten  beiber  Qaiiltn  ert|ätt  man  ben  S8ru^  2^  =  J; 
mitliin  ift  bie  eine  3at|l  fraot  fo  grofe  oIS  bie  onbere,  ober 
bie  größere  S<^^  befielt  au9  9  fotd^en  Seilen,  niie  bie  anbere 
beren  4  enttiölt 

2)ie  @trede  AB  in  t^ig.  37  0eran[d|aulid|e  einen  biefer 
gleichen  Xeite,  fo  Berfinnltrfit  bie  ©tretfe  AC  (=i  biefer 


Steile)  bie  tteine,  unb  bie  ©trede  AD,  als  au8  9  gleid^en 
Xeilen  beftetienb,  bie  größere  Qai)l. 

3)a8  tRe^tecf  ACED  fteHt  atSbann  boS  $robu(t  Beiber 
3a^len,  nämlic^  bie  3a^l  576  oor.  DiefeS  SRec^tetf  läfet  fi^i 
aber  mittels  ^arallefen  butdi  bie  Xeilpunlte  in  4  x  9  -=  36 
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unter  ft(^  gteii^e  Ouabrote  jerlegen.  I£in  Ouabrat  üeranfc^au: 
li(^t  qI|d  bie  ga^t  576 :  36  <-  16;  uitb  bie  ©rite  eine»  (ol^en 
Duobroie«  liejei(^net  bie  J/16  —  4 .  Iiie  eine  go^t  wirb  imdi 
ber  3«i^nu«9  bur^  bie  ©trede  ÄC^4-AB  Deranf(fyiuU(^t; 
fte beträgt ba^er offenbar 4 ■  4  =- 16 .  ^e ©trede AC=9AB 
»erfinnltc^t  bie  anbete  3a^I;  folflKt^  ift  (entere  9-4  —  36. 

auf  biefelbe  ffleiie  lönnen  aUt  aufgoben  be^anbelt  roerben, 
in  meieren  ber  Quotient  bejni.  bas  SBetf)äItnie  unb  bae  ^tobutt 
ber  Unbelannten  gegeben  finb,  j.  SS: 

»äifri  Sorten  »erhalten  ftc^  »ie  5:3;  i^r  ^obutt  ift 
735.    Betete  ^a^Ien  finb  e8?" 

2)  Aufgabe,  ©et  Quotient  äraeier  Qa%Uix  beträgt  6,  ber 
Untexfiieb  i^rer  Duabrote  560.    SBie  l^eifeen  bie  gal^Ien? 

Muflöfung.  ©Cieii^net  man  bie  gefuc^len  31^1^"  m''  * 
unb  y,  fo  ^at  man  folgenbe  @(eii^ungen: 


1) 


X»-yi  =  560. 


?Iuflö[ung  mitteliS  geometrife^er  SJarftetlung. 

3)q  ber  Quotient  beiber  3'>'()Iei'  6  beträgt,  fo  ift  bie  eine 
3a^l  6niat  (o  gtofe  al8  bie  anbere. 

S)ie  iBtcedtAB  gig.  38  DerQnfi^au[i(^e  bie  tleinete  unb 
^C-=6x^B  bie  gröfeereSfltll- 
3)ie  Quabtate  beiber  gotiten  finb 
butc^  ABFG  unb  ACDE  bar- 
gefteat. 

®a§  Quabrat  über  ber 
©trede  AC  befielt  auS  36  unter 
\ii)  gleidien  Quabraten,  oon 
meldten  jebeS  gleit^  ABFG  ift. 
3)er  Unterfc(|ieb  ber  duabrote 
beibei  Qaiiim  ift  aljo  burc^  35 
Meine  Quabrate  »erfinnlit^t,  unb    "  " 

jumr  ftellen  biefelben  nad|  ber  Stufgabe  bie  Qaffi  560  bat. 

ä)Iit^in   veranfifiauni^t   rin   tIeineS   Quabrat    bie   Qai^i 
560:  36—  16  unb  bie  ©eite  be«feI6en  bie  l/lB  =  4.    3)ie 
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größere  3^^!^  tpeld^e  burd^  bic  ©tredc  AC  t)erfltttili(l^t  wirb, 
beträgt  alfo  6x4  —  24. 

3)  Slufgabc  3)tc  ©iffcrcnj  jtorier  3^^^^^  betrögt  4,  bie 
Summe  il^rer  Duabrate  136.    SBeld^ei^  finb  bie  ^Qi^XzvCi 

Sluftöfung.  S)ie  größere  ber  gefud^ten  ^^vx  »erbe 
burd^  bie  ©trcdfe  AB,  il)r  Duabrat  burd^  ABBE  üerftttnlid^t 

gcmer  bejeid^ne  BG  bie  anberc  3^^^ 

unb  BCFG  bo8  Duabrat  berfettett 

aWad^t  man  CH'^AB,  jie^t  burd^ 

^  bie  ^araQele  HJ  ^n  AE  unb 

verlängert  FG  big  -K",  fo  wirb  bie 

©umme   beiber   Duabrate   in   jwei 

7    lmo;tVitxAt'Sitiiizdt,AHJE,CFKH 

unb  ba«  Duabratd^en  QBJK  jerlegt 

S)a  bie  jwei  Duabrate  jufammen  bie 

"     3^^!    196    tjerfinnüd^en    unb    bag 

Duabrat^en  bie  3^^^  4^  =  16  be« 

jeid^net,  fo  öeranfc^aulic^en bie  SRed^tcdfe bie  '^oiji  196  —16  =120. 

©rgönjt  man  nun  bie  3^i^nung  ju  bem  Duabrate  über  AC,  fo 

fteUt  biefeg  bie  3aI)I: 

136  +  120  =  256, 

unb  bie  Seite  AC  bie  }/256  =  16  bar.     S)ie  eine  3a^I  ift 
ba^er  ^(16  +  4)  =  10  unb  bie  anbere  -^(16  -  4)  =  6. 

4)  Aufgabe.  SBie  mu§  man  16  teilen,  ia'iii  ha^  ^robuft 
ber  beiben  Seile,  }u  i^rcn  Duabraten  abbiert,  bie  Summe 
208  giebt? 

Sluftöfung.    $ier  lautet  bie  ©teid^ung  mit  einer  Unbe- 

lannten: 

x^  +  (16  -  xy  +  (16  -  ic) . X  =  208. 

S)aS  Softem  öon  jwei  Unbefannten  l^ei^t: 

1)    x  +  y  =  16;        2)    a;«  +  t/^  +  a;y  =  208. 

S)ie  ©tredfe  AC  (fjig.  40)  öeranfd^aulid^e  bie  3a^I  16; 
AB  unb  BC  mögen  bie  gefud^ten  Seile  barfteQen.  S)ie  Ouabrate 
ber  beiben  3a^Ien  finb  burd^  ABBE  unb  BCFG  unb  ba« 
gJrobuIt  berfelben  ift  bur(^  ba8  Sfled^tedt  BCEH  öerfinnlid^t 


5i9.  40. 
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S3Übct.  tnati   ha^  SRcd^tcd  ABGE,   bog    offenbar  bcm 
tRcd^tcdE  ^C^TjE;  gleich  ift,  fo  entfielt  ba«  Duabrat  über  ber 
©trede    DE  =  ÄC,    toeld^eiS   bte 
3aI)I     16^  =  256     barfteQt.      ®a 

nad^   ber  3^^i^^^^9  i^i^  Ouabrate     JS^ 

ber  ©tredcn  AB  unb  BC,  foroie 

ba§  SRed^ted  JBCIT-B  bte  ßa^I  208     A        s\         \b      \C 

t)exan\6)ani\i)tn,  fo  öerfitinlid^t  baS  11 

aflcc^tccf  ABGK  offenbar  bie  gat)! 

256  —  208=48.    Wlaäft  man  DL     L         Q        \M 

mb    KP  =  BC,    unb    jte^t    bie        

parallelen  iJlf  unb  PQ,  fo  fteQen     d  EH 

bie  entftel^enben  SRec^tede  DE  ML 

unb  KPQL  ebenfaßg  ba«  ^robuft  (48)  ber  gefud^ten  3a^Ien 
t)or.  3iet)t  man  bie  öier  gleid^en  Sied^tede  BCHE,  DE  ML, 
KPQL  unb  CFPS  t)om  Ouabrate  2)J?F^  ab,  fo  bleibt 
bag  ^araQelogramnt  QMBS.  Sefetereg  ift  aber  erfic^tlic^  ein 
Duabrat,  beffen  Seitenlange  gleid^  beut  Unterfd^ieb  ber  ©treden 
AB  unb  BC  ift.  S)ie  mer  abgejogenen  SRec^tedte  tjeranjc^au^ 
lid^en  bie  3^^!  4  x  48  =  192;  alfo  öerfinnlid^t  bag  Duabrat 
QMBS  bie  3a^I  256  —  192  =  64  unb  eine  Seite  beSfelben 
bie)/64  =  8.  S)er  Unterfd^ieb  ber  gefud^ten  3ö^Ien 
ift  bal^er  8;  nad^  ber  Slufgabe  betrögt  it)re  Summe  10. 
35urd^  biefe  Slngaben  ift  bie  Sluflöfung  bejd^afft,  ba  bie  gege- 
bene Slufgabe  auf  eine  befannte  leidste  jurüdgefütirt  ift. 
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Urttte  (Smrdterung  htB  Jo^leitlri^ffs:  iirattatutk 

§  113.    »egriff  ber  ^ttationaljal^Ien. 

S5ct  bcr  3)cfiiiition  bcr  Duabratourjel  auiS  einer  ßal^I  ift 
üorauSgefcfet,  ba§  ber  JRabilanb  eine  ganje  ober  gebrod^ene 
^otenj  öon  einer  gangen  3^^^  ^^^^  ^^^  ^^^^  Srud^e  ift 
(§  18,  VI  (Seite  119),  §§  61,  63  nnb  64).  S)ie  ßa^Ien  ber 
natürlichen  Bo^ilenreilie,  toeld^e  biefe  SSebingnng  erffitten,  l^ei^en 
Duabratjal^Ien,  j.  S3.  1,  4,  9,  16  n.  f.  w.  Snbeg  fommen 
fottjol^l  in  ber  SBnrjelred^nnng  afe  in  ber  ©eometrie  t)äufig 

©rö^en  öor,  beren  SBurjeln  fid^  buxä) 
^^^'  ^^'  {eine  t)on  ben  ung  bi§  je^t  be!annten 

ßal^Ifornien  angeben  laflen.**) 

Sn  bem  red^twinfeligen  gleid^^ 
fd^enfettgen  S)reiedfe  ABC  tjerfinnlid^e 
jebe  Sfatliete  bie  3a^I  1 .  m§bonn  fteQt 
bie  ^^potenufe  AC  bie  Qa^  Y^  t)or. 
Um  atfo  bie  Sänge  ber  ^^potennfe  AG 
bnrd^  eine  ßal^I  auSjnbrüden,  mn§  mon 
aus  2  bie  Duabrattourjel  jiet)en._  ®ie  SRed^nung  bis  auf  jtoölf 
S)e5inialen  fortgeführt,  liefert  ]/2  =  1,414213562375..-,  baS 


*)  SDtcJcr  Slbfc^nitt  bürftc  im  Untetrtd^t  tool^I  am  äroedmftjtgjten 
mit  ber  9luflö{itngStel^te  ber  quabratifd^en  ©(eid^ungen  mit  einer  Un^ 
Belannten  DerBunben  toerben. 

**)  3)ttrcl^  bie  Unterfud^ung  beg  SSerpitniffcS  gtoeier  ®rö§en 
ift  man  auf  bie  Srrationaljal^Ien  gefommen.    äJ'^an  fel^e  §  79,  2. 
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(Srgebtttö  ift  eitte  unenbtid^,  un))eriobifcl^e  ^ejttnatjal^I.  S)ie 
folgenbe  SSettad^tung  jetgt^  ba^  bie  9iecl^nung  nid^t  auf^ 
gelten  fann. 

S)en  SBurjcIn  bcr  3^^^^^  1  ^^t^  2  cntfpred^cn  bic  Dua* 
bratjal^ten  1  unb  4.  S)te  Duabratourjeln  aui^  ben  jitrifd^en 
1  unb  4  tiegcnbcn  ßal^ten,  nämlid^  auiS  2  unb  3,  lönnen  feine 
ber  uns  bt§  j|e^t  befannten  ßal^Iengrö^en  fein.  S)er  SBert  öon 
}/2  lann  feine  flau  je  ßal^I  fein;  benn  1^  =  1  unb  2^  =  4; 
fotglid^  liegt  bie  gefud^te  SBurjel  jiDifd^en  1  unb  2,  unb  jiDar 
bleibt  nur  übrig,  ba§  bcr  SBurjetoert  tjon  2  eine  gemifc^te 

3aI)I  (§  51)  toäre.    ®efefet  nun,  bic  lefetere  fei  1  +  | ,  toofür 

n)ir  ben  gehobenen  S3ruc^  |  fe|en,  fo  ntü^tc  nac^  bem  »egriffe 
ber  Ouabrattourjel 


fein.    dä{|Ier  unb  9lenner  bed  »ruc^cg  ^^  fönnen  nun  enttDcber 

relatiöe  ^rimgal^Ien  ober  nid^t  relatit)  prim  fein.  @inb  p 
unb  g  relatiöe  ^rimjatilen,  fo  finb  il^re  Duabrate  ebenfaQS 
^rimjal^Ien,  unb  folglich  ift  p'^  burd^  q^  nid^t  teilbar,  b.  1^. 

(-\   ein  S3rud^.    SBenn  p  unb  q  nic^t  relative  ^rimjal^Ien  be^ 

jeid^nen,  fo  l^aben  fie  einen  gcmeinfd^aftlid^en  größten  Xciler  t, 
unb  eis  ftcQcn  atebann  bie  S3ud^ftaben  in  ben  SluSbrüdfen  p :  t, 
q :  t  relative  ^rimjal^Ien  bar  (§  65);  mitl^in  ift  tt)ie  öorl^in 

/^4i)  "«  S3rud^.  S)a  ober  noc^  bctn  ®efe^  ber  SBertbeftättbigs 
leit  eine»  »ru^cä  (§  53) 


''■'-\.  i"-s  (fi-:)"-©' 


2 


alfo  ber  SBert  t)on  (-)    aud^  in  bem  gaUe  ein  S3rud^  fein, 

»cnn  p  unb  q  nid^t  relatiöe  ^rimjal^Ien  finb.  S)ie  Duabrat- 
tourjel  aus  2  fann  aud^  feine  periobifc^e  ©ejimaljaf)! 
fein;  benn  biefe  ßal^Ien  fönnen  burd^  einen  gefd^Ioffenen 
gewöl^nüd^en  SSrud^  bargeftettt  »erben.  S)cr  Äugbrudf  1/2 
b^^net  alfo  toeber  eine  reine  ganje,  nod^  eine  gemifd^te 

26* 
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Qäfjil,  nod^  einen  getDöl^nüd^en  SSrud^,  nod^  eine  enblid^e  ober 
unenblid^e  periobifd^e  ^ejimaljal^L  SBir  l^aben  eS  alfo  l^ier 
mit  einer  nenen  3ö^if^>^^  8^  t^wn,  mit  einer  Baiftgtö^t, 
tpetd^e  fid^  tt)eber  bnrd^  bie  ganje  (Sinl^eit  nod^  burd^ 
S3rnd^einl^eiten  genan  mejfen  Iä§t  (§  79,  2).  So^Igrö^en 
t)on  biefer  ©igenjd^aft  nennt  man  Srrotionaljol^Ien.  ^m 
®egenfa^  ^ierju  l^at  man  ben  übrigen  3^^I^it  ^^^  natürttd^en 
ßa^Ienreil^e  ben  9lamen  SRationatgal^Ien  beigelegt.  S)ie 
Srrationatjal^len  finb  bie  eigentlid^en  SSnrgelgrö^en ,  unb 
man  nnterjd^eibet  bie  Saäurjelformen  pufig  in  irrationale 
unb  rationale  ober  au^fül^rbare  SBurjetn. 

Unter  ben  ©liebem  ber  natürlid^en  2a\)knxtif)t  giebt  e^ 
jel^r  öiele  3rrationaIjal^Ien;  bei  weitem  bie  größte  änjal^I  ber= 
fetben  geprt  l^ierl^er.  Sebe  Duabratttjurjel  aug  einer  ^rim- 
jal^t  liefert  eine  Qaf)i  biefer  ärt.  Sm  Qai)Un%tbkt  1  bis  100 
finb  nur  10  Qai)Un  mit  rationalen  SBurjeln,  unter  ben  3o^Ien 
t)on  1  big  1000  nur  31.  JBejeic^nen  n  unb  (w+1)  jtoei  beliebige 
aufeinanber  folgenbe  3^^^^^  ^^^  natürlid^en  ßal^Ienreil^e,  fo  finb 
jtt)ifc^en  il^ren  Duabraten,  nämlid^  n^  unb  n^  +  2m  +  1  ftet§ 
2w  3rrationatjat)Ien  entl^aüen.     S)enn   wäre   ein   burd^  bie 

Heinften  QaiHm  auSgebrüdfter  S3rud^  -  bie  wirüid^e  Duabrat- 

tourjel  biefer  3öI)Ien,  fo  mü^te  /-) ,  alfo  ba§  Duabrat  eines 

S3rud^e8  aus  relativen  5ßrimjat)ten  gleich  einer  ganjen 
3o]^I  fein,  toaS  unmöglich  ift,  wie  wir  t)orI)in  gejeigt  l^aben. 
Slud^  bie  Duabrotwurjeln  auS  Srüc^en  liefern  nur  in  bem 
gatte  rationale  3^^^^^/  ^^^^  3ä^lcr  unb  5Renner  öoUfommene 
Duabratjal^len  finb. 

9li(^t  blo^  baS  SluSjiel^en  ber  Duabratwurjeln  aus  ein^ 
fachen  3ö^l9^öfe^^/  fonbern  aud^  aus  jufammengefe|ten 
algebraif(^en  3o^lenauSbrüdfen  liefert  oiele  irrationale  SBurjeln. 
Se|tere  entftel^en  ferner  aud^  burd^  baS  SluSjiel^en  ber  britten, 
öierten,  überl^aupt  ber  nten  SBurgel.  SOäenn  aud^  bie  SrrattonaI= 
jal^len  ober  eigentlid^en  SBurjelgrö^en  jwar  nid^t  burd^  eine 
ganje  ober  Sörud^jal^l  bejeic^net  (erfefet)  werben  fönnen,  fo  lann 
man  il^ren  SSert  bod^  nad^  S3elieben  in  jwei  ©renjen  ein= 
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fc^üc^ctt,  fo  ba§  il^rc  ©iffercttj  fic^  immer  mcl^r  bcr  SRuQ 
näticrt  @o  liegt  j.  SB.  ^2  jtüifc^ett  1,4143  uttb  1,4142, 
jttnfc^ett  1,4142136  uttb  1,4142135.  (SSergleic^e  ©eite  231.) 
fluöj  ift  eis  gebräuchlich,  bei  Zugabe  beS  SSierte^  eiuer  Sr- 
ratioualjal^I  biefelbe  gleich  einer  rationalen  Qaf)i  ju  fe^en, 
j.  SB.  5U  fc^reiben,  Vö  =  2,236 ...  S)ie  uneigentlic^e  ^n-^ 
»enbung  beg  @Ieic^]^eitgjeic^en«  bei  biefer  ©d^reibweife  ift 
burd^  einige  fünfte  l^inter  ber  legten  S)ejimalfteIIe  angebeutet. 
®a  bie  3trationaIja]^Ien,  wie  bereite  gefegt  tourbe,  fid^ 
toeber  burd^  bie  ganje  nod^  burd^  irgenb  eine  SBrud^= 
(ginl^eit  genau  meffen  lafjen,  mitt)in  leine  aud^  nod^  fo 
Heine  3^^Ifl^ö|e  jum  gemeinfc^aftlid^en  9Jfa^e  t)aben  lönnen, 
fo  uennt  man  eine  3rrationaI=  unb  eine  Slationaljal^I  aud^ 
inlommenfurable  ®rö|en.  Sl^r  SBerl^ältniiS  ift  alfo  in= 
fommenfurabel  (§  79,  2).    S)agfelbe  gilt  öon  jioei  3rrationat 

—  3    — 

jal^Ien  öerfd^iebener  ?lrt,  j.  33.  1/5  unb  |/7.  3m  ©egenfafee 
^terju  l^ei^en  atebann  bie  ganjen  S^a^Un,  bie  SBrüd^e  unb  bie 
ffiejimaljal^Ien  mit  einem  gemeinfamen  Flamen  f ommenfurable 

grül^er  tt)urbe  bereite  gefagt,  ba§  infommenfurable  ©rö^en 
pufig  in  ber  ©eometrie  öorfommen.  ©in  gaU  ift  ju  Slnfang 
biefeg  Slbfd^nitteg  bargefteHt  Sorben,  nämlid^  bie  §^potenufe 
eines  red^ttoinfeligen,  gleid^feitigen  SJreiedES  ober  bie  2)iagonale 
eines  DuabrateS  öerfinnlid^t  ftets  eine  Srrationaljal^l.  Seite 
unb  diagonale  eines  DuabrateS  bilben  alfo  in  S5ejiet)ung  ju 
einanber  infommenfurable  @Jrö|en,  il^r  SBert)ältniS  ift  inf ommen- 
furabel.  golgenbe  SBeifpiele  über  Srrationaljal^len  bejto.  in= 
lommenfurable  ©rö^en  mögen  l^ier  nod^  ©rttJäl^nung  finben. 
3u  iebem  gleid^feitigen  2)reiedE  liefert  ber  arit^metifd^e  ?luSbrudE 
für  bie  §ö]^e  eine  Srrationaljal^l.  SBejeid^net  man  bie  @eiten= 
länge  biefeS  S)reiedES  mit  5,  bie  ^öl^e  mit  h,  fo  ift  nad^  bem 
p^tl^agoreif d^en  ßel^rf a^e : 

?luc^  bie  aritl^metifc^en  SluSbrüdEe  für  bie  Sängen  ber  Seiten 
beS  regelmäßigen  3eI)nedES   unb   beS  günfedES  im  fireife  mit 


390  ©ed^dter  9[bf4nttt.    Srtationale  QaSjUtn. 

bcm  ^albmcffcr  r,  nämüc^: 

sio  -  J(>^5  -  1)       uttb       s,  =  |}^10  -  2>/5 

fittb  irrationale  3^^!^^/  t>i^  Sinicn  in  ©cjicl^ung  jum  ^alb* 
mcffcr  alfo  inlommcnfurablc  @Jrö|cn- 

§  114.    ftonfhrttftiiin  ber  3trattenaI)a|Ien. 

93ilbct  man  ein  red^toinletigeg  S)reiecf  mit  gleichen  Äatl^eten 
unb  fe^t  it)re  Sänge  gleid^  ber  ©inl^eit,  fo  öeranfd^autid^t  bie 

^^potenuf e  B  C  genau  bie  ^2  (gig.  42). 
^*^'  *^'  3^^^^*  ^ö^  ^^^  ^^^  rec^ttt)inlettgeg 

®reiecf  mit  ben  Äattieten  1  unb  ]/2, 
jo  öerfinnUd^t  bie  §^potenuje  be^jelben, 
aljo  BD,  bie  Ys .  Unb  fonftruiert 
man  l^ierauf  ein  red^tttjinletigeg  3)reied, 
beffen  Äat^eten  bie  SBurjeln  )/2  unb 
)/3  barfteHen,  jo  liefert  bie  ^t)pottnn\t 
biefeö  ®reiecfö,  aljo  BE,  ein  aufd^au- 
lid^eg  SBilb  ber  Srrationaljal^t  Yö*) 
Um  eine  irrationale  SBurjel  öon  ber  gorm  Ya  «=  ]/l  •  a 
burd^  eine  einjige  ßonftruftion  aU  ©trede  barjufteHen,  benu|e 
man  bie  folgenben  Sel^rfä^e  über  bag  red^tttjinlelige  ©reiei: 
a)  S)ie  ©enlred^te  auS  ber  @pi|e  beS  redeten  333in!efö  auf 
bie  ^^potenuje  ift  mittlere  geometrifd^e  proportionale  j^ifc^en 
ben  ?lbfd^nitten  ber  §^potenufe.  b)  Sebe  ßatl^ete  ift  mittlere 
proportionale  jttJifd^en  ber  ganjen  §^potenufe  unb  bem  an= 
üegenben  Slbfd^nitt  (^ßrojeftion  biefer  Satl^ete). 

@g  fei  j.  SB.  "|/5  nad^  Sel^rfa|  a)  ju  öerfinnlid^en.  2)ie 
gejud^te  ©tredfe,  bie  Seitenlange  eines  DuabrateS,  fei  x,  alfo 
a;2  a=  5  . 1  ober  in  5ßroportiongform:  b  :x=^ x:l.  Um  x 
JU  finben,  jeid^ne  eine  ©trede  AB  =  6  Sängeneintieiten,  be= 
fd^reibe  über  AB  einen  ^albfreiS,  errid^te  im  @nbpun!t  ber 
bie  ßal^I  5  barfteHenben  ©tredte  bie  üied^ttoinfeüge  unb  öer= 

*)  SS  ift  fcl^r  jwcdhnäjtg,  im  Untcrrid^t  eine  ^Injal^t  irrotionaler 
SBur^eln  burd^  geometxifd^e  ^atfteüungen  gu  t)etfinnU(i^en. 
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längere  jie  big  jur  Ihreiglittie,  \d  üeranfc^auüc^t  biefe  Senf« 
redete  bie  3a^I  j/ö .  mit  SBettu|uttfl  beS  ße^rfafeeg  b)  tft  ba8 
©erfal^ren  foIgettbeS:  3^^^^  ^i^^  ©trecfe  AB  ^6  Sängen^ 
einl^etten,  bejc^reibe  über  AB  einen  ^alblreiS,  errid^tc  im 
erften  Xeilpunft  bie  JRec^toinlelige  CD  unb  öerbinbe  A  mit 
D,  fo  ift  AD  bie  gejud^te  ©tredEe  für  )/5.  3um  JBeweife 
jiel^e  man  BD,  fo  ift  S)reiedE  ^J?2)  rec^twinlelig  unb  folgüd^ 
AD^^y  mittlere  ^Proportionale  jwifd^en  ber  ganjen  ^^potenufe 
AB  =  6  unb  bem  «bfc^nitte  AC=  \,  b.  ^.: 

y2  =  5  . 1      ober      y  =  j/5  .*) 

Äommen  xoxx  nun  auf  unfere  geometrifd^e  ?lbbilbung 
ber  j^Ci^Un  jurüd  SBir  l^aben  juerft  bie  natürliche  ^a^vx- 
rei^e  burd^  $ßunlte  öerfinnlid^t,  bie  öon  einem  Slnfang«*  (9luU*) 
5ßunlte  aug  in  gleid^er  Entfernung  öoneinanber  in  einer  nad^ 
einer  Seite  unbegrenjten  Oeraben  liegen  (§  1).  S)ie  ©üb* 
traftion  einer  großem  ßal^I  öon  einer  Ileinern   fül^rte  auf 

eine  neue  S^W^^^/  ^^^  negativen  3^^I^^-  11^  Wefe  an* 
fd^auüd^  barjufteHen,  fallen  ttjir  unö  genötigt,  bie  urfprünglid^e 
^unltrei^e  nad^  ber  entgegengefe|ten  ©eite  oon  SSinW 
ebenfalls  unbegrenst  ju  erttjeitern.  ©o  erl^ielten  ttjir  ein  an* 
fc^aulid^eg  S5ilb  ber  retatiöen  ßal^Ienreil^e  (§  31).  ®urc^ 
bie  2)it)ifion  gelangten  wir  ebenfalls  jur  Kenntnis  einer 
neuen  ?lrt  öon  ßal^Ien,  nämttd^  ber  SSrüd^e,  ttjeld^e  burd^  ©in^ 
fc^alten  öon  5ßunften  jttjifd^en  bie  urfprünglid^en  öerfinnttc^t 
tourben  (§  58).  9lad^  SenntniS  berSrrationaljal^ten  lönnen 
wir  nun  aud^  biefe  burd^  ®infd^altung  öon  5ßunften  jur  ?ln^ 
fd^auung  bringen.  Um  bie  Äage  ber  fünfte,  weld^e  j.  S5.  bie 
ßal^Ien  )/2,  )/3,  j/ö  barftetten,  ju  finben,  fteHe  man  nad^ 
obiger  Anleitung  bie  ©tredten  berfelben  bar  unb  trage  biefe 
mit  bem  3^^^^^  ^^^  3lutt  au8  auf  \>tm  pofitiöen  leite  beg 
3cil^lenbilbe3  ab.  3Ran  lann  ben  5ßunft,  ber  einer  Srrational:: 
jal^I  entfprid^t,  annät)cmb  baburc^  finben,  ba|  man  jwei  Oreui« 

*)  iftcd^t  crl^pricBUd^  ift  cS,  tocnn  einjctne  ©d^ülct  biefe  3)arftelluttöett 
t)on  Srtationaljal^Ien  an  ber  ©d^ultafel  audfül^ren  unb  l^iexauf  Slufgaben 
biefet  ^rt  Don  ben  ©d^ülem  felbftänbtg  in  einem  ^efte  bearbeitet  toerben. 
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tocrtc  bcrfdben  bilbüd^  barftcHt,  bicfe  ©rcnjen  unb  folgßd^ 
aud^  btc  il^nctt  jugcorbnctett  5ßuttftc  itäl^cr  unb  nöl^er  tütft 
unb  fo  htm  rid^tigcn  5ßunftc,  bcr  bie  Srrationaljaf)!  ücrpun- 
Kd^t;  beliebig  nal^e  lommt. 

SSor  Äenntnig  ber  irrationalen  ßofilen  fteHten  fid^  in 
unfenn  3o^I^nbiIbe  oBe  go^^^^fl^ölcn  (©anje  unb  SBrüd^c) 
afö  eine  üieil^e  öon  fünften  bar,  bie  in  fel^r  Heiner  ®nt^ 
fernung  öoneinonber  in  einer  burc^  jwei  fünfte  gebadeten 
Oeraben  liegen.  S)urd^  Sinfd^altung  ber  3rrationaIjaf)Ien 
»erben  nun  aBe  ÄüdEen,  bie  noc^  öorl^anben  toaren,  mit 
5ßunften  auSgefüBt,  jo  bo|  nun  bog  ßal^tenbilb  in  eine  geo=: 
metrifc^e  ©röfee,  nänttid^  in  eine  unbegrenjte  gerabe 
Sinie  überget)t.  ©omit  !onn  jeber  ^unft  einer  ©erabcn 
als  bie  SSerfinnlid^ung  einer  Qa^l  gelten.  S)urd^  bicfe 
SBorfteBung  ttjirb  ber  SSegriff  ber  ©tetigfeit,  ber  ben  3flaunt= 
großen  anl^aftet,  in  bie  Slritl^metü,  bie  Äel^re  öon  ben  ge* 
trennten  @rö|en,  übertragen.  SBie  in  ber  ©eometrie  ein  fic^ 
betoegenber  5ßunft  Ä  (gig.  43),  ber  feine  üiid^tung  nid^t  änbert, 
eine  ©erabe  AC  erjeugt  unb  bei  biejer  93ett)egung  feinen  Ort 

ABC 
•  •  >  •  • 

0  +1,  +2,  +3,  +4, 

(Sage)  ftetig  änbert,  alfo  bie  ßJröfee  AB  aBe  Sängen  erl^ält, 
toeld^e  jtoifd^en  AB  unb  AC  möglid^  finb,  fo  fagt  man  in  ber 
Slritl^metif :  eine  S^l^Igröfee  x  (Variable)  l^at  il^ren  SBert, 
üon  x  =  l  bis  x  =  2  ttjad^fenb,  ftetig  burd^Iaufen,  unb 
üerftel^t  unter  biefer  SlugbrudStDeife,  ba^  bie  (Sröfee  x  naä) 
unb  nad^  alle  jttjifd^en  1  unb  2  mögUd^en  rationalen 
unb  irrationalen  ß^lllentoerte  angenommen  \)aht.  SlBe 
biefe  öerfd^iebenen  SBerte  toerben  burd^  bie  ftetig  aufeinanber 
folgenben  5ßunfte  ber  Sänge  AB  bnx6)  il^ren  8lbftanb  öom 
5RuBpunIte  öerfinnlid^t.  S)ie  Slnttjenbung  beg  ^Begriffes  ber 
ftetigen  Stnberung  in  ber  ?lritl)metif  gel)t  aug  folgenben  S3eU 
fpielen  l^eroor: 
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a)  XD&6)^i  X  ftettg  Don  1  bid  10,  fo  tDäc^ft  a^  t)on  1 
Wg  100; 

b)  änbett  x  feinen  SBert  ftetig  üon  0  bis  100,  \o  änbert 
ftc^  ber  aBett  beS  «uSbtudtg  10a;  —  3  üon  —  3 
m  997; 

c)  burd^Iäuft  X  aOe  9Serte  Don  1  biiS  oo  ftetig  tt)Q(^fenb, 

fo  nimmt  ber  SBert  be8  Dnotienten  -  öon  1  bii^  0 

ftetig  ab. 

]        S)ie  folgenbe  S)arftettung  giebt  un8  ein  S3ilb  einiger  un8 
^  big  ic^t  befannten  Arten  öon  B^^^fl^ö^en: 


oo-  I 1 .f-M-fH i 1     ♦  H  ♦       I 1  +CX) 

-4,         -8.   -}/5,    2,         -1.-      0,       +i,+y^+2,         +8,         +4, 


§  115.    ttei^iten  mit  3ttatiiinal)a|len. 

3)ie  irrationalen  SBurjeln  toerben  ber  S)efinition8formeI  II 
^§  26,  nämlic^:  (vp)"  =  P 

unternjorfen,  bie  frütier  gemad^te  Sinfd^ränlung,  bofe  ber  SHabi* 
fanb  ber  SBurjel  rabijierbar  fein  müfje,  laffen  toir  nun 
-  fallen.  @o  bejeid^net  ber  ÄuSbrutf  ]/a  biejenige  3^^^/  ^^^^^ 
ätoeite  $ßotenj  a  ift,  gleid^öiel  ob  ber  JRabilanb  a  ein  Cluabrat 
tft  ober  nid^t.  5Rur  bleibt  öorläufig  bie  Sebingung  beftel^en, 
bafs  a  pofitit)  ift.  Unter  ben  3^i^^^  V^f  V^  öerftel^t  man 
bie  3^^^^^/  i^^^^^  Duobrote  bie  SBerte  5,  7  liefern.  2)ie 
3rrationaIjal^Ien  lönnen,  »ie  fd^on  gig.  44  t)erfinnlid^t,  pofitiö 
ober  negatiö  fein,    ßerlegt  man  g.  85.  bie  ®Ieid|ung: 

ic»  —  10  =  0 

nad^  §  104  in  bie  einfad^en  ©teid^ungen: 

1)    fl;  +  l/iÖ  =  0     unb     2)    a;-VlÖ  =  0, 

jo  erl^ält  man  bie  äßurjetn: 
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rci ««  +  yiÖ     unb     a;,  —  —  "|/l0. 

es  ift  ba^er  fowo^I  (+  10  V)*  ol8  auc^  (— )/iO)%  furj 
(+VTO)*  =  10.  «Hflcmcin  ^at  bic  ©leic^ung  a^  =  a  bic 
SButgeltt  +)/ä  nnb  — Ya  au(I|  in  bcm  fJaQe,  wenn  +|/ä 
leine  auSfül^rbare  SSJurjel  beseid^net 

S)a  bie  Strationaljal^Icn  ber  Definition  ber  ratbnalen 
SBnrjeln  nntemorfen  worbcn  finb,  fo  muffen  aBe  Sled^engefe^e, 
weld^e  fid^  auf  bicfen  SSegriff  ftü^cn,  aud^  für  irrationale 
aSJurjeln  Oeltung  l^oben.  ÄDe  in  ben  §§  26—27  unter  VI 
Seite  119  unb  §  64  aufgefteHten  Se^rfä|e  finb  alfo  aud^  für 
3rrationaIia]^len  gültig.    ®o  ift  g.  83.: 

V5./2Ö  =  )/1ÖÖ=10;      )/3 -1/5  =  1/15; 

)/48:l/l2  =  2. 

gur  bag  praftifd^e  JRec^nen  mit  SBurjeln  finb  nod^  fot 
genbe  ^Regeln  ju  merfen. 

I)  irrationale  SBurjeln  werben  in  ber  Sled^nung  l^äufig 
burd^  ein  5ßrobuIt  auö  einem  rationalen  unb  irrationalen  gaftor 
bargefteHt.  Um  biefe  Umformung  ju  öoBgiel^en,  jerlege  man 
ben  JRabifanben  in  einen  (ober  mefirere)  rabijierbaren  gaftor 
unb  fd^reibe  bie  SBurjel  begjelben  t)or  ben  irrationalen  gaftor. 

1/48  =  1/1673  =  41/3;     >/i28  =  >/64^  =  4>/2  ; 


1/32  +  1/18  —  V50  =  41/2  +  31/2  —  5l/2  =  21/2. 

l/a»  +  2ab^  +  ah^  =  V(a  +  6)*  •  a  =  (a  +  6)l/ä. 

11)  ©oB  umgefel^rt  eine  rationale  ober  irrationale  3^^^^ 
Weld^e  mit  einer  SBurjel  burd^  eine  Operation  ber  jweiten 
Stufe  öerfnüpft  ift,  unitt  ba§  SBurjeljeid^en  gebrad^t  werben, 
fo  mu|  man  erftere  mit  bem  ©Eponenten  ber  SBurgel 
potenzieren,  g.  93.: 
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3}/5  -  >/3« .  )/5  —  }/45 ;     a^b  =  Y^b, 

b        r  ft« 


III)  Um  bic  ©umme  ober  ©iffcrcnj  jtocier  SBurjdn 
in  einen  ?lu8brud  gu  öcrcinigcn,  erl^cbe  man  biefdbe  in  bic 
5ßotenj  beg  SBurjcIcEponentcn,  bcn  bic  gefud^tc  SButidform 
crl^ält  nnb  rabijicrc  bic  erlittene  $ßotenj  burd^  benfclbcn  &i^ 
poncntcn.  ®er  julclt  erl^ottenc  ?luSbrucf  ift  bcm  nrlprünfls» 
liefen  9lei4  tocil  p  =  Yp^  ift.    3-  S5. : 


}/2  +  )/3  =  f  ()/2  +  ^3)'  =  Vö  +  2J/6; 

)/2  +  >/8  =  VT8; 


^(}/a  +  2b±ya-  26)  =  l/^(ya  +  26  +  V'a  -  26)'  = 

=  y^(2a4-2}/a>-46^=]/^±^^;^^^'. 

IV)  3ur  SSermcibung  ber  2)iöifion  burd^  eine  Srrationat 
jal^I,  überhaupt  jur  SSeteinfad^unfl  ber  JRcd^nung,  formt  man 
SBrüc^e  mit  irrationalem  Sienner  I)äufig  fo  nm,  ba§  ber  Ie|tcrc 
rational  wirb. 

a)  Sft  ber  SRcnner  eingliebrig  nnb  l^ei^t  er  allgemein 
Vö^,  fo  mnltipüjiere  man  3^^^^^  ^^t>  Slenner  mit  y^ä^ 
ober  ya""-",  je  nod^betn  n^w  ift.    Um  otfo: 

yä,     v'ö,     "j/ö*,     |/ö* 
aus  beut  9lennet  fortjufd^affen,  multi^ilijtere  man  bejüglic^  mit 

yi,     V?,     Yä,    y~a.        2>-  S5.: 
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a  ,-         a         ? 


y.    v^^  Yr"^' 


a  —  b         ,/ i         a  —  b         a  —  b 


y^h  ^^.--^^^V^Ti 


y^—b        ^  '      Vä~+b       a  +  b 

b)  93cftc^t  bcr  Slctmer  au8  bcr  Summe  ober  ffiifferenj 
ätüeier  .  Duabrattout jcln  ober  entl^ält  er  eine  rationale  3^1 
unb  eine  Duobrattourjel,  fo  benu^e  man  bie  gormein  §  27, 
Seite  87.    3.».: 

^-^  =  (>'3  +  y2)^=5+y24; 

V7  +  VS         5  +^21, 

y?  — 1/3  "^     2    ^ 

6  —1/3  (6  —1/3)  .  (4  +  2>/3)  7  +  31/3 

4  —  2 V3         (4  —  21/5)  •  (4  +  2V3)  2 

V)    S)ag  furbifc^e  SBinom. 

a)  ©ine  3^^Iö^i^^i^^^"fl  öo^  ^^^  göi^  a  +  yh  ]^ei|t 
ein  furbifd^eg  JBinom  ober  eine  furbijd^e  S^^,  a  if)r 
rationalei^ ,  b  i^x  irrationale^  Olieb.  S)ie  gorm  a  +  |/6 
ift  bie  einfad^fte  fjorm  (SRormalform)  einer  furbifd^en  3^^^^- 
Se^tere  umfaßt  bie  rationale  unb  irrationale  3^^^  afö  bejonbere 
fJäHe;  benn  aui^  a  +  )/6  entftel^t  für  6  =  0  bie  rationale 
3a]^I  a  unb  für  a  =  0  bie  irrationale  @rö|e  6.  ©inb  jtoei 
furbifd^e  3^^^^^  einanber  gleid^,  ift  allgemein: 

1)  a  +  yb  =  a,  +  yb;, 

fo  beftel^t  einerfeitg  ®leic^l)eit  jttjifd^en  if)ren  ratio= 
naien  Seiten,  a  =  ai,  unb  anbererfeitö  jtoifd^en  il^ren 
irrationalen  ©liebem,  j/6  =  )/6i.  2)enn  aug  ber  ©lei- 
d^ung  1)  folgt: 

2)     6  =  (a,  —  a)2  +  6i  +  2(ai--a)>^. 

®a  6  eine  rationale  3^^^  bejeid^net,  fo  mu|  ber  Slui^brudE 
red^tg  eine  3^^t  berfelben  Art  barftetten.    S)iefe  JBebingung 
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»irb  nur  erfüllt,  tocttn  a^  —  a  =  0 ,  b.  1^.  «i  =  a  ift,  toorauS 
bic  ®Ieic^]^cit  6  =  ij  unmittelbar  folgt. 

b)  Unterfd^eiben  ftd^  jnjei  furbifd^e  Sinome  nur  burd^  bag 
SSorseid^en  bed  irrationalen  @Iiebei^,  fo  {agt  man,  bie  3^^^^^ 
jeien  inbejug  aufeinanber  fonjiufliert  furbifd^,  j.SB.  6+}/7 

unb  6  —  )/7 ,  allgemein : 

<*  =  a  +  )/6     unb     Wj  =  a  —  Yh. 

gür  ba3  praltifd^e  ?Red^nen  mit  biefen  wid^tigften  furbifc^en 
Sagten  merle  man  fid^  folgenbe  leidet  ju  beweif enben  gormein: 

1)    w  +  Mi«=2a;  2)    w  — Wi  =  2)/6; 

3)     U'U^=a^  —  l\  4)     M2  +  w,2  =  2(a«  +  6); 

5)    M^-<  =  4a)/6. 

2)ie  Summe  ober  bie  ©ifferenj  ber  Duabrattourgeln  au^  Ion= 
jugierten  furbifc^en  Sinomen,  alfo  ein  Äu^brudE  öon  ber  gorm: 

Ya  +  Yb  ±Ya  —  Yb, 

fö|t  ftd^  im  allgemeinen  ebenfalls  burd^  eine  gleite  SBurjel 
aug  einer  jurbifd^en  Qa^  barfteHen.  Um  bie  gormel  ju 
finhen,  nad^  weld^er  bie  Umformung  biefer  SSerlnüpfung  in 
einen  SBurjelaugbrudE  öoDjogen  wirb,  fe^e  man  öorläufig: 

Yä+Yi  +  Ya-Yb  =  Yx  +  Yy . 

@rt)ebt  man  biefe  ©leid^ung  inS  Duabrat,  fo  entfielet: 

2a  ±  2]/a2  — 6  =  x  +  Yy' 

SRun  befleißen  nad^  a)  folgenbe  SSegiel^ungen: 

x  =  2a     unb     Vy  =  2]/a2  — 6. 

5£>ux6j  (Sinfefeung  biefer  SBerte  für  x  unb  Yv  ^^  ^^^  ^4^^ 
©teid^ung  entfielet: 

I.  fjormel:    Ya+Yb  +  Va  —  Yb  =  V2{a  ±  ]/^^^ . 

2)iefe  gormet  gilt  aud^  für  imaginäre  SBurjeln  (§  116).  ©ie 
gewül^rt  beim  praftifd^en  ?Red^nen  befonberg  SSortett  in  ben 
gätten,  wenn  y«*  —  b  eine  rationale  3^^I  bejeid^net.    3ft  bie 
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Oröfte  yi  mit  einem  (rationalen)  galtor  bel^aftet,  fo  fd^affe 
man  benfelben  junäd^ft  unter  baS  SSJurieljeid^n.    3-  ^- 

Vi  +  2y6-yi  --  2/6 = y? + 1/24  -  Vt  -  yu = 

=  y2(7  — }/49  -^^—  2. 


y  7  +  1/13  -  y 7  —  ]/l3  =  y 2  (7  —  y49  —  1 3)  =  1/2 . 

yS+yiö  +  yS-V^  — y2(8±y64-15)  — 

=  y3Ö  unb  1/2. 

Umgefcl^rt  lann  man  einen  ÄuSbrud  üon  ber  gorm  Vm  +  yü 
in  bie  ©umme  gweier  einfad^en  Duabrattt)urieln  öon  ber  gorm 
Ya  +  Yb  üerttjanbeln,  in  ttjeld^er  ein  ®üeb  aud^  rational  jein 
lann.  S)ie  gormel,  mittels  toetc^er  man  biefe  ßerlegung  aug* 
filiert,  lann  man  au8  I  ableiten,  wenn  man: 

2a  =  m,        2l/ä^^^  =  yn 

fe|t,  fo  ba|  alfo: 

mitl^in 

6  =  a^  —  \n  =  \{w?  —  w)    unb    l/6  =  ^Yni?  —  n  wirb. 

@e^t  man  biefe  SBerte  in  bie  Umfel^rung  ber  gormel  I  ein, 
fo  entfielet: 

II.  gormel: 

S)ie  Slnwenbung  biefer  JJormel  l^at  nur  bann  einen  Qxotd, 
wenn  bcr_  SluSbrudE  Y^^  —  ^  ^^^^  rationale  ßal^I  barfteHt. 
gaHg  Yn  mit  einem  (rationalen)  gaftor  öerfnüpft  ift,  bringe 
man  benfelben  juerft  unter  bag  SBurjeljeid^en.  fjormet  II 
bient  au^  jur  SBered^nung  ber  Duabratwurjel  au8  einem 
furbifd^en  JBinom. 

SBeifpiele: 

1)    yi4  +  yi8Ö.    |)ier  ift  w  =  14,    n  =  180.    »iefe 
ßal^Ienwerte  in  gformel  II  eingefefet,  giebt: 
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V'ü+ym  ~ 


V^(14  + 1/196 -18Ö)  +  ^^(14  —  yi96  -  180) 
=  |/li±i  +  |/li^^»  +  (3+y5). 


2)        Vll  —  31/8  =  Vn  -  V72  = 
=  n(ll  +  7)-n(ll~7)  =  +  (3-}/2) 


3)        VS  +  21/15  =  1/8  +  1/6U  = 

4)         V2+VS  -  VM2+  1)  +  n(2-l)  = 

=  V!  +  l^  =  i(>^  +  l/2). 


VI)  ®tc  93cTCc^nung  ber  irrationalen  Duabrat^  unb  ftubit 
tmiräcln  flcfd^icl^t  nad^  bcn  im  crftcn  unb  jitjciten  Slbfd^Ttitt 
(§  61)  für  rationale  SBurjeln  angegebenen  Serfal^ren.  SBiD 
man  irrationale  Duabrat*  unb  Äubitourjeln  auf  n  ©egimalen 
bered^nen,  fo  l^änge  man  bem  JRabifanben  2n,  be^ttJ.  3n 
SRuDen  an,  fc^reibe  j.  83.  ftatt:  l/2  (3  ©teOen)  1/2,00  00  00 
ober  füge,  nad^beni  bie  ©anjen  ber  SBurjel  bered^net  finb,  ben 
erl^altenen  JReften  red^tg  jtoei  bejn).  brei  SluUen  an.  SBei  ber 
SBurjetauöjiel^ung  an^  einem  S)ejimatbrud^e  »erfahre  man  nad^ 
ben  in  §  61  angegebenen  ^Regeln.  Sft  ber  Slenner  begfelben 
leine  rationale  Qa%  fo  gebe  man  burc^  Änl^ängung  öon  SluBen 
bem  ffiejimalbruc^  2n  ober  3n  ©teilen,  je  nad^bem  bie  jtoeite 
ober  bie  britte  SBurjet  bered^net  toerben  foH,  fo  ift  j.  Ö.: 

yö^  =  1/0,40100100  =  0,632  •  •  • 

®inen  gettJöl^nlid^en  Srud^,  beffen  SRenner  nid^t  eine  jtoeite 

ober  britte  5ßotenj  ift,  öertoanbett  man  öor  ber  Slabijierung 

enttoeber  in  einen  2)ejimalbrud^,  ober  man  mac^t  ben  Sienner 
nad^  IV)  rational.    @o  ift  j.  83.: 

Vl^VÖÄ.    ober    >/|  =  f  =  M^-  =  0,6324... 
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§at  matt  n  SJegitnoIftcBctt  eitter  irrationaictt  Duabrat= 
tourjel  bcrcd^ttet,  \o  fittbet  tnatt  eutc  tocitcre  Äitjal^t  ©teUcn 
leicht  unb  lurg  burd^  Slnttjcnbunfl  ber  furjctt  S)it)ifion  (Äit^: 
l^attg).  3)a  tiätnlid^  bie  Duo  brate  ber  folgettbett  gefud^ten 
ßtffertt  fo  Heilt  fittb,  ba^  fte  auf  ba^  ©rgebttis  ber  Sled^nung 
leinett  @ittflu|  l^abett,  jo  lanti  ittan  erftere  uttterbrücfeti.  SBe^ 
jeid^ttet  tnan  bie  erl^altcnen  3iff^^«  ^^^  V^  ^it  »  ^^  ^^^ 
aieft  ntit  r,  jo  ift: 

JV^=a2  +  r    unb     ]/a2+r  =  a  +  5^, 

toeutt  r  int  SSerglcid^  ju  a  einen  fel^r  Keinen  SBert  auäbrücft. 
®enn  in: 

(„ + f j  -  »■ + . + (i)' 

bejeic^net  (^)    unter  biefer  SBebinguitg  um  fo  me'^r  eine  fe^r 

Heine  3iW  unb  !ann  in  ber  9ie^nung  »emod^läffigt  werben. 
@tatt  atjo  baS  9lornia(t)erfa^ren  buri^jufä'^ren,  l^änge  man 
bem  Sicfte  r  eine  SRuQ  an  unb  beregne  bann  jur  ©rmittelung 

ber  folgenben  n  2)ejimaIfteKen  ben  SBert  be§  Ouotienten  ^ 

mittels  ber  lurjen  SJiöifion. 

»eif^jiel. 

y5  =  2,2360679  •  •  • 


40  -V-  100 
2  .  40  +  2*  =    84 

440  ~         1600 
3  .  440  +  3«  =    1329_ 

4460  -f-     27100 
6  .  4460  +  6*  =»     26796 


4472  -^      3040 

4472  H-      3040 

2683 

447  -=-       357 

313 

44. 
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(Erläuterung.  S)ie  brei  erften  3)ejimQlfteQen  ftnb  burc^ 
baö  SRormalöerfal^ren  bcftitnmt.  S)er  JRcft  beträgt  304,  nun 
ift  bie  »iöifion  3040 :  2  •  2236  abgelürjt  ausgeführt,  ©enau 
bai^felbe  Ergebnis  entfielet,  n^enn  man  bad  SSJürjelauSjiel^en 
fortfe|t  %üx  bie  obgelürjte  SBered^nung  einer  anja^I  ffiejtmal^ 
fteßen  bei  ©rmittelung  irrationaler  fi  u  b  i  f  »ur jeln  gilt  bit 
gormel: 


}/a^  -|-  r  «=  a  + 


Sa 


1/ 


toenn   r   gegen   a   fel^r   Hein   ift.     Äl^bann  ift  nämlic^   in 

felbe  unbefd^abet  ber  @enauigteit  ber  Sied^nung  unberüdfic^tigt 
bleiben  lann. 


9iabi« 
lanben. 

Ouabcat« 
touTsel. 

ftuMt- 
iiiutjd. 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 

1,41421 
1,73205 
2,00000 
2,23606 
2,44948 
2,64675 
2,82842 
3,00000 
3,16227 
3,31662 
3,46410 

1,25992 
1,44224 
1,58740 
1,70997 
1,81712 
1,91293 
2,00000 
2,08008 
2,15443 
2,22398 
2,28942 

ffiie  SBurjeln  au8  ^ßrimjal^Ien  lönnen  mand^mal  jur 
SBered^nung  ber  SBurjeln  aug  jufammengefe^ten  Qai^Un  mit 
Sorteit  benu|t  »erben,  fo  ift  j.  85.: 

yiS  =  3)/2  =  3  . 1,4142  =  4,2426 ; 

^40  =  2)/5  —  2  .  1,70997  =  3,41995. 

^efd^id^tltd^ed.  @tne  audfül^rUc^e  2)arlegung  bed  irrationalen 
finbet  fid^  im  lO.IBud^  Don  (SufUbd  „Elementen",    ^ie  S^ejeid^nung 

eä^ülUx,  «tit^metil.  26 
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,,{urbif(^e"  gal^I,  meldte  fo  biel  aI8  ungereimte,  finttlofe  S^V^  Bebeutet, 
fontmt  juetß  bei  £eonarbo  fjibonacci  (120^)  t)or.  ^ai^  burd^ 
tJormelll  @eite  398  au8gef))roc^ene  (Stefeft  toar  fd^on  bem  Snber  SSl^ad- 
lata  belannt.*) 

*)  mt  fd^Iielen  ben  Kbfc^nitt  übet  bie  Strationalsal^Ien  mit  ben 
SBorten  beS  S^atl^ematiferS  (&.  ^and:  „^n  ber  ^latonifd^en  ©d^le 
galt  bie  (Srienntnid,  hafi  ed  Mitogen  gtebt,  toeld^e,  auf  mar  0etaben  t)om 
9htII|)untt  aus  atö  ©treden  abgefc^nitten,  bod$  auf  feinen  $untt  bet  auf 
ber  ^eraben  aufgetragenen  nnenbUd^en  ga^tenreil^e  fül^ren,  atd  bie  l^öd^fte 
IBeiSl^eit,  unb  bal^er  ber  ^^tl^a^oreifc^e  Sel^rfaft,  toeld^r  bad  n^irf« 
lid^e  ISorlommen  fotd^er  unmöglid^  erfc^einenben  (snrdi)  (Strogen  äugen« 
fc^einlid^  barlegte,  atö  eine  göttliche  (Srfenntnid.  S)ie  gfeinfü^Ugfett 
in  biefer  ^inftd^t  ift  aber  und  S^obemen  fel^r  abl^anben  gefommen;  ja, 
man  em^finbet  l^eute  taum  mel^r  baS  SRemento,  n^eld^ed  bad  fBort  „irra- 
tionar'  in  fid^  Wie|t.  3d^  n^iH  nic^t  fagen,  bag  ed  ungered^tferttgt 
gen^efen  fei,  hit  fd^arfe  Unterfc^eibung  ber  ftttm  st^ifd^en  gal^Ien  unb 
(Strogen  fallen  p  taffen.  ^ag  aber  an  ©teile  ber  ©d^ftrfe  unb  93eftimmt« 
l^eit  ber  93egriffe  ber  Sülttn  bielfad^  unberantmortlid^er  £eid§tfinn  unb 
@(^lenbrian  $Ia(  gegriffen  l^at,  »irb  nid^t  geleugnet  »erben  tonnen.  — 
fBad  ic^  übrigen^  mit  bem  aEen  fagen  »iQ,  iß  nur:  bie  Seigre  t)on  ben 
irrationalen  gal^Ien  nid^t  in  SSetbtnbung  mit  bem  ^^tl^agoreifd^en  Sel^rfa^ 
ju  bringen,  fd^eint  mir  —  man  geftattc  baiJ  SBort  —  eine  ^päbagogif d§c 
©ünbc  5U  fein."    (^offmannfd^e'geitfd^rift,  XII.  Sal^rgang,  ©eite  362.) 


(Siebenter  Slbf^nitt. 

Hurtje  (Smtxttim^  in$  3ai)Unbe9nf$:  imaginäre 

3fll|Un/) 

§  116.    Gntfle^ttttg  nnh  8egti{f  bet  imaginären  8^¥* 

S)tc  aDgctneinc  gorm  einer  rein  quabratifd^en  ©leid^ung 
ift  (§104):  x'  +  q^O, 

in  welcher  ba8  aßflemeine  gal^Ijcid^en  q  iebe  pofitit)c  ober 
negatiüc  Qa\)l  borfteüt.    Sft  nun  in  befonbern  gäßen: 

q=l,        g  =  4, 

fo  l^eifeen  bic  (Sleid^ungen: 

a;*+l-=0     unb     x^  +  4  =  0, 

toorau^  fid^  bie  SBerte: 

X  =  y —  1      unb     X  =  1/ — 4 

ergeben.  $Run  ift  aber  bie  Duabratourjel  jotool^I  aui^  (—  1) 
ate  au8  (—4)  »eber  eine  pofitiöe  nod^  eine  negatiöe 
Qaf)\,  inbem  j.  SB.  (+  1)«  unb  oud^  (—  1)«  bie  ^ßotenj  +  1, 
aber  niemals  ( —  1)  liefert.  ®enn  allgemein  l^at  jebe  gerabe 
^otcnj  einer  gal^I,  mag  fie  +  ober  -^  jum  SSorjeid^en  l^aben^ 


*)  &  ift  eine  getoig  $u  bead^tenbe,  bibattifd^e  gforberung,  Beim 
matf)tmatx\d)tn  Unterricht  ben  Sd^üter  nid^t  el^er  in  ha^  SSerftdnbnid  Don 
9laumgeMG>en,  Einteilungen,  neuen  gal^Igrögen  u.  f.  tt).  einjufül^ren,  Bid 
bie  9{ottoenbigteit  baju  Dorl^anben  ift  Wtx  erachten  ed  nid^t  für 
bibaltifd^  suläffig,  int  ©c^utunterrid^t  hit  gan^e  Seigre  Don  ben  ^nx^tU 
großen  forttaufenb  burc^juttel^men ,  forbern  oielmel^r,  bie  imaginären 
gol^Ien  mit  ben  quobratifd^en  ^leid^ungen  ju  Dertnil^pfen,  ha  le^tere  auf 
iene  gal^Ien  fül^ren. 
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einen  pofitiöen  So^Iennjert.  3n  unferer  ßal^tenreil^e  öou 
+  cx>  bi8  —  cx>,  ober  in  bem  geometrifc^en  Silbe  berfetten, 
ift  olfo  feine  3^^^  ^^^  ^^^  Sigentümttd^teit  t)or]^anben,  ba^ 
i^r  Dnobrot  eine  negative  QafjH  giebt.  SHefe  neue  Art  öon 
Sagten  nannte  man  in  früherer  3^*  unmögliche  ©rö^en, 
xotlä^t  iBejeid^nung  unglüdlid^  gen^a^It  xoax,  bo  biefe  ®rö^en 
\a  t^atfäd^Iicl^  t)or!ommen;  olfo  nid^t  unmöglid^  finb  nrie  etoa 
ein  edtiger  Ärei«  ober  ein  runbe^  S)reiedE.  ®ie  jefeige  faji 
allgemein  üblid^e  iBeieid^nung  imaginäre  QaijUtn  bürfte  inbe§ 
laum  ein  gortfc^ritt  fein,  weit  ba8  Slec^nen  auf  biefe  ©rö^en 
fü^rt  unb  bie  SBurjeln  ^ö^erer,  befonber^  fubifd^er  ©leid^ungcn 
oft  in  imoginärem  ©ewanbe  erfd^einen,  wä^renb  fie  in  SBirl^ 
Iid^!eit  reelle  3^^^^^  öorfteßen.  ®ie  t)on  ®au§  für  biefe 
neue  3ö^Iört  gewätilte  ^Benennung  laterale  (b.  1^.  jur  ©eite 
liegenbe)  3^^!  ift  unftreitig  bie  jutreffenbfte  unb  intialtDoQfte; 
benn  biefe  l^ot  ©inn  unb  SBebeutung,  wie  "wir  aföbolb  (§117) 
fe^en  werben.  S)od^  verbleiben  wir  bei  ber  üblid^en  S3ejeid^nung. 
SBie  wir  Dor^in  fallen,  fü^rt  bie  allgemeine  Sluflöfung 
ber  quabratifd^en  ©leic^ung  x^  +  g  =  0  auf  äSurjelgröfeen 
t)on  ber  gorm  ]/—  1 ,  ]/—  4 ,  allgemein  y—  a .  S)ie  SIB- 
gemeinl^eit  ber  Sluflöfung  biefer  ©leid^ung  forbert  alfo  not« 
wenbig  bie  (Sinfül^rung  fold^er  3^^^^^  ^^  bie  allgemeine  Slritl^s 
metil.  ©oQen  Duabratwurjeln  mit  negativem  SRabilanben 
einen  ©inn  l^aben,  fo  muffen  wir  ben  aufgefteKten  S3egriff  ber 
Duabratwurjel  erweitem  unb  il^n  auf  biefe  Qti(i)tn  augbel^nen. 
SBir  üerfte^en  unter  einer  imaginären  3^^!  ^tne 
fotd^e,  beren  Duabrat  negativ  ift.    3n  3^^^^^ 

®iefe  ©leid^ung  brüdtt  bag  ©runbgefefe  einer  imaginären 
3a]^t  au8.  S)ie  Slid^tigleit  ber  ©leid^ung  ergiebt  fid^  aug  bem 
^Begriffe  berDiiabratwurjet.  @8  bebeuten  alfo  bie  SlugbrüdEe 
V—  l,  y—4:  bie  Qa^itn,  beren  Duabrate  (—1)  bejw. 
(—4)  finb.  Sm  weiteren  ©inne  l^ei^t  jebe  gerabe  SBurjel 
au3   einer  negativen  3öt|t  eine  imaginäre  ®rö§e.     S)ie  aQ^ 

gemeine  gorm  einer  imaginären  3<i^I  if*    V—  <^,  in  weld^er 
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ber  Stabifanb  ( —  a)  jcbc  rationale  ober  irrationale  ganje  ober 
gebrod^ene  3^^^  bejeid^net. 

(Es  fei  l^erdorge^oben,  ba^  bie  (£infä{)rung  ber  imaginären 
Setzten  in  bie  atlgemeine  ärit^metil  ebenfo  notwenbig  nnb 
bered^tigt  ift,  wie  bie  (Einfül^rung  ber  öon  nnS  frül^er  be- 
trad^teten  igal^tfonnen.  S)ie  neuen  ^db/itn  toerben  benfelben 
©efefeen  unterworfen,  toeld^e  für  bie  übrigen  SBurjeln  gültig 
finb,  nur  ift  beim  Operieren  mit  imoginären  ©rö^en  ba8  oben 
aufgefteöte  @runbgefe|  ftet«  ju  beod^ten.  ©ol^er  nennt  mon 
bie  ©rö^en  öon  ber  gorm  Y—  a  ber  Äürje  wegen  aud^ 
Saluten.  3m  @egenfa|  ju  ben  imoginären  werben  bie  pofitiöen 
unb  negatit)en  3^^^^^  reale  ^(x\^Uxi  genannt. 

Äommen  wir  nun  auf  unfere  (Steid^ung  a?  +  q^^^Q 
jurfidt.     Äug  berfelben  folgt   x^  =  —  q.     Statt  —  q  fonn 

man ^analog    ber    ©teid^ung    {y^~af  =  —  a    ben    SBert 

(V— 2)*  fefeen.  ©ringt  man  (l/^^)*  auf  bie  tinfe  Seite 
ber  ©leid^ung,  fo  entftel^t  x^  —  {V—of  =  0.  ßeriegt  man 
bie  linte  Seite  in  ba^  ^robuft  jweier  S3inome,  fo  l^at  man: 

mitl^in: 

^1  =  +  V—Q.     ^^^    x^  =  —  y—q . 

S)ie  t)orgeIegte  ©leid^ung  l^at  alfo  jwei  abfotut  gleid^e,  alge^ 
braifd^  entgegengefefete  SBerte,  bereu  Duabrat  bie  ßa^t  —q 
liefert.  SBir  finb  alfo  genötigt,  bie  ^Begriffe  pofitiö  unb 
negatit)  aud^  auf  bie  imaginären  Qa^Un  anjuwenben  unb 
fie  in  pofitiöe  unb  negative  (Sröfeen  ju  unterfd^eiben.  S)ie 
SBurjetn  ber  ©leid^ung  a^^  +  l  =  0  finb  alfo: 

SBeibe  SBurjeln  finb  bie  Sinl^eiten  ber  imaginären  Qa^Un  unb 
fie  werben  nad^  bem  SSorgange  öon  Slrganb  mit  i  (bem 
SlnfangSbud^ftaben  beg  SBorte^  imaginär)  bejetd^net,  fo  ba§: 


Sebe   imaginäre  Duabratwurjel  )/—  a  lä^t  fid^ 
auf  bie  imaginäre  (Sinl^eit   jurüdtfül^ren.     SRan   fann 
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n&ntUd^  jiebe  imaginäre  &x6%t  in  ein  ^robutt  anS  einet 
reellen  pofitiöen  3^^!  unb  ber  imaginären  ffiin^eit 
jerlegen.    ©o  ift  j,  85.: 

yzrg  =  ]/4  .  (—  1)  =  2y^^;     1/=^  =  3i 
nnb  allgemein:  ]/—  a  =  'j/a'  Y—  1  —  »Vä . 

§  117.    Qenmeirif^e  Setfinnli^ung  bet  imtginiten  8^W^* 

®ie  SRaumlel^re  ift  einjig  nnb  aöein  ba^ienige  ®ebiet, 
n^eld^eiS  eine  n)ir!Iici^e  2)arfteQnng  (SSeranfd^annd^ung)  ber 
imaginären  3^^^^^  ermögttd^t. 

1)  Um  biefe  Slrt  Don  QafjUtn  jn  öerfinnüc^en,  nel^men 
toir  junäc^ft  bie  imaginäre  Sin^eit  nnb  fe|en  bief etbe  =  x , 
otfo  X  =  Y—i  ober  x^  =  —  1.  S)ie  ßa^t  x  fott  atfo  bie 
(gigenfd^aft  l^aben,  ba§  nad^  bem  SBegriffe  ber  imaginären  Qa^l 
i^r  Duabrat  bie  negative  ßa^t  (—  1)  liefert  SBir  toasten 
(gig.  45)  eine  nnbegrenjte  ©erabe,  ttjeld^e  al8  SSerfinnttd^nng 

aßer  reeßen  3^^^^^  ^i^i^t- 

©efeen  wir  anf  biefer  ©eraben  bie  ©trecfe  0-4  =  +  1, 
fo  ift  ber  i^r  gleid^e  Slbfd^nitt  O^i  =  —  1.    SBef einreiben  mir 


00  — ^ 
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nun  au8  bem  änfang^punlt  0  mit  bem  ^albmeffer  OA  ben 
Äreig   unb   jie^en   ben  Surd^meffer  BB^  fenfred^t   auf  ber 
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©erabett;  fo  ift  ttad^  bem  planimetrifd^en  Se^rfa^e:  Sebe  fent^ 
redete  ^albfe^tte  ift  mittlere  proportionale  jtoifd^en 
ben  Stbfd^nitten  beS  3)ur(i^meffer8: 

OW  —  OA .  ÖÄ[  =  (+  1) .  (-  1)  =  —  1, 
unb  folglich:  x^  =  OB*;  mitl^in 

^ie  @trede  OB  t)erQn{cl^au(ici^t  alfo  bie  pofitiüe  imaginäre 
Sin^eit 

(Sntjpred^enb  biefem  SSerfal^rcn  lönnen  aKe  imaginären 
Duabrattourjetn  ate  mittlere  geometrijd^e  ^proportionalen  öon 
pofitiöen  unb  negativen  ßatilen  lonftruiert  tt)erben.  S)ie  ima- 
ginären ®rö§en  erjd^einen  bann  ftets  aU  ©tredten  einer 
©eraben,  weld^e  im  Jluöpnnfte  anf  ber  bie  reeQen  3^^^^" 
öerfinnlid^enben  ßinie  fenlrec^t  ftetit.  äug  ber  2)arfteQung 
(gig.  45)  ift  aud^  crfid^tüd^,  ba%  bie  reeöen  unb  bie  imaginären 
Saluten  nur  bie  JluII  gemeinfam  tiaben.  Unb  wenn  wir  ent- 
fprec^enb  bem  ©ebraud^e  bei  ben  reeQen  S^af)kn  aud^  bei  ben 
imaginären  ©röfeen  mit  9tüdEftd^t  auf  ben  ©egenfafe  ber  Sagen 
t)on  OB  unb  OB^  bie  9iid^tunggjeic^en  +  unb  —  wälzten 
unb  OB  =  +  i  fefeen,  fo  Dcrfinnlid^t  OB^  bie  3^^^  —  t. 
(£g  loerben  bal^er  aöe  pofitioen  imaginären  3^^^^^^  +V—^ 
auf  ber  obern  §atbad^fe  unb  aße  negativen  ©rö^en  biefer  Art 
ouf  ber  untern  §albad^fe  liegen.  S)a  alfo  bie  imaginären 
3a^Ien  bei  il^rer  geometrifd^en  S)arfteQung  alg  feittid^  oon 
ber  reeQen  3<i^tenrei]^e  liegenb  erfd^einen,  fo  »erben  fie  nad^ 
©aufe  jutreffenb  laterale  3^^^^^^  genannt. 

2)  3wm  9iac^tt)eife  einer  anfi^auüd^en  SBebeutung  öon 
]/—  1  gelangt  man  aud^  burd^  Slnalogie.  SBir  l^aben  uns 
baiS  ©ebiet  ber  pofitioen  unb  negativen  3^^^^^  ^^^^  ^i^^  ^^^ 
beiben  Seiten  unbegrenjten  ©eraben  ML  öerfinnlid^t.  ^aUn 
nun  iwei  fünfte  B^  unb  B^  t)om  Änfanggpunit,  ber  Ä  l^ei^en 
möge,  gteid^e  Entfernung  aber  entgegengefe|te  Sage,  unb 
öeranfd^auUd^t  ber  ^^un!t  B^  tttoa  bie  Qai)l  +  a,  fo  fteßt  B^ 
bie  3^^t  —  «  ^^^'  2Ran  gel^t  l^ier  alfo  offenbar  öon  5ßunlt 
JBi  ju  $unft  ^2  über,  mit  anbern  SBorten:  man  überträgt  bie 
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©trede  ^JB^  auS  ber  Soge  (rec^tö  t)on  iRuH)  auf  ber  Slid^tung 
^Z  in  bie  entgegengefe^te  Sage  (lintS  t)on  9hiII),  auf  bie 
9ii(i^tung  AM,  inbem  man  ber  3<^^I  +  ^  baS  entgegen^ 
gefegte  ßeic^en,  aljo  —  öorfcfet.  SHe  Sorjefeung  beS  SKinu^^ 
jetd^eniS  tann  aber  aud^  mit  vollem  9ied^t  als  eine  SDtuItipIi- 
lation  mit  bem  Äoeffijienten  ( —  1)  aufgefaßt  »erben, 
fo  ba§  -4.  JB2  =  (—!)•  a  unb  lonfequent  biefer  «uffaffung 
AB^  —  (—  1) .  (—  a)  ift.    ®ie  Übertragung  ber  ©rö^e  +  a 

in   (—  a)  lann  olfo 
^*^'  ^'  baburd^   betoeriftettigt 

toerben,  ba^  man  bie 

^  erftere  mit  (—  1)  mut^ 

*  ^  '  tiplijiert.   S)er  galtor 

(—  1)  l^at  atfo    ben 
^ :£—    ei^arafter,     ba§     er 

bie  toed^felfeitige  ^t^ 

jie^ung        auiSbriidCt, 
cf  xotli^t    jtt)ifd^en    \itxi 

Sagen  t)on  irgenb  jtoei 
f  in  gteid^em  Slbftanbe 

t)on  -4i,  aber  in  ent- 
gegengefefeten  SRid^tungen  Uegenben  $ßunlten  befielet.  (SSer* 
gleid^e  §  38,  3.) 

ßiel^t  man  nun  burd^  A  bie  ©cnlred^te  P^  ju  ML 
unb  trägt  auf  FQ  pon  A  aug  bie  ©tredEe  a  nad^  oben  unb 
unten  ab,  fo  brängt  fid^  uniS  bie  grage  auf,  ob  man  aud^ 
einen  Sattor  finben  !ann,  mit  tteld^em  man  AB^  =  a 
multiplijieren  mu§,  um  biefe  ©trecfe  in  bie  Sage  AP 
ju  übertragen.  SRad^  ber  öorliegenbcn  Slnalogie  bürfte 
eg  nid^t  fd^toer  fein,  bag  aritl^metifd^e  ßeid^en  ju  finben,  toeld^eg 
bie  S)re^ung  ber  ©tredEe  AB^  in  ber  (Sbene  um  einen  S33in!el 
öon  90^  augbrüdEt.  SBeseid^nen  wir  ben  gefud^ten  S)rel|ung§= 
ober  aiid^tunggfaftor  mit  f,  fo  Derfinnlid^t  AC^  bejtt).  $ßun!t 
Ci  bie  Qai)i  f  -  {+  a)  ^  +  f  -  a.  2)a  nun  offenbar  bie 
®erabe  AM  ju  AP  biefelbe  Sage  l^at  wie  AP  ju  AL,  fo 
mu§  man  bie  ßalil  für  AC^,  nämüd^  +f'a,  toieberum  mit 
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f  muItipUjieren,  um  bte  ©trccfc  AC^  auf  AM  ju  übertragen. 
SRit^itt  bejeid^net  ber  aritJ^metifd^  ÄuSbrucf  +/"*•«  bie 
©trecfe  AB^.  S)iefelbe  ©trecfe  DerfinnUc^t  aber  nac§  früheren 
©ariegungen  auc§  bie  ^oili  —  a.    S)a^er  mu§: 

+  /*«.«=  ~a    unb    /*— +  i/iri  fein. 

5Der  gefuc^te  goftor  ^ei^t  aljo  +l/^^  unb  bie  ©trecfe  AG^ 
t)erfinnUcl^t  alf o  bie  j^oX^l  +  /* .  a  =  +  a  •  y—  1 .  ©anj  auf 
biefetbe  SBeife  finbet  man  burc§  Übertrogung  ber  ©trecfe  AB^ 
auf  bie  (Serobe  ^^  für  ^C,  bie  3a^t: 

=  —  l-a)/^^  =  — a.)/^~i. 

5E)ie  ©trecfe  ^C,,  welche  ber  Sage  nod^  AC^  entgegengefefet 
ift,  Deranf d^autid^t  atfo  bie  gal^I  —  a  •  Y^  1  •  ® ^  ®egenfa| 
in  ben  Sagen  ber  äbfd^nitte  AC^  unb  AC^  finbet  oljo  bur^ 
bie  SSorjeid^en  +  unb  —  öor  bie  ßa^Igrö^e  a  •  ]/—  1 .  fid^t^ 
baren  Äu^brudf.  ®ie  ©rel^ung  ber  ©tredEe  AC^  in  ber  Sbene 
in  bemfelben  ©inne  wie  öor^in  um  90  SQSinfelgrabe  wirb  arit^- 
metifd^  burd^  bie  3^^^  +/**•«  auggebrüdEt,  fo  ba§  mon  alfo 
für  bie  ©tredEe  -4JBi  =  +  a  aud^  nod^  ben  biefem  gleid^en 
SBert  +  /•*  •  a  erhält.    ©8  ift  alfo: 

©e|t  man  a  glei^  ber  Sängeneinl^eit,  fo  ift: 

^Cj^+yzrr    unb    AC^^-Y^^. 

b.  §.  bieje  ©tredEen  Deranfd^auUd^en  bie  lateralen  ©inl^eiten. 

S)ie  allgemeine  Äritl^metil  befd^äftigt  fid^  alfo  mit  jwei 
gal^Ienreil^en,  ber  reellen  unb  ber  imaginären.  S)ie  lefeteren 
galten  werben  burd^  eine  ®erabe  jur  Änjd^auung  gebrad^t, 
toeld^e  im  SluKpunft  auf  bem  SBilbe  ber  reeöen  gal^Ienreiiie 
fenfred^t  fielet.  2)ie  ©erabe,  weld^e  bie  lefetere  ^a^tmtx^^t 
öerfinntid^t,  nennt  man  bie  Äd^fe  ber  reeßen,  unb  bie  jweite, 
jur  3)arfteQung  ber  imaginären  3^^^^^  bienenbe  @erabe  bie 
Äd^fe   ber  imaginären   ^a^tmtx^t.     S)ie   geometrifd^e  S)ars 
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fteQung  aQer  bis  ie|t  betrod^teten  3<^]^Iformen  beftel^t  alfo  ani 
t>xti  gletd^ett;  nod^  einer  @eite  unbegrettiten  Xeilen,  loelc^e  ben 
©d^niitpunft  0  jum  SnfangSpunft  l^aben.  Seber  Xeit  l^ei^t 
eine  ^albod^fe.  3^^^  ^albad^fen  t)eranf(i^QttU(i^en  bie  pofttit)en 
reeQen  nnb  bie  pofitiüen  imaginären;  unb  bie  beiben  anbem 
bie  negativen  reeöen  unb  imaginären  ßal^Ien.  S)ie  folgenbe 
geic^nung  entl^äft  bie  Silber  einiger  reeöen  unb  imaginären 

5ig.  47. 
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§  118.    Keinen  mit  imaginären  Qa^Un. 

S)a  aQe  imaginären  3^^^^^^  SJBurjetgrö^en  ftnb,  fo  gefd^iel^t 
bag  Sied^nen  mit  erfteren  nad^  benfetben  ©efefeen,  bie  für  SBurjeln 
überl^aupt  gelten,  nur  mufe  ftets  bie  ©runbgleid^ung: 

befolgt  tt)erben. 

1)  ®ie  Äbbition  unb  ©ubtraftion  innerl^atb  ber 
imaginären  Qaf)Unxtxi)t  tnirb  gerabe  fo  toie  mit  ben  reellen 


§  118.    Slec^nen  mit  imagittAten  Saluten.  411 

gal^Ictt  öoDjogeti.  ©ine  imaginäre  gal^I  ju  (Don)  einer  mit 
i^r  flleid^attigen  bilbtid^  obbieren  (fubtr agieren)  l^ei^t,  ouf  ber 
Äd^fe  ber  imaginären  Qaf)Unxtii)t  ebenfo  öerfal^ren,  wie  bieg 
für  bie  Äbbition  (©ubtroftion)  ber  otgebraifd^en  Qaf)Un 
(@.  99-107)  erläutert  worben  ift.    ©o  ift  }.  ».: 

5t  +  3i  — (5  +  3)i; 

allgemein: 

ai  +  hi  =  (a  +  6)i . 


Smoginäre  ©rö^en  tt)ie  ]/—  a  bringe  man  äunäd^ft  ouf  bie 
gorm  yä  •  i  unb  bel^anbete  bie  Sinl^eit  i  in  ber  Slec^nung 
tt)ie  einen  Sud^ftabcnfaltor;  j.  S3.: 

]/^36  +  )/^=^  =  6i  +  4i=  lOi; 
)/=^  +  /~"3  —  i/5  +  il/3  =  iiYö  +  l/3). 

yzT^  ±  y^^  =  i(y^  +  y6) . 

(SSergleic^e  Sel^rfafe  6)  ß  %  9.)  S)ie  algebraifd^e  Sbbition  einer 
reellen  unb  einer  imaginären  Qaf)i  fül^rt  ju  einer  neuen  Qaf)U 
form,  ber  lomplejen  Qai)l,  miä)t  in  ben  §§  119  unb  120 
bel^anbett  ift. 

2)  SBeim  SRuItipüjieren  einer  imaginären  ßal^t  ai 
unb  einer  reellen  ßal^I  6  miteinanber  multipliziere  man  juerft 
a  mit  b  unb  ba« '  erl^altene  ^robult  a6  mit  i.    ©o  ift  j.  83.: 

8  .  3  .  i  =  24i;        8  •  (—  3i)  =  —  24t; 

(-8).(-3t)  =  +  24i. 

3m  erften  unb  britten  S3eifpicle  erl^alten  toir  junäd^ft  bie 
Qaf)i  24  auf  ber  pofitioen  reellen  ^albad^fe,  unb  inbcm 
tnir  biefe  QqX)1  mit  i  muttiplijieren,  fd^reiten  tnir  auf  bie  ent* 
fpred^enbe  3^^^  ^^^  pofitiuen  imaginären  ^albad^fe.  S3eim 
jtoeilen  SSeifpiete  gelten  toir  burd^  bie  SRuttipIüation  ber  ßal^t 
—  24  mit  i  t)on  ber  negativen  reetlen  §atbad^fe  auf  bie 
entf))red^enbe  3^^^  ^^^  negativen  imaginären  ^albad^fe 
über.  S)iefer  Übergang  Don  einem  Sld^f enteile  auf  einen  anbern 
finbet  überl^aupt  ftatt,  toenn  eine  QqÜ^I  mit  i  multiplijiert  toirb. 
ffiine  reelle  3^^^  mit  i  multiptijieren  l^eifet  alfo,  öon 
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bicfcr  3a^(  ouÄ  auf  bic  cntfprec^enbc  ßal^I  berfclbcn 
(poftttt)en  ober  negottoen)  ^olbad^fe  ber  imaginären 
galten  übergel^en.     3n  ßeid^en: 

i  •  (+  a)  '^  +  ai. 

3)  ®ie   ®it)ifion   einer   imaginären  ßal^I  öon   ber 
gorm  ai  bnrc§  eine  reette  ßal^t  6  gefd^iel^t,  inbem  man  ben 

Dnotienten  ^  mit  i  mnitiplijiert    Sg  ift  alfo  j.  8.: 


allgemein: 


20i  :  5  =  —  •  i  »=  4i, 


4)  SBag  bog  SRnltipIijteren  einer  imaginären  3<i^I 
mit  einer  imaginären  nnb  ba^  ^otenjieren  berfelben  an* 
langt,  \o  finbet  and^  l^ierbei  ftetg  ein  Übergang  öon  einer 
^albad^fe  auf  eine  anbere  ftatt.  3)iefe  SBal^rl^eit  gel^t  un= 
mittelbar  auÄ  ben  Sriäuternngen  in  §  117,  2)  l^eröor.  SBir 
fanben  für  ben  Übergang  t)on  +  1  (auf  bem  pofitiöen  rceQen 
Slc^f enteile)  auf  bie  abfolut  gleid^e  @trede  Aü^  auf  ber  ©enf= 
redeten  AP  ba8  Qtici)tn  +  Y--  1  =  i  ate  3)rel^ung8faItor. 
S)ie  Übertragung  ber  ©trcdte  AC^^  in  bie  Sage  AB^  toxtb 
burd^  benfelben  gaftor  bejetd^net,  unb  »ir  erhalten  fomit  afe 
Srgebnig  biefer  Srel^ung  ben  StuSbrudE  {]/—  l)  •  (]/—  l) , 
toeld^er  bem  urfprünglid^en  SQSerte  für  AB^^  —  l  gleid^  ift. 
eg  mu|  aljo  (y—  i)^  =  i^  =  —  1  fein,  toeld^e  ©leid^ung  ja 
aud^  nad^  bem  SBcgriffe  ber  imaginären  ßal^t  rid^tig  ift. 

gür  ben  Übergang  ber  ©tredfe  AB2  t)on  ber  negativen 
reellen  §albad^fe  auf  bie  ncgatiüe  imaginäre  gilt  bagfelbe 
3eid^en,  unb  toxx  erl^ielten  für  ben  äbfd^nitt  AC^  bie  3af)t 
—  y—  1.    Solgttd^  mu§: 

(+}/=-i)^  (l/=ri)  =  is  =  ^ /TT 

fein.  3nbem  mir  ferner  ben  Äbfd^nitt  -iQ  =  —  ]/—  1  üon 
ber  imaginären  §albac^fe  in  bie  Sage  AB^  auf  bem  pofitiöen 
reeßen  2;eile  t)erfe|tcn,  erl^ieften  toir  für  Icfetere  ©tredte  ben 
aritl^metifd^en  ÄugbrudE: 
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ober  —  f .  f  =  _  i«  -e  _  (/=ri)«  =  +  1. 

©efecn  toir  bicfe  Übertragunflen  in  bemjclbcn  ©tnnc  fort,  jo 
crl^altcn  toir: 

(+}/=T)^  =  i'--)/=l;      (+>/zri)«  =  is  =  +  l. 

SBtc  nun  bcr  Übergang  ober  bie  SScrfefeung  einer  Qai)i 
irgenb  einer  ^atbac^fe  auf  bie  folgenbe  aritl^metifd^  ftet^  burc§ 
SWuItipttfation  biefer  Qaf)l  mit  bem  %attox  i  bejeid^net  wirb, 
fo  ntu§  umgefel^rt  bieje  Sled^enoperation  ftetg  mit 
einem  Sortfc^reiten  t)on  einem  Äd^fenteile  auf  einen 
anbern  öerbunben  fein.  S3ei  ber  SKuItipIrtation  jweier 
imaginärer  S^^^I^^^  miteinanber,  j.  S3.  4i-5t,  multipüjiere 
man  juerft  mit  bem  reeßen  goftor  beS  SRuItiptüotor«,  alfo 
mit  4,  bag  giebt  20i.  S)ieje8  Srgebni«  ift  nod^  mit  i  ju 
multipüjieren.  S3ei  ber  S)eutung  eineg  $ßrobufteg  au8  jtoei 
imaginären  gaftoren  ^anbelt  eg  fid^  atfo  um  bie  grage: 
toie  ift  bie  SRuItipIüation  einer  imaginären  ßal^t  +  ai 
mit  i  aufjufaffen?  mit  anberen  SBorten:  welcher  Über* 
gang  öou  ber  imaginären  ßa^Ienad^fe  finbet  ftatt,  toenn  tt)ir 
irgenb  eine  gal^I.  berfelben  mit  bem  ga!tor  i  multipttsieren? 
SBir  muttiplijierten  oorl^in  bie  3^^^  +  V  —  1  r  tod6)t  auf  ber 
pofitiDen,  imaginären  ^albad^fe  liegt,  mit  V—  1  =  i 
unb  erl^ieltcn  (—  1),  weld^e«  @rgebni§  bicfelbe  ©trecfe  auf 
ber  negativen,  reellen  ^albad^fe  bejeid^net.  ®ie  gal^I 
— ")/—  1  auf  bem  negativen,  imaginären  Äd^fenteile  mul:» 
tiplijierten  toxx  mit  i  unb  bag  (Srgebni^  tt)ar  +  1,  alfo  eine 
Sal^I  ber  pofitiöen,  reellen  §albac^fe.  2)er  S)re^ung8-  ober 
?Rid^tung8faftor  i  l^at  atfo  ben  Gliarafter,  ba|  er  irgenb  eine 
imaginäre  3<i^i  +^h  ^^J^-  ^^^^  P^  Derfinnlic^enbe  ©tredte, 
auf  biejenige  reelle  ^albad^fe  öerfe^t,  weld^e  ba8  entgegen^ 
gefegte  aritl^metifd^e  SSorjeid^en  trägt. 

Sefitiitinn:  SRit  i  an  einer  imaginären  gal^I  bie 
SÄuttipIüation  Donjiel^en  l^ei^t,  biefetbe  öon  i^rem 
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Sld^fenteile  auf  bie  ^albod^fe  ber  algebraijd^  tnU 
gegengefe^ten  reeHen  Qa^Unxtx^t  überttagett. 

©8  ift  bal^cr: 

i.20i 20, 

in  allgemeinen  Qtxi)tn: 

i  •  (+  ai)  =  +  a . 

2)utd^  üotfiel^enbe  d^tfl&xung  geftalten  fic^  bie  aRuÜt|)Ufationen 
imaginArer  ga^^en  mit  imagindten  3<^^ten  unb  bie  ^oten^ierung  biefex 
3a]^Ifotmen  ju  an{cl^aulicl^en  unb  batum  (eichten  O|)erationen.  ^er  ^n« 
fftnget  fpted^e  ftc^  über  bie  Söfung  einiger  Aufgaben,  §.  8.  bon: 

etma  folgenbermagen  ani:  2)ie  3^^^  (~  ^0  ^i^gt  auf  ber  negatiben 
imaginären  $albac^fe;  (—  4i)  mit  8  multipliziert  liefert  bie  S^^^ 
(—320  auf  bemfelben  Sld^f enteile.  SBenn  ic^  (-32»)  mit  i  multi* 
pü^im,  \o  erl^alte  ic^  bie  entfprec^enbe  3a^I  auf  ber  po\\tx\>tn, 
reellen  ^albac^fe,  nämlic^  (+  32).    SDlitl^in  ift: 

8i.  (—  4»)  ==  +  32. 

3)a8  SRuItipIijieren  einer  imoginftren  Qaijl  mit  einer 
imaginären  unb  bie  5ßoteniierung  biefer  g^l^Iformen  lann  aud^ 
burd^  folgenbe  Vorlegung  jur  Slnfd^auung  gebrad^t  werben. 
S)ie  Qcif)l  +y —  1  Hegt  ouf  ber  pofitiöen  imaginören  ^alb^^ 
ad^fe  AP  (gig.  46,  ©eite  408),  beren  SRid^tung  um  einen 
redeten  SBinlet,  bej».  einen  ^eiSquabranten  öon  ber  pofitiüen 
reeKen  ^atbad^fe  AL  entfernt  ift.  ®ag  Duabrat  biefer  ß^flt/ 
nämlid^  (+  ]/—  l)^  =  —  1  befinbct  fid^  auf  ber  negativen 
reeKen  §albad^fe  AM,  beren  ©ntfernung  öon  ALj^toti  Dua^ 
brauten  beträgt.  2)ie  britte  5ßotenj  öon  +]/—  1  liefert  bie 
3aI|I  —  l/—  1 ,  n?etd^e  ber  negativen  imaginären  §atbad^fe 
angeprt  unb  bicfe  tt)eid^t  um  eine  S)ret|ung  öon_brei  Dua- 
branten  t)on  AP  ab.  35er  $otenjn?ert  t)on  (+l/—  l)*  giebt 
bie  Qa^  (+  1),  tt)eld^e  um  eine  öoQe  Umbrel^ung,  atfo  t)ier 
Duabranten  öon  ber  pofitiüen  reellen  ^olbad^fe  entfernt  ift,  b.  t|. 
auf  berfelben  liegt.  S)ie  Qaf)l  — V^^  gel^ört  bem  8ld^fen= 
teite  an,  beffen  SRid^tung  um  brei  Duabronten  öon  AP  ent- 
fernt ift.  35ie  jtoeite  ^potenj  öon  —  ]/-^  1,  nämlid^  — 1 
liegt  auf  ^lüf,  toeld^e  2  •  3  =  6  Duabranten,  il^r  Subui^ 
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+  Y^^  bcfinbct  ftd^  auf  bcr  ^olboc^jc  AP,  »clc^e  3.3  =  9 
Duabranten  t)on  ber  pofitiücn  rccßen  ^olbad^fc  entfernt 
ift.  §ierQu3  folgt:  S)ie  Üßotenjierung  ber  imaginären 
Sagten  ift  gleid^bebentenb  mit  ber  SÄnttipIüation 
be3  S)re^nng2abftanbe8  ber  fie  üerfinntid^enben 
©trerff  t)Ott  ber  pofitioen  reellen  ^otbad^fe.  S)iefe 
SSSal^rl^eit  gilt  übrigen^  onc^  ffir  boS  ^otenjieren  reeller 
Bai)Un.  ®ie  bie  Qai^l  (—  1)  öerfinntid^enbe  ©Irede  ift  um 
2  Dnobronten,  il|r  Dnabrot  um  2-2  =  4  Duabranten  unb 
il^r  SubuÄ  (—1)  um  3-2  =  6  Duabranten  t)on  ber  pofitiöcn 
reellen  §atbad^fe  AL  entfernt. 

SSorftel^enbe  SBal^rl^eit  ift  bei^l^alb  toic^tig,  toeil  uni»  butd^  f^e  ein 
^ilfdmtttel  geboten  ift,  bie  $oten5ientng  unb  bie  ai^ulti^ilüation  imaginärer 
gal^Ien  mit  imaginären  5tt  üerfinnlid^en.  2)em  Semenben  ift  ed  p 
em))f eitlen,  mit  ^tlfe  bei$  Sa^^enbilbeS  (gig.  47)  ftc^  über  einzelne  ^uf« 
gaben  biefer  ^rt  auSfül^rlic^  aui»5u{|)re(^en. 

®ie  ©leid^ung: 

i  •  (+  ai)  =  (+  a) 

gilt  aud^,  tnenn  bie  negativen  SfJabüanben  irrational  finb, 
alfo  bie  gorm  +y—  a  l^aben.    @g  ift  j.  S3.: 

=  i.(— i.yTe). 

2)ie  ßal^t  (— i-)/l6)  =  —  4i  ift  mit  i  ju  muttipKjieren 
unb  Dertnanbelt  fid^  burd^  biefe  Operation  in  bie  entfpred^enbe 
ßal^I  ber  pofitiöen  reellen  ß^l^tenreil^e,  nämlid^  in  +4. 
Allgemein  ift: 

4)   (_y=-a).(+l/^^  =  (-il/a).(+iyfe)  =  +  )/afeJ 

SSorftel^enbe  öier  gormeln  !ann  man  in  bie  beiben  fotgenben, 
in  ttJefd^en  nur  bie  obern  unb  bie  untern  SSorjeid^en  jugleid^ 
gelten,  jufammenf äffen: 


416  Siebenter  9b{(^nitt.    Smagiitftie  gallett. 

I)  (±y=^  •  (+ v=^) = — y^. 

II)    (+]/zr^ .  (+y=^)  ~  +  Vab. 

3)iefe  @Iet(i^ungen  fpred^en  jtoei  Se^rjä^e  auS,  nämlid^: 

1)  Sel^rfa^:  ^a^  ^robutt  jtoeier  gleichartigen 
imaginären  SBurjeln  ift  negatiö  reell. 

2)  eelptfa^:  2)aS  ^robutt  jtoeier  imaginären 
Sßurjelgrö^en  mit  entgegengefe^ten  SSorjeic^en  ift 
pofitio   reelt. 

5)  Seim  praltifd^en  SfJed^nen  unb  jtoar  beim  SÄuItipIijieren 
unb  ^otenjieren,  wetd^e«  ein  SRuttipIijiercn  öon  gleichen  gaftoren 
ift,  beftimmen  bie  unter  4)  (erfter  Äbfafe)  burc§  SSeranfd^auIid^ung 
abgeleiteten  5ßotenättJerte  ber  imaginären  ©inl^eit  i  ben  Sinn 
be3  ^robulte«.  S)iefe  5ßotenjtt)erte  finb  bal^er  too^I  ju  merlen, 
unb  wir  fteöen  fie  beSl^alb  l^ier  überfid^tlid^  jufammen.  S)ie 
SluffteÖung  jeigt  jugleic^  bie  (gnttt)idEeIung  ber  ?ßotenjtt)erte  auf 
rein  aritl^mettjd^em  SBege  auf  ©runbtage  ber  ©runbgleid^ung: 

i^  =  i^ ,  i  =  --  i  =s  —  )/—  1 . 


SÄan  erfie^t  aug  biefer  Sleilie,  ba§  für  bie  5ßotenjen  öon  i^ 
iii  i*  fid^  bie  ©rgebniffe  ber  öier  erften  $ßotenjen  toieberl^olen. 
®iefe  SBal^rl^eit  ^oben  wir  oud^  bereits  unter  4)  Seite  413 
erfel^en. 

a3ejeici^net  man  allgemein  oQe  ganjen  pofitiöen  ^ßotenj- 
exponenten,  SluÖ  nid^t  aufgenommen,  mit  n,  fo  ift: 

i4n        =  +  1;  i4«+l^^^-j 

i4»+2  =  —  1  ;  i4n+8  c=  —  i; 

i4n+4  =  -f   1  ;  i4»+5  =  ^  l 
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hieraus  ergeben  ftd^  fotgenbe  Setirfäfee: 

1)  Sel^tfa^:  Sebe  gerabe  $otenj  t)on  i  ^at  reellen 
SBert;  berfelbe  ift  (+  1)  ober  (—  1),  je  nad^bem  ber 
©Eponent  burd^  4  teilbar  ober  nid^t  teilbar  ift. 

2)  Sel^tfa^:  3ebe  ungerabe  ^otenj  öon  i  ift  inta? 
ginär  unb  jtoar  (+ i)  ober  (— i)/  i^  nad^bem  ber  ffij^ 
ponent  um  1  größer  ober  um  1  !teiner  alg  eine  burd^ 
4  teilbare  3^^^  ift. 

6)  SBeim  3KuItipttjieren  einer  reellen  3^^^^  niit  i  wirb 
erftere  nad^  2)  ©eite  411  oon  ber  ^albad^fe  ber  reellen 
3a]^lenreil^e  ouf  bie  §olbad^fe  ber  imaginären  QafjUtnxtif^t 
mit  b  e  m  j  e  l  b  e  n  SSor jeid^en  übertragen ,  t .  (+  a)  =  +  ^  *  • 
©al^er  tt)irb  bei  ber  3)iöifion,  ber  inöerfen  9ied^nung^art, 
ber  umgefel^rte  gortfd^ritt  ftattfinben,  b.  f).  eine  imaginäre 
ßal^l  +ai  toirb  burc^  i  biöibiert,  inbem  man  öon  bem  htn 
3)iöibenben  öerfinnlid^enben  ^ßunft  ber  imaginären  Äd^fe  auf 
ben  entfpred^enben  ?ßunlt  ber  reeßen  Äd^fe  übergef)t.  @8  ift 
i'  S3.:  +24t:i  — +  24, 

in  allgemeinen  S>^xä)tn: 

=^.—  =a  +  a . 

S)a  ferner  nad^  4) 

i  •  (+  di)  =  +  a 
ift,  fo  muß  umgefel^rt: 

=7-  =  -f-  at  fem. 

Seifpiele: 

S)ie  folgenben  gormein  finb  na^  ben  vorangegangenen  ©r* 
örterungen  leidet  ju  enttoidteln.  Sei  ber  rein  aritl^metifd^en 
JBel^anblung  ber  ©iDifion^- aufgaben  bel^anbele  man  ebenfalls 
bie  imaginäre  (Sinl^eit  i  ate  eine  SBud^ftabengröße. 

Arten  ber  Aufgaben.  SRan  l^at  bei  ber  3)ioifion  fol^ 
genbe  gäße  ju  unterf d^eiben : 

@d^üller,  «tit^metif.  27 
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1)  S)it)ibenb  unb  ©iöifor  finb  imaginftr;  bonn  ifl 
bcr  Duotient  pofitit)  rcett. 

gomtel:    1^ -- i^ -l^_l/i. 

"  y^^b        iVb       yi        y  h 

2)  ®er  S)it)ibenb  tft  imaginär,  bcrS)iöifot  bagegen 
reed;  bann  ift  ber  Dnotient  pofitit)  imaginär. 

"  yh      yi      y  h 

3)  ®cr  ®it)ibenb  ift  reell,  ber  S)it)ifor  imagindr; 
bann  ift  ber  Dnotient  negatit)  imaginär. 

3«"*  ^.-wi-rVl—'-Vl- 


Ute  ^^mfittt  3a^L 

§  119.     Cntflelpung ,  8egtiff  unb  Setfinnlid|ttng  ber 

fiim|ile|en  ^tüfi. 

1)  (Sntfte^nng  nnb  SBcgriff.    SBcnn  toir  bie  gemifd^te 
qnabratifd^e  ©leid^ung: 

a;^  -  6a;  +  45  =  0 

anflöfen,  fo  erl^otten  toir: 

a;  =  3  +  1/9  —  45  =  3  +  y =^  =  3  +  6  i . 

Die  Slnflöfnng  ber  ©leid^nng: 

a?  —  2px  +  3  =  0 
liefert  bie  SBcrte: 

Sft  in  ber  aBnrjelgröBe  yi)^  — g  (ber  S)ig!riminante,  §  105, 3) 
bie  3o^I  9.  gtöfeer  at§  p^  wie  in  Dorftel^enbem  beftimmten  Sei^ 
fpiele,  fo  l^ot  bie  S)ifferenj  p^  —  q  einen  negativen  SBert,  unb 
atebann  ift  ber  SBurjelaugbrudE  imaginär.  SSejeid^nen  toir  ben 
negotiöen  9tabi!anben  mit  (—  6*)  unb  fe|en  jp  =  a,  fo  ift: 


X 


=  a±iy^^  =  a±hi. 
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S)te  Sttflöfuitg  ber  t)oQftänbtgen  quabratifc^en  ©leic^uitg  ffi^rt 
olfo  auf  eine  neue  Art  öon  ßa^ten,  wn  ber  5orm  a  +  bi, 
in  n^elc^er  a  unb  6  beliebige  pofitit)e  unb  negatit)e  reeQe  ßa^Ien 
ober  9luQ  be^eic^nen.  S)a  6  auc^  negatit)  fein  tanu/  fo  finb 
beibe  gönnen  in  ber  einen  a  +  bi  entl^alten.  Diefe  gett)onnene 
neue  S^^If^^^  ^^i|t  n^(^  ®au|  eine  fontpiejce  ßal^I,  a  ift 
i^r  reeQeiS,  bi  i^r  imaginärei^  ®(ieb.  S)ie  t^pomt  a  +  ^^  tiennt 
man  bie  91  or  malform  ber  tomplejcen  3^^^-  ®^^^  i^^i  ^^^^ 
pleje  3^^^^^  einanber  gleich,  ift  j.  83.  a  +  6i  —  |)  +  g«,  fo 
befte^t  ®Iei(^]^eit  jtoifc^en  i^ren  reellen  ©liebem,  a  «=  p,  unb 
®Ieid^]^t  jn^ifc^en  ben  imaginären  Steilen,  t^  ift  aud^  &i  — gi. 
^enn  aui^  ber  ©teid^ung: 

a  4"  6i  =  1>  +  Qi    folgt     a  — 1>  «=  ^(ö'  —  &)  • 

S)iefe  ©leid^ung  fann  nur  unter  ber  S3ebingung  als  richtig 
befte^en,  ttjenn  fott)ot)I  a  —  p  ali^  aud^  q  —  b  gteid^  SiuU  ift. 
3toei  fompleje  3^^^^"/  ^i^  fi^  ""^  burd^  bai^  SSor^ 
jeid^en  bei^  imaginären  &luht^  unterfd^eiben,  alfo 
ßa^Ien  öon  ber  gorm  a  +  bi  unb  a  —  bi  ttjerben  in 
aSejie^ung  ju  einanber  fonjugierte*)  fompleje  3Ä^I^n 
genannt. 

2)  ®eometrifc^e  SSerfinnlic^ung  ber  fomplejen 
3a^Ien.  SBäie  bie  imaginären  So^I^«^  fo  lönnen  aud^  bie 
fomplejen  burd^  geometrifc^e  ©arftcUungen  jur  Änfd^auung 
gebracht  ttjerben. 

öcgriff  ber  geomctrtfd^en  ^bbttton.**)  Uifprüttgltd^  ^ahtn 
toir  äur  SSctflmtUd^ung  ber  natürlichen  S^^Un  bie  ©tredcn  nur  l^tnfidjtlid^ 
ber  Sänge  bctrad^tct.  Um  bie  relativen  gö^^cn  jur  ?lnf d^auung  ^Vi 
bringen,  benu|ten  »tr  niä^t  bIo6  bie  ®rö6e  ber  ©trcdcn,  fonbern  aucft 
ben  Ocgcnjafe  i^rer  Sagen.  S^^  geomctrifd^cn  SSerflnnltd^ung  ber  lom* 
piejen  S^W^  t^**  8U  jenen  (gigcnfd^aftcn  ber  ©erabcn  nod^  bie  JRid^tung 
l^inju.  Sänge  unb  Sflid^tung  ber  ©tredc  bilben  bie  @tüde  pm  begriff 
ber  ,,gcometriid^en  Slbbition",  tocld^e  eine  einfädle  geomctrifd^e  SSers 


**> 


*)  3)iefe  SSeaeid^nung  rü^rt  öon  ©aud^^  (1821)  l^er. 

*)  3)ie  (ginfül^mng  in  biefen  begriff  ift  a»ar  sum  »erftänbniffe  beS 
über  bie  SJerrtnnlic^ung  ®efagten  nid^t  not»enbig,  trägt  aber  aum  tieferen 
(grfaffcn  be3  fjolgenben  tocfentttd^  bei. 

27* 
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Sig.  48. 


jtnnlid^uTtg  bet  !omple|en  S^W^  unb  t^rer  algebtatfd^en  9(bbition  tt- 

ntöQlt^t.    mi  0rtttt^0e{ei^  für  bte  geometttfd^e  «(bbttton  gilt: 

Qtüti  ©treden  t}on  gletd^et  abfolutet  £ftitge  unb  betfelBen 

9{id^tuTtg  ftnb  ald  gal^Ien  aufgefaßt  gleid^,  fo  ba^  bte  eine 

8trecfe  für  bie  onbete  gefe|t  toerben  fann.. 

^ie  geometrifd^e  ^(bbition  f^at  eine  t}on!ommene  9(naIogie  in  ber 

aji^ed^anit  unb^toat  imS^etoton'fd^en^^araUelogtamnt  ber  Gräfte''. 

^a  hü  ber  finnlid^en  ^arfteüung  t}on  Gräften  nid^t  blo^  bie  ^ntenfttat, 

fonbern  aud^  bte  SRid^tung  berfelben  inbetrad^t  fontmt,  fo  ift  bie  @tretfe 

t}ermöge  il^rer  ^genfd^aften  )Bänge 

unbS^id^tung  einfel^r^toedmö^geS 

IBilb   für   eine  med^anifd^e  Stxa^. 

S9^ir!en  ^toei  med^anifd^e  ^äfte,  bie 

©eitenfräfte  AB  nnb  AC,  mit  ben 

gntenfitötcn  2  unb  3  unter  einem 

SBinlel «  auf  einen  ^ßunlt  A  (gig.  48), 

{o  iftbie  diagonale  AD  be$(aud 

ben  gegebenen  ©tüdCcn  gebilbeten)  ^ßaraKetogrammiJ  ABDC  bie  SDtittel- 

!raft  ober  {Refuttante,  gleid^  ber  (Summe  ber  6eitenlräfte*),  b.  1^. 

es  i{t: 

AB  +  AC^  AB  +  BD^  AC  +  CD  ^  AD. 

®enQU  fo  Der^ält  ed  ftd^  mit  ber  geometrifd^en  ^bbition  t>on  (Streben 
berfd^iebener  Slid^tung.  Ttan  nennt  in  ber  ©eometrie  bie  gerab  = 
Unige  Entfernung  ber  ©nbpunite  A  unb  D,  alfo  bie  ©tredfe 
AD,  bie  ©umme  ber  ©tredfen  -4.Cunb  CD,  unb  fe^t: 

AC{+)  CD^AD. 

3)iefer  3feftfe|ung  äufolge  betrad^tet  man  in  einem  3)reiedf  ABC  bie 
©eite  AC  M  bie  Summe  ber  anbem  ©eiten  unb  fd^reibt: 

AB{+)BC^AC. 

^iefe  ©leid^ung  erfd^eint  aUerbingd  oX^  eine  Ungereimtl^eit,  toenn  man 
nur  bie  abfotuten  Sängen  bet  ©tredfen,  bejto.  i:^re  obfoluten  Sal^Ien- 
toerte  im  ^uge  l^at;  ba  nad^  @uflib  C^Iemente'',  I,  20.  ©a^): 

AB  +  BC>AC 

ift.    3)ie  Äuffaffung  ber  ©tredfe  ^C  als  ©umme  öon  AB  unb  BC  ift 

*)  SDtöbiug  l^at  biefeg  SJerfal^ren,  a»ei  Gräfte  mittele  beg  Äräfte:: 
Parallelogramms  ju  il^rer  fftefultante  gu  fummieren,  in  feiner  „©tatif" 
juerft  otö  rein  geometrifd^en  SBegriff  aufgefteKt.  ßur  SSerfinnlid^ung 
ber  9led^enoperationen  mit  lontple^en  ^(i^ltn  tourbe  bie  geometrifd^e 
^bbition  a^erft  t}on  ^rg anb  eingeführt  unb  t)on  ^aug  toeiter  auS= 
gebilbet,  bagegen  juerft  tjon  Sofia felo  (1861),  ^xzdt  (1866)  unb  3)urege 
(1859)  tJoUftönbig  burd^gefü^rt  unb  eintourfsfrei  begrünbet. 
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aber  t>otllommtn  bered^tigt/  fobalb  oud^  bte  Sttd^tung  inbettad^t  lommt, 
ütbem  man  Don  A  and  in  ber  9Hc!^tung  ÄC  ebenfo  on  ben  $unft  6' 
gelangt  mie  übet  bte  gebrochene  iBinie  ^£0.  Obige  ®(ei4ung  ^at 
biefelbe  93ered^tigung,  mit  n^eld^er  in  bet  allgemeinen  tltitl^metif  bai  (^t^ 
gebnid  einet  Setbinbnng  and  telatit}en  3^^^^  ^o^  ^^^  Srotm: 

(+  ö)  +  (—&),  alfo  a  —  b  (cond.  a  >  6) 
ald  Summe  beseid^net  n)itb  (§  35,  legtet  W>]aii).  Qnv  SSet^ütung  ))on 
äHigoetflänbniJTen  nemtt  man  bie  @umme  t)on  ©ttetfen,  bei  toeld^et  nid^t 
bIo|  bie  Sänge,  fonbetn  aud^  bie  fRid^tung  berfelben  in  dled^nung 
gebtad^t  toixh,  bie  9{id^tungi»fumme;  toäl^renb  bie  @umme  bet  ob» 
foluten  Bangen  bie  abfolute 
©umme  l^gt.    Um  bie  ®Ieid^--  ^*«-  ^^• 

ungen  bet  9{id^tungi^fumme  unb 
bet    abfoluten    @umme    5meiet 
@ttedfen    fofott    beutlid^    untet- 
l^eiben  ju  lönnen,  erfd^eint  e§    D„ 
fel^t  5n)edtmägig,  nad^  ©untl^er^ 

SBotj^Iag  in  etfteren  ba^  oHgemeine  „$Iu3"  butc^  ein  befonbeteig  Seichen 
(+)  tenntlid^  ju  mad^en  nnb  ju  fd^teibcn  (Sig.  49): 

AD^  =^  AB  +  BC;        AC^  AB  (+)  BC. 
©ollen  obiget  (gtllätung  jufolge  bie  ©ttcdCen  AB  unb  CD  (Sig.  60) 
im  geomcttifd^en  6inne  abbiett  toetben,  fo  jic^e  mon:  BE  ^  CD  unb 


SiQ.  51. 


SiQ.  50. 


CA 


l^ietauf  AJE,  toeld^e  ©ttedEe  bie  gefuc^te  9ii(^tungSfumme  beaeid^net.  Si^an 
fd^reitet  alfo  l^iet  tote  in  §  35  ^uetft  oon  A  nad^  B  unb  l^ietauf  in  gletd^et 
SRid^tung  mit  CD  big  E,  fo  ba%  alfo  A  bet  «Infang  unb  E  bog  @nbc 
bet  9{id^tung$fumme  bet  gegebenen  @ttedten  bejeid^net.  Umgele^tt  lann 
man  eine  ©ttedfe  AB  auf  fe^t  maitnigf altige  SSeife  butd^  einen  gleid^* 
toettigen  gebtod^enen  Sinicnjug  etfefecn.  3)et  toit^tigfte  gaK  biefet  S^^' 
legung  in  ©ttedfen  oetfd^iebenet  Slid^tungen  !ommt  bann  oot;  n^enn  man 
einen  beliebigen  ^unft  cineS  gelbe»  bet  ©augifd^en  gal^tenebene  (gig.  52) 
j.  SB.  G  mit  A  oetbinbet  unb  oon  G  bie  ©enfted^te  auf  bie  teette  Sa^Un- 
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ad)\t  mt  S)ann  tft  AG  —  ÄF(+)  FG.  —  »et  bet  geometrifclje« 
@ubtta!tion  befolgt  man badfelbe  )Berfa]|ten,  butd^  totlä^i  bie  fierlegnng 
einer  gegebenen  Ihaft  nad^  htm  ^rattelogromm-^rinsi))  bo^ogen  tmrb. 
Um  5.  93.  bie  ©trede  ^C  bon  AB  geometrifd^  ^u  fubtral^ieren  (gfig-  51, 
@eite42l),  betrad^te  man  AB  atö  3)iagonaIe,  AC  ald  Seite  eined 
$ara0elogrammd;  ^tel^t  man  BE:^AC,  fo  iß  bie  Strede  AE  bie 
gefugte  ^ifferen).  äRan  er^&It  anc^  bie  ^if  f  eren^,  toenn  man  bie  9lid^ng 
öon  AC  umfebrt  unb  abbiert;  AB—AC^mAB+CA 

'^AB+BE^AE. 

angenommen,  e^  fei  bie  gal^I  1  +  i  iu  öerjtnnlic^en. 
SBäir  jeic^nen  uns  ein  83Ub  ber  reellen  unb  ber  tmoginären 
3a]^Ienrei^e  (gig.  52).    3)oiJ  erfte  ®Keb  ber  geometrifd^  bor- 

Sfifl.  6». 
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jufteKenben  ßa^I  nömlic^  +  1  lüirb  burc^  5ßunft  B  auf  ber 
reeUen  pofitiüen   §albai^fe   üeronfd^auUd^t.     3)a   baS   jiüeite 
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®ücb  +  i  pofttiö  imaginären  ßl^orafterS  ift,  fo  müflcn  ttjir  bic 
reelle  Äd^fe  öerlaffen  unb  auf  ber  Äd^fe  ber  })ofitit)en  lateralen 
Sagten  um  eine  Sängeneinl^eit  fortfd^reiten.  ©rrid^tet  man  in 
ben  fünften  B  unb  C  bie  ©enlre^ten  auf  ben  juge^örigen 
Seifen,  fo  fd^neibcn  fic^  biefe  8flec^ttt)infeligen  in  D.  S)a  nun 
BD  =  ÄC  ift,  fo  erfüDt  ^unft  D  bie  ®igenfc^oft,  ba|  fein 
Äbftanb  üon  ber  imaginären  Äc^fe,  nämtic^  AB  bie  3^^^  + 1 
unb  feine  ©ntfemung  üon  ber  reellen  Äc^fe,  alfo  BD  bie  3^^!  i 
öeranfc^auttc^t.  SRit^in  ift  bie  gebrod^ene  Sinie  ABB,  bejto. 
bie  Sflic^tungi^fumme  AD  ober  ^unft  D  ha^  SBitb  ber  3^^! 
1  +  i. 

Um  allgemein  bie  f ontpleje  3^^^  a  +  hi  ju  f onftruieren, 
fuc^t  man  biejenigen  ?ßunfte  auf  ben  Äd^fen,  tt)elc^e  ben  QafjUn 
a  unb  li  entfpred^en,  unb  errid^tet  in  biefen  ?ßunften  bie  @enf^ 
rechten,  ber  ©c^nittpunft  berfelben  ift  ber  gefuc^te  ^unft.  3ft 
a  pofitit)  unb  6  negatiü,  fo  liegt  ber  bie  3^11^  üerfinnlid^enbe 
?ßun!t  im  oierten,  ttjenn  a  bagegen  negatio  unb  6  pofitit)  ift, 
fo  befinbet  fic^  ber  5ßunft  im  jweiten  Duabranten  (Selbe). 
§ieroug  ergiebt  fic^,  ba§  bie  fomplejen  i^Oi^tn  burd^  fünfte 
ber  burc^  bie  reelle  ?lc^fe  unb  bie  imaginäre  ?ld^fe  beftimmten 
@bene  jur  Slnfc^auung  gebracht  ttjerben.  Unb  ba  bie  ©ent 
redeten  auf  ben  beiben  Sld^fen  fid^  nur  in  einem  fünfte 
fdineiben  fönnen,  fo  ift  bie  Sage  beS  bie  fontpleje  3^^!  öer- 
anfd^aulid^enben  5ßunfteg  in  ber  @bene  genau  beftimmt.  Sllfo 
entfpric^t  irgenb  einer  reeöen,  imaginären  ober  fomplejen  3^^^ 
ein  beftimmter  5ßunft  ber  Sbene  unb  umgefel^rt,  ein  beftimmter 
^unft  ber  Sbene  üerfinnlic^t  nur  eine  beftimmt e  ^(x^.  Sflüdft 
^unft  G  (gig.  52)  in  A,  fo  tt)irb  a  +  fei  =  0,  xotW  a  unb  6 
ben  833ert  SJluD  erl^olten.  SKiJ  anfd^aulic^eg  Süb  aller  in  ber 
allgemeinen  Slrit^metif  öorfommenben  3öt|tgrö|en  fann  mithin 
bie  burd^  ein  red^tn)inteKged  ßoorbinatenf^ftem  gelegte  @bene 
bienen,  ttjeld^e  nac^  il^rem  ©rfinner  @Jau|  bie  ®au§ifc^e 
3a]^tenebene  genannt  wirb.  3)ie  Sitbpunfte  aller  Qai)Un 
öon  ber  gorm  a  +  2i  liegen  in  ber  ©eraben,  ttjeld^e  burd^ 
ben  ?ßunft  2i  bejto.  —  2i  parallel  jur  reellen  Sld^}e  gejogen 
ift.    Slße  Qaf)Un  öon  ber  gorm  1  +  hi  werben  burc^  5ßunfte 
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einer  Okroben  latt^vanüd^i,  bie  im  W^Uaibt  +  1  mit  htt  imcu 
ginären  3<^Iena(^fe  pataüü  Ifinft  Ser  Xbßaiib  ber  Silber 
ber  Ballett  5  +  3»,  5  -  3i,  —5  + 3t,  —5  — 3t  \>m 
92unpuiifte,  b.  f).  bie  obfolute  fionge,  loelc^  biegen  3^^  ^^ 
ffrric^t,  ift  biefelbe,  loie  loeiter  unten  sejeigt  nyirb.  2>ie  @tre^, 
\Dtld)t  bie  3^^^  1  +  •/  2  +  2t,  allgemein  a  •  (l  +  i)  jnr 
9nf(^nung  bringen,  bilben  einen  unter  einem  regten  Sßintel 
gebrod^enen  fiinienjug,  beffen  jmei  Zeite  gleich  long  ftnb.  S)ie 
aHic^tnngdfumme  ift  bei  jeber  fornple^en  3^^I  bie  ^^otenufe 
bed  entjprec^enben  Sreiecfd.  Serbinbet  man  bie  Silb^nfte  ber 
3a]^Ien  0,  +1,  4*  ^  1  +  h  öDgemein  ber  3^^^^^  0,  +a, 
+  ai,  a(l  4-  0  ^^^^  ©eroben,  fo  entftel^en  Cuabrate.  3)ie 
Serbinbung  ber  fünfte,  xodäfc  ben  3ö^ten  0,  +  a,  +  &i, 
a  +  6i  entftjred^en,  liefert  9ie(^tede. 

äRan  merfe  noc^  ben  obfolnten  Qaijkvmtt  für  bie  ©trede 
AG  (bie  Siid^tunggfumme),  ttjeld^c  ben  bireltcn  äbftanb  bcS 
bie  fompieje  3^^^  «  +  &*  öerfinnlic^nben  fünftes  G  t)om 
Änfang^punlt  -4.  angiebt.  ®a  bie  fiönge  J.  JP  =  a  unb 
F6f  =  6   ift,   fo   ift  nad^   bem   £e^rfa|e   beg   ^^t^agoraS: 

9Ran  nennt  ben  SluSbrud  a*  +  V  bie  SRorm  unb  bie  pofitiüe 
SBurjel  au^  bemfelben,  alfo  +  Ya^  +  h^,  ben  3Robut*)  ber 
fomplejen  3^^^  a  +  bi.  @o  ift  j.  S.  bie  9lorm  ber  3ö^ten 
3  +  4i^  3-4i,  — 3  +  4i,  — 3  — 4i  gteid^  3^  +  42  =  25 
unb  i|r  JKobuI  gleich  5.  S)er  abfotute  SBert  beg  Slusbrudg 
]/a*  +  P  tt)irb  öon  833eierftra§  „abfoluter  Setrag"  ber 
fornplejen  3öi|t  a  +  li  genonnt  unb  nad^  it)m  furj  mit  \a\ 
bcjeid^nct.  S)er  t)on  833eierftra§  öorgefd^Iagene  9lome  ift  ber 
Slrganbfd^en  Sejeic^nung  ;,3)?obuI"  üorjuiiefien. 

3)ie  fornpleje  3öt)I  toirb  nid^t  bIo|  in  ber  (urfpriings 
lid^en)  gorm  a  +  li,  fonbern  oud^  t)äufig  in  einer  anbercn 
bargeftcOt.  3^^  ^i^f^^  jtüeitcn  Sejeid^nung  gelangt  man  burd^ 
ein  anberciJ  SSerfalircn,  bie  Sage  eineg  5ßunfte8  in  ber  @bene 
ju  beftimmen.    SKan  fudjt  ben  ?lbftanb  bc§  5ßun!teS  G 

*)  SBe5cic!^nun0  öon  Slrganb  (1814). 
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t)otn  ytnlipuxiH,  ben  3Jlohnt,  unb  ben  SStnfel  a,  tueldjen 
bic  ©trcde  AG  mit  bcr  po|itiöcn  reellen  ^albod^fe 
bilbet.  Siad^  trigonometrifc^en  ^Begriffen  ift  im  red^toinfeligen 
Dreied  ÄFG,  mnn  tüxx  bie  obfoluten  ^aijlimtotxtt  a  unb  6 
für  bie  ©trecfen  ÄF  unb  FG  fefttialten  unb  AG  ^r  fe^en: 

a  c      &  •  V         &*'         •    • 

-  =  COS  a     uno     -  =  sin  a ,     ober     —  =  *  sin  a : 

folglid^: 

a  ^:Br  '  cos  a ,         fei  =»  r  •  i  sin  a . 

« 

©urd^  äbbition  bcr  bciben  legten  (Sleic^ungcn  ergiebt  fid^: 

a  +  fe»  =  r(cos  a  -{-  i  sin  a) . 

S)iefe  gönn  ber  fomptejen  Qai)l  l^eifet  bie  !ononifd^e,  unb 
ttjenn  r  =  l  gefegt  »irb,  bie  rebujierte  JJorm.  3)er  SBinfel  « 
ttjirb  bie  ämplitube*)  ber  lomplejcn  ßo^I  a  +  fei  genannt, 

r h  Va*  +  fe*  ift  ber  SKobuI.    S)ie  gal^I  3  +  4i  t|at  olfo 

jur  ämplitube  einen  SBinfet,  beffen  trigonometrifd^e  3;angente 

5  ift,  unb  mithin  beträgt  bie  ©röfee  beg  SBinfelg  «  für  biefe 

go^I  53^  r  48".    S)urc^  biefen  SBinfel  unb  ben  SlRobuI  ber 

Sa^t  3  +  4i  nämlic^  +]/3^  +  42  =  5  ift  bie  Sage  bcg  bicfelbe 
öeranfd^autid^enben  ^unttc^  in  ber  ßal^Ienebene  genau  beftimmt. 
ffiiefe  3)arfteQung  einc^  ?ßunltcg  ber  ©aufeifc^cn  ßal^tenebene 
ift  bie  nämlid^e,  weld^c  in  ber  anal^tifd^en  ©eometrie  mittele 
?ßolarfoorbinaten  gegeben  tt)irb.  S)ie  ©röfeen  r  unb  a  ^eifeen 
bie  ?ßolarfoorbinaten  üon  G,  r  ift  ber  radius  vector,  «  baiJ 
Argument. 

§  120.    Steinen  mit  UmpUjtn  8^^Un. 

3)ie   allgemeine   Stuflöfung   ber   gemijc^tcn   quabratifc^en 
©leic^ung:  x^+px  +  q  =  0 

ma^te  bie  ©infü^rung  ber  fomplejen  Qaijil  in  bie  allgemeine 


*)  S)te  ^Benennungen  „2lml)Iitube"  wnb  „rebujtette  fjotm" 
rül^ten  t)on  ©aud^^  (1821)  l^et.  S)er  S^ame  „S^lorm"  ift  öon  ®ou6 
(1831)  in  bie  5Crtt^metiI  cingefül^tt  tootben. 

I 
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Vlrit^metil  nottpenbig.  S)a  biefe  neue  ßa^Ifomt  eine  93er^ 
binbung  einer  reellen  unb  einer  imaginären  3^^^  ifc  f^  muffen 
toir  ben  JBegriff  ber  Summe  bo^in  ertpeitern,  ba|  fie  aud^ 
ungletd^artige ,  n^efentUc^  perfc^iebene  ßa^Ien  jufammenfaffen 
fonn.  Unter  ber  fomptejen  S^^l  a  +  6i  ift  biejenige  ga^l 
ju  Perftel^en,  ttjelc^c  fo  üiete  reellen  ®inl^eiten  enthält,  afö  bie 
reeQe  3^^I  ^  angiebt,  unb  fo  Piele  imaginäre  Sinl^eiten,  aU  hi 
angiebt. 

1)  SBäaiJ  bie  Äbbition  unb  ©ubtraftion  fomplejer 
ßa^Ien  anlangt;  fo  tt^erben  biefe  Operationen  nad^  benfelben 
©efe^en  öoUjogeU;  ttjeld^e  für  Summen  unb  ©iffcrenjen  reeller 
Säulen  bcftc^en.    @g  ift  j.  83.: 

(8  +  At)  +  (7  +  5i)  =  (8  +  7)  +  t(4  +  5)  =  15  +  9t. 
Sn  allgemeinen  Qd^tn: 

(a  +  bi)  +  (i>  +  qi)  =  (a  +  JP)  +  (^  ±  0)^- 

2)aiJ  Ergebnis  biefer  beiben  SRcd^nung^arten  ift  alfo  im  aK- 
gemeinen  gleid^faKg  eine  tompleje  Qaijii.  3)a  wir  über  ben 
SBert,  bie  Sebcutung  bcS  SRcfuItateg  ber  SRe^nung  mit  fom^ 
ptejen  Qaf)Un  nur  bonn  ein  fic^creg,  Hare^  Urteit  gewinnen, 
toenn  erftereg  bie  JJorm  a  +  bi  t|at,  fo  fud^e  man  bag 
Ergebnis  ftetiJ  auf  biefe  SJlormalform  ju  bringen. 
3)ie  ©umme  jtt)eier  fonjugierten  ßa^len  ift  reell, 
nämlid^  bag  doppelte  bcg  reetlen  ©liebes,  il^re 
©ifferenj  bagegen  ift  imaginär  unb  itoax  bem  bop^ 
pelten  imaginären  Steile  gteid^.     Sn  ßeid^en: 

{a  -{-bi)  -}-  {a  —  bi)  =  2a;     (a  -{'  bi)  —  (a  —  bi)  =  2  -  bi . 

Qnx  SSeranfd^autid^ung  ber  Slbbition  unb  ©ubtraftion  mit 
fomplejen  S^^itcn  üerfal^re  man  auf  folgenbe  SBeife:  §ei§en 
bie  jU  abbierenben  fomplejen  Qaf)Un  \  =  a  +  bi  unb 
Jc2=p  +  qif  fo  fteöe  man  biefetben  geometrifd^  bar.    @g  fei 

OAi  =  a,        Ay^B^  =  bif 

OA^  =  p        unb         A^B^  =  qi , 

fo  üerfinnlid^t  ber  5ßunlt  B^^  bie  erfte  unb  5ßun!t  B^  bie  jtüeite 
tompUit  S>^\)\,   2;rägt  man  nun  öon  0  aug  auf  OB  bie  ©trerfe 
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$ifi.  58. 


OA^  =^  a+p  ah,  errid^tet  ttt  A^  auf  OR  bic  ©cnlrcci^tc  unb 

mad^t  biefelfie  gleid^  ber  Summe  A^B^  +  A^B^,  fo  ücTitttnlid^t 

OjBj  bejto.  ^unft  B^ 

baS  (Ergebnis  ber  W>' 

bttion  obiger  tom|)Ie£er 

galten.       ©eufelben 

$unft  J?8  erl^ätt  mon 

Qud^,  tnbem  man  bie 

fünfte   J5i   unb   JB^ 

mit  0  t)erbinbet  unb 

biefeS   ©ebilbe   bur^ 

giel^en  öon  parallelen; 

nämlic^  B,B^  ||  OB^ 


0 


A, 


B. 


V 


A 


A 


R 


unb   ^2^8  II  O-Bj ,   ju   einem   Parallelogramm   ergänjt. 

©oH  ettoa  bie  fompleje  ßatjl  Tc^  üon  einer  anbern  Tc^ 
fubtral^iert  »erben,  unb  xoäxt  Ic^  tixod  burd^  5ßun!t  B^  unb  Ic^ 
burd^  ^unft  B^  öerfinnlid^t,  fo  üerbinbe  man  bie  fünfte  B^ 
unb  jBg  mit  0,  betrad^te  OJB3  ate  diagonale,  OB^  ate  Seite 
cine8  Parallelogramms.  3)urd^  Äonftruttion  beSfelben  finbet 
man  ^ßunft  By^,  ber  burc^  feine  Sage  in  ber  @bene  bie  Differenj 
ber  genannten  fomplejen  S^^I^ii  öeranfd^aulid^t. 

2)  Seim  äRultipligieren  tompleger  2>^^zxi  mit  fom^ 
:plejen  ffi^re  man  ftatt  +)/—  1  baS  ßeid^en  +_i  ein,  be- 
l^anbele  biefeS  wie  einen  SBud^ftabenfaftor  unb  fe^e  fc^lie|lic^ 
für  bie  5ßotenjen  öon  i  bie  ©eite  416  angegebenen  ^ßotenj^ 
toerte.  3)aS  ?ßrobuIt  jtt)eier  fonjugierten  fomplejen 
ßal^Ien  ift  pofitiö  reell  unb  liefert  it)re  „9lorm". 

3n  ßcic^en: 

(a  +  6^)•(a  — 6^)  =  ö'  +  ^'• 
3)  Äommen  Quotienten  ober  SBrüd^e  öor,  bereu  Sienner 
eine  fompleje  ^a^  ift,  fo  ift  eS  ^auptfad^e,  mittels  Sin« 
toenbung    öorftel^enber    formet    jebe    imaginäre   SBäurjel    im 
SRenner  ju  befeitigen. 

»eiipiel: 

6        _e.(3  +  y-s)_^^3^^-3^ 


3  —  ^—3 


9  +  3 
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3)cr  Duoticitt  jtücicr  fornplcjen  ßatjlen  ift  fteti^  eine  fomplcje 
3a^I.  8lud^  in  bcm  fJaOe,  ba§  SHöibcnb  unb  5Diöifor  fon^ 
jugiert  finb,  liefert  bog  ©rgebniiJ  bet  ©iöijton  eine  fotnpteje 
3a^I;  benn: 

a  —  bi        (a  —  biy        a*  — &•  — i.2a6 


—  * 


a*  +  &* 
2a& 


~  a*  +  &*        "a»  +  &« 

4)  ©rtieben  tüir  bie  tompleje  gotit  1  +  *  ini^  Duabrat, 
fo  ertiatten  lüir: 

(1  +  iy  =  1»  +  i»  +  2i  =  +  2t. 

SBie  bie  ® au§ ifd^e  ßatilenebene  (fjig.  52)  jeigt,  liegt  bic 
ßol^t  1  +  i  ouf  ber  3fiid^tuiig  (radius  vector)  AG,  xoü6)t 
mit  ber  poptiöen  ^albad^fe  J.F  ben  SBinlel  a  =  45®  bilbet. 
3)aiJ  Duobrot  ber  ßo^I  1  +  ^/  nämlid^  +  2e,  gel^ört  im 
3ot|lenbiIbe  ber  §atbaci^je  AH  an;  erftereg  Hegt  olfo  ouf 
einer  Siid^tung,  bie  mit  ber  pofitiöen  reeOen  ^otboc^fe  einen 
boppelt  fo  großen  SBinfel  bilbet  aU  AG.  Übertjoupt  liegen 
bie  Duabrote  oKer  3at)len,  tüeld^e  burc^  ?ßun!te  ber  SRid^tung 
AG  üeronfd^oulid^t  tüerben,  ouf  ber  Sld^fe  AH.  SBeim 
?ßotenjieren   tomplejer  ßo^ten  finbet  olfo   eine   äl^ntid^e 

S3etüegung  in  ber  ß^lllcnebene  wie  bei 
ber  5ßotenjierung  imaginärer  Qa^tn 
§  118,  4)  ftott.  2)'ie  ^ßotensierung 
tomplejer  3^^^^^  U^  ^it  3RuIti= 
plifotion  be§  S)rel)ung§abftanbeg*) 
it)rer  SRid^tung  (radius  vector)  üon 
^voje  pofitiüen  ^olbod^fe  AF  glei^^= 
T&ebeutenb.  SBenn  (gig.  54)  0 J.  =  1 
gefegt  tüirb,  unb  ?ßunft  B^^  bie  ^a^l 
a  +  6  i  =  r  (cos  a  +  i  sin  «)  üerfinnli^t, 
fo  ftellen  bie  5ßunfte  B^,  B^,  B^  bie 
jnjeite,  brüte  unb  vierte  5ßotenj  t)on  a  +  hi  bor.  S)ie 
S)re^unggbogen   ber  SRid^tungen   OB^,  OB^  unb   OB^,   mit 


5ig.  54. 


A 


*)  Wt  bem  <)0fttit3Ctt  ?f otenjeic^oncntcn.    SKon  fe^c  S^lotc  IX  @.  443. 
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anbeten  Sorten:  bie  SBäinfel,  ben  biejc  ©eraben  mit  OÄ  bilben, 
jtnb  jttjei',  breis,  öiermol  fo  gro^  atg  ber  833infel,  tneld^en  OBj 
mit  OA  barftettt  3)ie  Söngen  OB,,  OB^,  OB^-OBn  finb 
gleid^  r,  r*,  r*—-f».  3)ie  ?ßun!te  JBi,  ^g/  ^s  ^-  f-  fv  tnel^e  bie 
^otenjen  üon  a  +  6i  jnr  Änfc^ouung  bringen,  jtnb  ?ßunfte  einer 
Suröe,  ttjetd^e  bcn  Slomen  „logaritl^ntif^e  ©pirale"  fü^rt. 
5)  @oÖ  umgefetirt  eine  bnrd^  5ßun!t  JB«  bargefteüte  fom« 
pleje  3^^^  ^^'^^  ^^'^^^  gönjen  pofitiüen  SBäurjeleEponenten  n 
ouf  geometriid^em  SBäege  rabijiert  tt)erben,  fo  mn|  mon  ben 
SBäinfel,  tt)elcl^en  ber  radius  vector  OBn  mit  OA  bittet,  in  n 
gleid^e  Steile  teilen,    äföbonn  üerjinnUd^t  ?ßnnft  B,  anf  ber 

erften.  Xeilung^ünie,  befjen  radius  vector  OBi=  VÖBn  ift, 
bie  gefud^te  SBurjel.  Um  j.  83.  au8  ber  burd^  ^unft  B^  \^ax^ 
geftettten  ^a^  p  +  qi  geometrifd^  bie  vierte  SBurjel  jn  jie^en, 
teile  man  ^AOB^  in  öier  gleid^e  Steile  unb  mac^e  anf  ber 

erften  XeiInngSKnie  OB,=yOB^,  fo  bejeid^net  ber  ^unft  B, 

burc^  feine  Sage  in  ber  ßatilenebene  bie  Vp  +  qi* 

3ur  ©rmittetung  ber  gormel  jur  Serec^nnng  ber  Duabrat^ 
wurjel  aug  a  +  fei  fefee  man  vorläufig: 

1)     ya  +  &i  =  a;4:yi. 

Strebt  man  biefe  ®leic^nng  in^  Onabrat,  fo  entfte^t: 

2)    a  +  fei  =  ic*  —  y*  +  2a!;yi . 

SRad^  §  118,  1)  beftel^en  folgenbe  Sejietiungen: 

3)    x^  —  y^  =  a,  4)    2xy  =  l. 

SJiefe  ®Ieid^ungen  quabriert,  bie  erhaltenen  ®Ieid^ungen  abbiert 
nnb  l^ieraniJ  bie  Duabrattpurjel  gejogen,  giebt: 

auÄ  3)  nnb  5)  erholt  man: 

aSejei^net  man  ya?  +  fe*   jur  Sürje  mit   w  nnb  fefet  bie 

*)  ©tcx  ifk  nur  ba«  pofitiöe  aSotjetd^en  ju  fcftcn,  tocti  x  itnb  y 
reelle  ga^Ien  bejeid^nen  {otten. 
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SSerte  für  x  uttb  y  in  bie  erfte  ®Iet(^ung  ein,  fo  er^ftlt  man 
bie  gefud^te  ^ormel;  näntlic^: 

f/a  +  li  =  yi(w  +  a)  +  i  .  V^Cm;  — a). 

SBeifpiele: 

w  =  y441  +  400  —  29 ; 
mithin: 


2      > 


(S^efd^id^tUd^e  SBemerlungen  jum  fiebenten  9[bfc!^nitt.  (Sine 
Onabrattourjel  aud  einer  negotiDen  gal^I,  b.  i.  bie  intaginftre  ®rö6e, 
erfd^eint  )unt  erften  äRale,  jiebod^  in  nti^Derßanbener  Sfornt,  \iti  $eron 
Don  JKIe^anbria.  S3ra]^ntagu))ta  fagt  in  feiner  $CIgebra:  ,f^^  giebt 
feine  Ouabratninr^el  o^x^  einer  negativen  ^^\  benn  biefe  iß  fein  Ouabrat" 
2)ie  imaginären  unb  fontple^en  S^^^en  gelangten  inbed  erft  nad^  ^enntnid 
ber  ^uflöfung  ber  l^öl^eren  ©leid^ungen  jur  ^nfil'^mng  in  bie  aEgenteine 
tlritl^metif.  ^iefelben  mürben  aber  urfprünglid^  Don  einem  falfd^en  ®eft^t9^ 
punfte  and  betrad^tet  ^^unb  ed  n^urbe  eine  ge^eimniSt}otte  ^unfell^eit  babei 
gefunbcn",  »ie  (Sang  bcmerft.  @ie  erfd^ienen  atö  ein  in^altleereS  3^^^^"' 
fpiel,  man  tt^ngte  fie  nid^t  ju  beuten  unb  nannte  fie  ^^unmögUd^e'' 
®rögen,  toeil  fie  burd^  natürlid^e  Z^Xvx  nid^t  erfe^t  merben  fonnten. 
(Slud^  S)iffcren5cn,  bercn  SBert  eine  negatiöe  gal^I  liefert,  tourben  frül^er 
tSS>  unmöglid^e  3<^^Icn  beaeid^net.)  3)'^lembert  unb  @uler  geigten 
jtoar  bcn  S^ujen  biefcr  beiben  S^i^fformen  in  öie(en  Unterfud^ungen, 
bod^  maren  biefe  (Srdgen  mel^r  gebulbet  ald  für  bered^tigte  3<^^I^n  ^^' 
erfannt.  (Sd  mar  nad^  ^rganbs  SSorgang  bem  fd^arfftnnigeU/  t}ielfeitigen 
beutfd^en  äJ'^ati^ematifer  ®au^  tjorbel^alten,  bie  imaginären  unb  fom))Ie£en 
gal^Ien  mit  ^enu^ung  geometrifd^er  ^arfteHungen  jur  ^nfd^auung  ju 
bringen  unb  il^re  S^l^eoric  ftreng  toiffenfd^aftlic^  ju  begrünben.  —  3)ie 
^u^brüdEe  reell  unb  imaginär  finb  juerft  t}on  3)e^carte^  al^  ^t- 
jeid^nungen  ber  SBur^eln  t}on  (Sleid^ungen  gebrandet  morben. 

§  121.     {Rtiitliltit. 

Unjere  Settad^tungen  über  ben  ßatilbcgriff  nahmen  il^ren 
äuggangSpunft  öon  ben  natürlid^cn  ßö^Icn,  weld^e  Singe  ber:= 
fetten  %xi  fd^Iec^tn^eg  jäl^Ien.  SBir  öerfinnlid^ten  uns  ba§  un= 
begrenste  ®ebiet  biefer  ß^tilen  burd^  5ßunlte,  bie  in  gleid^en 
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SbftSnben  üoneinanber  in  einer  nac^  einer  @eite  unbegreniten 
(Skroben  liegen  (§1).  Sei  ber  @  üb  traft  ion  trat  bie  ^toU 
toenbigfeit  ein,  in  ber  S)ifferenj  a  —  6  ber  natflrlid^en  ^af^ltn 
bie  urfprünglid^e  Sebtngnng  a>b  faden  jn  loffen,  bad  3^^!^"- 
gebiet  über  bie  frühere  ^renje  9lnII  ^inau9,  a(fo  nac^  ber  ent« 
gegengefe^ten  @eite  ^in,  unbegrenjt  ju  tttotxUxn.  9lunme^r 
erhielt  bie  3lnü  ben  S^arafter  einer  go^I,  ben  früheren  natür^ 
tt^en  B^I^Ien  legten  toir  ben  Siomen  pojitiöe  unb  ber  neuen 
SafjUaxt  bie  SSejeic^nung  negatit)e  ßa^l  bei.  ßur  SBerfinn» 
lic^ung  ber  le^teren  biente  unS  eine  unenbltd^e  ^nja^I  t)on 
fünften,  bie  t)on  SiuII  auÄ  bie  ?ßunftreit|e  ber  notflrlid^en 
galten  nac^  linfd,  unb  jnmr  in  berfelben  6(eraben  (iegenb, 
fortfefete  (§  31).  —  S)ie  Diöijton  führte  uuÄ  auf  eine  neue 
ßa^Iform,  ben  SSrud),  tnbem  n)ir  in  bem  Ouotienten  a:b  bie 
urf^yrünglic^e  Sinf darauf ung,  a  ift  ein  SSielfad^ei^  t)on  b,  fallen 
ließen  unb  bie  S)eflnitioni^fornieI  (a:V)b  =  a  allgemein  auf 
ßa^toerbinbungen  t)on  ber  f^orm  a :  h  aui^be^nteU;  gleid^mel 
ob  &  in  a  aufging  ober  nic^t.  SSir  fteßten  bie  SBrüd^e  in 
nnfetm  geometrifc^n  So^Ienbilbc  burd^  fünfte  bar,  bie  it)re 
Sage  itnifd^en  ben  bie  ganjen  3o^t^^  t)eran{d^auUci^enben  fünften 
Ratten  (§  58).  —  Seim  äuiJjiel^en  ber  Duabratwurjeln  gewannen 
toir  toieber  eine  neue  ßal^Iart,  bie  Srrationatja^Ien,  unb 
inbem  toir  biefe  in  unferm  g^^tenbilbe  burd^  5ßunfte  jur  Sin« 
fd^unng  brad^ten,  ging  ba8  SBilb  in  eine  lüdenlofe,  unbegrenjte 
©erabe  über  (§  115).  —  Um  bie  reine  quabratifd^e  ©leid^ung: 

x\±  a  =  0 

allgemein  auflöfen  ju  fönnen,  mußten  ttjir  bie  imaginären 
Duabrattt)urjeln  afö  neue  S^^Iört  einführen  unb  ttjir  fteöten 
biefe  "Sö^t^tt  burd^  ?ßunfte  einer  unbegrenjten  ©eraben  bar, 
toel^e  im  ?lnfang§pun!t  ber  bie  reelle  ßa^lenrei^e  öerfinns 
üc^enben  Sinie  auf  biefer  fenlrec^t  fte^t  (§  118).  —  S)ag 
Sebürfnii^,  bie  gemifd^te  quabratifd^e  ®leic^ung: 

allgemein  aufjutöfen,  forberte  bie  ffiinfül^rung  ber  tomptejen 
gal^Icn  in  bie  allgemeine  Ärit^metif.    Die  imaginären  unb 
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fompiejren  3^^^^^^  \^^^  f^^  ^'^  allgemeine  ^Intoenbung  ber  oritl^' 
inetif^en  ®efe|e  ebenfo  S5ebfitfni8,  toie  bie  reellen  gölten. 
35er  ®runb,  toe^l^atb  unS  erftere  frcmbcr  unb  toentger  bebeutfam 
er f (feinen,  liegt  junäc^ft  barin,  bag  in  ber  reellen  3^^^^^^^^^^ 
bie  nn^  feit  frül^efter  Sugenb  belannten  natürlid^en  3^^^^^ 
öorfommen,  ba%  xoix  mit  ben  reellen  3^^^^^^  überl^aupt  tt)eit 
öertrantcr  finb  ate  mit  ben  Iom|)IeEen  SaijUtn,  unb  erftere 
üielfad^  auf  ®rö&en  SlntDenbung  finben,  bie  imaginären  3ö^Ien 
bagegen  nid^t.  35ie  n^iffenfc^aftUd^e  aUgemeine  Slrit^meti!  ba= 
gegen  brauet  in  i^ren  pl^eren  Steilen  nur  bie  fornplejen 
3at|Ien  ju  berüdEfid^tigen,  tt)eil  biefe  3ö^tört  bie  reellen  unb 
bie  imaginären  3ö^len  als  bcfonbere  gälle  einfd^tie|t.  SKit 
ber  fomplcjen  3^^^  ^^t  ^^^  allgemeine  ?lritt|metif  it)re  natür- 
lic^e  SBegrenjung  gefunben,  eine  fernere  ©rweiterung  bcS  3^^l' 
bcgriffiJ  ift  auSgef^loffen,  unter  ber  SSoraugfc|ung,  ba§ 
fämttid^e  9icd^engefe|e  ber  allgemeinen  Sritlimeti! 
gettjal^rt  bleiben  follen.  SBiU  man  einzelne  biefer  ®efe^e 
fallen  laffcn,  fo  fann  man  aUerbingS  beliebig  öiele  neue  3ö1^1* 
formen  inS  Seben  rufen,  bie  au^  für  getoiffe  matl^ematif^e 
Unterfu^ungen  i^ren  SBcrt  l^aben  *)  Slber  niemals  barf  man 
öergeffen,  ba§  biefe  ©ebanlenbinge  !eine  eigcntli^en  3öf|len 
me^r  finb.  S)ie  gcometrifd^e  S)arftellung  ber  lomplejen  S^lll^ii 
ergab  5ßunlte,  tt)eld^e  aufeerl^alb  ber  beiben  3^^l^na^fen  in  ber 
burd^  biefelben  beftimmten  ©aupfc^en  Qa^Unthtnt  liegen, 
unb  jttjar  fo,  bafe  jcber  ?ßun!t  biefer  @bene  eine  beftimmte  Qa^ 
tjerfinnlid^t. 

8ll§  ©rgebniS  ber  Unterfud^ungen  über  bie  gcometrifd^e 
SJarfteHung  ber  ^af)kn  l^at  fid^  tierauiJgcftcllt,  ba|  e§  jnjei 
3at)lcna^fen,  eine  reelle  unb  eine  imaginäre  unb  eine 
3al^lenebene  giebt,  unb  t)iermit  tiaben  unfere  ffirörterungen 
über  biefen  ©egcnftanb  itiren  Slbfc^lu^  gefunben. 

*}  ©d^cfflerS  „@ttuattoti§!aßüI"  (SBramifd^trcig  1851),  ^amiU 
tonS  „Ouotctmoncn",  ©ragmann^  „^u3bc:^tiungMel^rc".  SWan  fel^c 
bie  X.  ^oU  ©cttc  444. 


(Er9ixpiii$eK  uv^  Xnmtitoxnstn  }nx  Jiiüfimtiik 

I)  64tiftfÜ|e#  6ftltni|terem  «t^  irr  „CrgiH)KM|f «etli^f'.  ^ie 
eigentlich  Snbtrattion  (§  4)  üerlangt,  bag  man  Don  einer  gegebenen  ^aJ^U 
bem  äRtimeiibeii,  coA  um  bie  (^^eiten  hH  ©nbnm^nben  im  S^^lengebiet 
xfidtoäxti  fc^rette.  VUm  er^ltaber  auc^  bie  getuc^te  ^Differcn^,  »cnn 
man  bom  Snbtra^ben  anft  bift  )um  S^linuenben  fortfd^reitet,  olfo  Dor« 
tßäxH  ^Vt,  b.  (.  ben  Subtta^nben  bttr(4  ^in^ufügm  bon  (Sin^eiten 
|ttm  SRinnenben  ergön^t.  Statt  alfo  n.  93.  bie  2)ifferen^  12  —  9  ju 
bered^nen,  inbem  man  bon  12  um  9  (ginnten  rüdmärtd  {d^rettet,  sä^U 
man  mit  9  beginnenb  bid  12  unb  fagt  bie  ^injugefügten  (Stnl^eiten  in 
eine  SaJjH  (8)  ^ufammen.  S)iete  ^vt,  bie  ©ubtraftion  aud^ufa^ren,  lögt 
jlc^  fel^  imtdm&a^  am  93ilbe  bet  natürlicben  Säulenreihe  (§  1)  ^ur  Vn« 
fd^amtng  bringen.  SHe  @ubtraftion  mitteld  (Srgön^en  f (fliegt  fic^ 
unmittelbar  on  bie  boroui^gegangene  Sled^nungdart,  bie  ^bbition,  an,  unb 
fd^on  aud  biefem  (Srunbe  foQte  haf^  ^(b^ie^en  befabi{(^er  S<^¥^^  in^ 
Sd^ulunterrid^t  ßets  burd^  9[bbition  ausgeführt  werben.*)    SKan  gel^e 


*)  SHefe  SReti^obe  i^at  bor  htm  gebr&ud^Hd^eren  SSerfa^ren  toeientlic^e 
IBorjüge.  ^ie  inberfen  Ste^nungSarten  fmb  überl^aupt  fc^mierigcr  ald  bie 
bireften.  ^aS  dlücftoärtsfd^reiten  im  gal^Iengebiet  ift  und  toeniget 
geläufig  afö  baft  S er mörti^f freiten,  i^e^tere«  ift  natürlich,  bat 
^ortD&rti^gel^en  in  einer  9lei^e  (bon  )6orfteIIungen  ober  16egriffen)  wirb 
bur(^  bie  urfprünglid^e  $(uffaf[ung  felbft  beftimmt;  baft  $Kü((tt)artfi 
fd^r eiten  ift  lilnftlic^  unb  erforbert  ^ur  ©ic^er^eit  befonbcri»  tüd^tige 
Übung.  SS^er  n^oHte  fid^  getrauen,  ol^ne  an^altenbe  Übung  5.  ib,  bie  Xbne 
eines  £iebeS,  bie  äBörter  eines  größeren  @a^cS  u.  f.  f.  in  umgclcl^rter 
Speisenfolge  o^ne  Serftöge  n^ieberaugebcn?  ^ag  baS  „(ürgänsen''  bie 
natfirlic^fte  unb  einfad^fte  äJ^et^obe  ift,  bie  ^ifferena  au  bered^ncn,  ergiebt 
ftd^  aud^  avii  ber  2:Satfad^e,  bag  im  pxaU\\ditn  )Ber{el)rlIcbfn  burc^gdngig 
auf  biefe  äBeife  berfal^ren  »irb.    3)ie  gen^ü^nlic^e  {^orm  bef  Vlb^iel^eui 
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bo^er  )ur  (Sinffil^rung  in  biefe  gotm,  bte  ^iffetett^  §koeier  gal^Ien  ju 
berechnen,  bon  ber  iüöfung  einer  9[ufgabe  ber  9tbbition,  }.  16.  5142  -|-  4725 
am,  (Sd  ift:  5142  +  4725  >-  9867.  Sßftte  nun  tixoa  ber  jtoeite 
©ummanb  unbelannt,  fo  koilrbe  bie  entfpred^enbe  9[ufgabe  ber  @ubttaItion 
lauten:  9867  —  5142.  3lad^  bem  ^au|)t0efe6e  bet  ©ubtroftion  i{l  ber 
SRtnuenb  9867  gleid^  ber  @umme  aud  bem  Subtral^enben  unb  bem  9le{t 
(§  4).  SWan  finbet  offenbar  biefen  9Je|t  (3)ifferenj),  ben  jtoeiten  ©um^ 
manben  4725,  inbem  man  bie  einzelnen  ©tellenmerte  bedSub^ 
tral^enben,  erften  $oftend,  ju  ben  gleid^artigen  SRangsiffern 
bed  SRinuenben  (ber  @umme  9867)  ergänzt.  (Srfe^n  toir  biefe 
unbelannten  „d^rgänjungdtoerie''  in  ber  ft^riftlid^en  ^arftellung  borläuftg 
burd^  einen  $un!t,  fo  l^aben  toir  bie  urf^rünglid^e  gform  unter  a). 

5142  9867 

a)   ••••        b)  6  1^2 

9867  4725. 

SUn  @telle  ber  fünfte  finb  bie  einjelnen  SRangjiffem  5u  fe^en,  toelc^e  bie 
©teOentoerte  ber  gal^I  5142  ju  ber  Summe  9867  ergönjen.  tiefer  ^uf« 
faffung  gemög  fpred^e  man:  2  (S.  unb  5  @.  =»  7  @.;  4  3-  unb  2  3* 
=-  6  3.;  1  §.  unb  7  §.  =  8  ©.;  5  Xfb.  unb  4  Xfb.  =  9  %\b.  3)ic 
l^injugelegten  äBerte  5  ^.,  2  3-  u.  f.  f.  toerben  gleid^seitig  mit  bem 
$ludfpred^en  berfelben  ^ingefd^rieben.  hierauf  gel^e  man  ju  ber 
gebräud^Iid^en  3)arftcllung  b)  über. 

äBirb  beim  ©rgönjen  einer  Sfiangjiffer  beS  ©ubtral^enben  ber  S^^ntx 
überfd^ritteU;  fo  fe^t  man  bem  näd^ft  ^ö^ern  ©teüenmert  beiS  ©ubtra- 
l^enben  eine  (gletd^artige)  @in!^eit  ju.  5)ie  Slid^tigfeit  be§  SSerfo^renS 
beruht  auf  bem  Sel^rfa^e  §  6,  5. 


mad^t  Slnfängcrn  cr^eblid^e  ©d^rtierigfeiten  in  ben  Satten,  in  tteld^en 
einsclnc  Slangjiffern  beS  SD'linuenben  Heiner  finb  al8  bie 
gleid^artigen  ©tellenmerte  bed  ©ubtral^enben,  befonber^ 
ttenn  im  SJlinuenben  mel^rere  S'iullen  aufeinanber  folgen. 
2)ann  tritt  beim  gebräud^Iid^en  ©ubtral^ieren  baS  fogenannte  ,,iBorgen'' 
ober  „Seilten"  ein,  eine  Mxppt,  au  loeld^er  fd^toöd^erc  ©d^üler  faft 
immer  fd^eitem.  S)ie  SBal^rl^cit  be«  im  bürgerlid^en  ßebcn  l^oufig  an- 
getoenbeten  ©pru^eS:  „^Borgen  ma^t  ©orgen"  (b.  ^.  baS  ^Borgen  ber« 
anlagt  mand^erlei  Sel^Ier),  gelangt  a\i(i)  l^ier  jur  ©eltung.  ^ud^  ^ur 
Vorbereitung  ber  „lurjen  2)iöifion"  ift  bie  Einübung  ber  ©rgänjungS- 
met^obe  notloenbig.  —  5)ie  Ermittelung  ber  SJifferenj  burd^  ^bbition 
ttjor  fd^on  ben  alten  S^bern  befannt.  2)ie8  Sted^nunggöcrfal^ren  ift  im 
„ipanbbud^  ber  ^Iritl^metil"  (Erfurt  1834)  tjon  Unger  unb  in  9lo^I, 
„Arithm^tique"  (1835)  erläutert.  3^  neuefter  3eit  ^aben  befonberS  Äober^ 
^ormS,  3-  E.  SS.  Soffmann  unb  Äatliuä  biefe  SD'letl^obe  empfol^Ien. 
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»eifpicl:  7182 

—  8  648 
8  684. 

^};txtd^ton\t  (o^ne  Senemiung  be9  Stonged  ber  Stffern):  8  unb  4 
—  12;    1,  5  unb  8  «  8;    6  unb  5  «  11;    1,  4  unb  8  >-  7. 

Xit)t  ^tiffoht  ifl  befonbetft  bann  ^u  empf eitlen,  toenn  ntel^rere 
befabifc^e  S^fjUtn  abbiert  unb  bie  erl^altene  ©umme  üon  einer  anbern 
Sal^I  jttbtral^iert  »erben  foQ.    (E«  fei  5.  9.  bie  Summe: 

7926  +  679  +  4876  +  87984 

t>on  96192  abjujiel^en. 

^arpenuttß:  96  192 

7  926 

679 

4  876 

87  984 

48  728 . 

Spred^toetfe:  4,  10,  19,  24  unb  8  >-  82;  (8  l^ö^ere  (Sinl^etten 
^nsugefügt)  8,  11,  18,  26,  27  unb  2  »  29;  2,  11,  19,  26,  34  unb 
7  *-  41;    4,  11,  16,  22  unb  8  »  26;    2,  6  unb  4  »  9. 

II)  Sie  itm0e!e|tte  Vlnltiplitaiion.  ^an  nennt  bieienige  9[ui»:> 
fül^ng  ber  fd^riftlid^en  9^uIti|)Ii!ation  me^rfieOiger  Sagten  mit  mel^r« 
fteOigen,  bei  meld^er  mit  ber  niebrigften  Drbnung  begonnen  unb  mit  ber 
iöd^ßen  9{Qng}iffer  bed  SRuItipIifatord  gef^Ioffen  toirb,  bai»  ^oxmaU 
Derfal^ren.  (Bxo^t  Sßoxttxlt  beim  abgelürjten  SRuItipIi^ieren  t)on  ^t^u 
maten  mit  ^e^imalen  getoäl^rt  bie  umgetel^rte  aRuItipIilation ,  bei 
toelä^tx  ber  Sle^ner  mit  ber  l^'öd^ßen  Drbnung  bei»  aRuIti4)UIatori» 
anfängt. 

ni)  Sie  furae  Sibifinn.  1)  m^  SB or Übung  jur  htrjen  ^iüifion 
burd^  einen  mel^rteiligen  ^iüifor  bient  bad  birelte  ^b^iel^en  Don  ^ro^ 
bu!ten  aud  einer  mel^rftelligen  ga^I  mit  einer  einfteüigen  üon  einer 
mel^rteiligcn  S^^I- 

^tx\pitU  ,  9  581  —  7  X  886 

gieft  1  3  729  . 

©prec^toeife:  7  x  6  =-  42  unb  9  —  51;  (7  x  8)  +  6  —  26 
unb  2  =  28;  (7  X  8)  +  2  —  68  unb  7  —  66;  6  unb  8  —  9.  ^llfo 
l^eijt  Me  5)ifferens  3  729. 

2)  3)ie  abgeWirate  5)iöifton  beftel^t  barin,  bag  »te  nid^t 

angefd^rieben,  fonbem  nad^  1)  unter  ben  Duerftritf 
wirb.    Sft  ber  3)it)ifor  leine  5U  grofti         "  ^*' 
fofort  bie  !Refte  niebergefd^rieben  »er' 
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a)      772  865  :  18 
62 
168 


42  936 


b)     8  686  678  :  976  »  8  726 


707  6 
24  47 


SReft 


66 

126 
~17 


9left 


4  968 

78. 


©pred^toeife  ju  b):    3636  burd^  976  —  3,   3x6  —  18  imb 

7  —  26;  (3  X  7)  +  2  =  23  unb  0  —  28;  (3  X  9)  +  2  —  29  uvh 
7—86.  guin  3lcftc  707  bic  6.  3)ann  7076  burd^  976  —  7; 
7  X  6  —  42  uitb  4  —  46;  (7  X  7)  +  4  —  63  wnb  4  —  67;  (7  X  9) 
+  6  —  68  unb  2  —  70  u.  f.  f. 

IV)  ttigefürated  Vttt^ntn  mit  ^eaintalBtililleti.  fddm  praftifc^en 
fütd^ntn  mit  ^e^intalbrüd^en,  toeld^e  eine  größere  ^n^al^I  ©teilen  l^aben^ 
totrb  l^äuftg  bad  9ieiultat  auf  eine  geringe  TLn^af^l  Stetten  verlangt.  2Stan 
fütjt  ballet  ben  ^e^imalbrud^  nad^  folgenbex  Sieget:  ^ie  te^te  tietlangte 
(Stelle  toirb  um  l  erl^ö^t,  toenn  bie  folgenbe  ber  »eggelaffenen  giffem 
6  ober  größer  atö  6  ift,  im  anbern  %atit  mirb  biefelbe  ol^ne  meitered 
gefirid(^en. 

1)  9lbbition.  ©oQen  mehrere  ^^imalbrüd^e  abbiert  unb  baS 
@rgebnid  nur  auf  eine  beftimmte  ^njal^l  (Stellen  angegeben  toerben,  fo 
berüdfid^tige  man  bei  wenigen  @ummanben  in  ber  S^ed^nung  eine  (BttUc, 
bei  6  unb  mei^r  Soften  jmei  ©teilen  mel^r  ald  getoünfd^t  totrb  unb  türje 
bie  erl^altene  ©umme  nad^  ber  borl^in  gegebenen  SRegel. 


6,735 

3,527 

4,862 


64 

2 

937 


8,924 

376 

6,168 

63 

2,646 

784 

19,261 

847 

0,984 

62 

1,738 

639 

15,126    6 

«—16,126. 

38,723    07 
8  r=.  38,724 . 

2)  ©ub traft ion.  93ei  ber  ©ubtraltion  jtoeier  ^ejimaljal^Ien 
bered^ne  man  im  !Reft  eine  ©teile  mel^r,  als  ^ejimalen  berlangt  merben, 
unb  ülrje  ha^  (SrgebniiS  nad^  ber  belannten  Siegel. 

3)  SWuItipIilation.  (S»  fei  ber  SSert  be«  ^ßrobulte»  24,673 
X  36,762  auf  jtoei  ©teilen  ju  bered^nen. 

gformb) 


3orm  a)       ^  ^^'j^| 


36,762 
37  642 


110256 
2  67264 
22  0512 
147  008 
736  04 

906,782096 . 


736  04 

147  00 

8 

22  06 

12 

2  67 

264 

11 

0256 

906,78    2091». 
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SSemetfungen  ^u  Sform  a).  SBentt  koir  bie  niebrigpe  9lang« 
Siffer  bed  9]lulti|)lüanben,  nftmlid^  0,002,  mit  betn  pd^pen  ©tedenkoert 
bei»  9htttt|)Ufatoti»  mttlHpIisieren,  fo  tt^alitn  mit  0,04.  (S»  ifl  alfo 
20  X  86,762  ultDerfflrat  ^u  beregnen,  ^a«  $robuIt  4  x  0,002  liefert 
0,008,  meldte  gal^I  nur  ^infid^tlici^  i^re«  (Einfluffe»  auf  bie  ge^ntel  far 
bie  Sled^nung  inbetroc^t  fommt.  SRon  l^at  olfo  ferner  (4x86,76) +0,008 
attd§ttffi^ten.  $a  0,6  x  0,002  —  0,0012  für  bad  getoanfd^te  (Srgebnift 
feinen  SBertl^at,  unb  0,6x0,06  —  0,08  ifl,  fo  l^eigt  bie  britte  9led^nung: 
(0,6  X  86,7)  +  0,08.  »ei  ber  aRulti<)Hfatian  0,07  x  86,762  lann  man 
bie  ©teilen  0,062  unterbtüclen,  ha  0,07  x  0,062  —  0,00864  für  ba» 
geforberte  (Ergebnii»  auger  ad^t  bleibt,  d»  ift  alfo  koeiter  0,07  x  86  }u 
berechnen  unb  ber  (Kufluft  öon  0,07  x  0,7  —  0,049  nöntUd^  0,06  5u 
abbieren.  dhtbUd^  finb  in  bem  $robu!t  0,008  x  86,762  bie  ^t^imaU 
fteEen  ^u  fheid^en,  ba  0,008  x  0,762  —  0,002266  o^ne  (Einfluß  ouf  bie 
getoünfc^ten  ©teilen  iß.  ^afi  le^te  Xeilprobutt  ^eigt  alfo  0,003  x  80, 
au  toeld^em  0,008  x  6  —  0,018  b.  i.  0,02  )u  abbieren  ift. 

Slttd  biefer  Überlegung  ergiebt  fid^  folgenbe  praltifd^e  ^udfü^rung 
ber  9led^nung  (gform  b):  ^an  fd^reibe  ben  9)luItipHIator  in  um« 
gefelrter  Orbnung  unter  ben  ^uUipHIanben  unb  ^toax  fo,  bag 
bie  €ittet  bei»  erfteren  unter  bie  ©teile  5u  ftel^en  lommen, 
»eld^e  bie  verlangte  tlnjal^I  ©teilen  n  um  1  überfd^reitet, 
alfo  unter  bie  (n  +  l)te  ©teile.  Srforberlid^en  S^Hd  l^änge  man 
bem  a]^lti))lilanben  ShtHen  an.  hierauf  üoK^iel^e  man  mit  ber  erften 
Siffer  (red^ti»)  bei»  a]^Iti))IiIatori»  an  ber  fenfrec^t  über  berfelben  ftel^enben 
Siffer  fotoie  an  allen  l^ö^eren  fRangjeic^en  beS  S^lulttplilanben  bie  SJlultt« 
plifation.  ®erabe  fo  üerfäl^rt  man  mit  ben  übrigen  ©teilen  bed  WlnliU 
plilatori».  Seim  erften  ^eilprobufte  berüdfid^tige  man  sur  @r)ielung 
ein'ei»  genaueren  Slefultated  fteti»  ben  Hinflug  ber  näd^ft  nieberen  ©teile 
bei»  ai>htlti|)lifanben.  2)ie  erl^altenen  $robu!te  toerben  fo  angefd^rieben, 
hai  bie  erften  Siff^ni  red^ts  eine  fenlred^te  3lei$e  bilben,  unb  erftere  toie 
gan^e  3<^^I^  abbieri  ©d^IiegUc^  fd^neibet  man  üon  ber  ©umme  bie 
bered^neten  n  + 1  ^ejimalen  ah  unb  türjt  auf  bie  gemünfd^ten  n  ©teQen. 

»eifptel:    6,74  x  78,6842  (2  ©teilen). 

78,6842 
476 

1)  393  421       1)  Suerft  6  X  2  —  10,  hierauf  6  x  78684  . 

2)  66  079       2)  7  X  4  «  28,  Hinflug  8,  bann  7  X  7868 . 

3)  3  147       3)  4  X  8  =-  32,  (£tnflu|  3,  ^erauf  4  X  786 . 

461,647 
jp»  461,66. 

4)  2)it)tfion.  93ei  ber  abgelürjten  S)it)tfion  üerfa^re  man  nad^ 
folgenben  Siegeln:  a)  jnerß  finb  ^Dibenb  unb  ^iüifor  gleid^namig  p 


438  ^nl^ang. 

ntad^en;  p)  Ui  ^um  beginn  ber  ^eaimalßeQen  beft  Ouotienten  betläuft 
bie  Sied^nung  nad)  bem  9lonnaIberfal^ten;  y)  ftatt  nun  bem  Stefte  i2  eine 
9htl][  an^ul^ängen,  bibibiere  man  ben  Steiler  t  burd^  10  unb  füllte  bie 

^iüifton  bei»  Quotienten  B  :  —  auf^,  inbem  man  ben  @influB  bet  totq^ 

gekoorfenen  giffer  auf  bai  abjujiel^enbe  XtUptohnft  berüdftd^ttgt. 

9eift)iel:    ^er  Umfang  eines  Jheife«  fei  20,785  m,  »ie  gtog  ift 
fein  ^urd^meffet,  »enn  n  »  3,141693  gefe|t  ttnrb?    (9[nüo.  6  ©teilen.) 

20,785  :  3,141598  —  q . 

20  786  000  :  8  141693  —  6,61606 
1  985  442  :  3  14169» 

50  487  :  8  1416»  (81416) 
19  071  :  3  1418 
222  :  8  14t 


222  :  314 

34 

q  —  6,61606 . 

Y)  ^ie  burd^  bie  ®Ieid^ungen: 

a^b 

a>b 

1)             c  ^  c 

2) 

c>d 

a  '\-  c^b  -\-  c , 

a  +  c>b  +  d, 

a 

>b 

3)             c 

<d 

a  —  c  >  &  —  d 

audge())ro(^enen  Se^tfä^e:  l)  ®Ieid^ed  ju  Ungleid^em  abbiert, 
©leid^ed  t)on  Ungleid^em  fubtta^iert,  giebt  Ungleid^eiS,  unb 
2)  ®tögeteS  5u  ©röterem  abbiert,  l^leineted  üon  ©toterem 
fubtral^iert,  giebt  ©rögered,  ftnb  attgenteitt  (für  beliebige  pofitiDe 
unb  negatit)e  S^f^^^n  einfd^IiegUd^  ber  ^nÜ)  gültig,  dagegen  ift  hu 
ftrenge  S3efoIgung  ber  burd^  bie  ©(eid^ungen: 

3)        c  ^^  c  c>  d  ^v      c>  d 

ac^bc,  ac>bd,  ^^^ 

c       c 

bargefteUten  Sel^rfd^e,  nämlid^:  3)  ©rögereS  mit  ®teid^em  multi^ 
pliaiert,  liefert  ©rögereS,  unb  4)  ©leid^eS  burd^  ©röfecre« 
biüibiert/  giebt  kleineres,  nur  bann  ftatt^aft,  tt)enn  bie  ^ud^- 
^tahtn  a,  b,  c  unb  d  (mfiti^e  Sorten  bejeic^nen.  SBoHte  man  üorftei^enbe 
®Ieid^ungen  aud^  für  baS  fRed^ntn  mit  beftimmten  negativen  S^^^^^ 
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unb  «Uli  geüeit  laffcn,  fo  würbe  man  auf  Ungcreimtl^citen  ftojcit, 
I  ».: 

100  >i  18  >i  — i>  —  6 

0  —  0 —  *  "  t:J  —  2  —  —  2 

100  •  0  —  1  •  0  —  0 ;  —  72  >  —  4  ;  2  >  10     . 

VI;  8(le»tu«0  ««I  ttuünilttiig  ler  ftUntnteni.  (Sollen  atoei  ober 
meistere  gal^Ien  (me^rgtiebetige  9lui»brüde)  al»  (i«e  gal^I  beaeid^net  unb 
ntit  anbern  Strogen  t)eTlnü|)ft  werben,  fo  bebient  man  fi^  ber  ftlammern 
ober  $arent]^efen.  $te  ftlammem  bienen  in  ber  9trtt]^metit  einem  brei^ 
fod^en  Sioecf:  1)  in  ber  (Sntioidelung  unb  IBeaeid^nung  ber  gormein  ftnb 
fte  bad  a^ittel,  um  bie  9trt  ber  Sa^I^ecbtnbung  unb  bie  arttl^mettfd^e 
Sßa^r^eit  fofort  beutlid^  au  fennaeid^nen.  ®o  ift  a-  ®-  h'max  l^inrtd^tltd^ 
ber  Sfled^nung  bie  linfe  Stitt  ber  Sformel  III  §  6: 

(a  —  5)  +  (c  —  d}  —  (a  +  c)  —  (6  +  d) 

übereinfHmmenb  mit: 

a  ^  b  +  c  —  d , 

aber  in  ber  erflen  ^arfteQung  lieben  bie  klammem  beutUd^  unb  ilber« 
ftd^tlic^  l^ert)or;  bag  ei»  fid^  um  bie  9[bbition  atoeier  3)iff erenaen  l^anbelt, 
tooburd^  ber  betreff enbe  Sel^rfa^  §  6,  6  in  ein  l^eQed  Si^t  gefegt  ifi. 

2)  klammern  beftimmen  bie  Sleil^enfolge  ber  audaufül^renben  Opera= 
tionen,  ben  0ang  ber  SRed^nung.    3-  ^••* 

60  —  (18  +  12)  —  60  —  80  —  20 ;         6(86  +  4)  —  6  •  40  —  200 ; 

a  +  {b  +  c);        a  +  (&-c).*) 

3)  beaeid^nen  ftlammem  befHmmte  SSeränberungen  unb  Sied^enarbeiten, 
welche  mit  ben  ein^efd^Ioffenen  Saluten  au  t)oIIaiel^en  finb.  @o  a-  ^* 
htUnttt  ber  Äu»brud  a—-  {b  +  c),  bag  öon  ber  S^l^^  a  fotool^t  b  att 
c  fubtral^iert  werben  \oU.    ^al^er  ift: 

T)        a  —  {b'\-c)'^a  —  b  —  c. 

S)er  ^u8brud  a  —  {b  —  c)  l^at  folgenben  ©inn:  bie  ^ifferena  b  —  c 
\oU  t>on  a  fubtral^iert  werben.  St^^t  man  t)orIäufig  b  ^inl^eiten  ah,  fo 
i^at  man  offenbar  c  @inl^eiten  au  t)it\  weggenommen,  ^amtt  bad  dx- 
gebni»  rid^tig  wirb,  mu6  man  c  ©inl^eiten  abbiercn.    9Kit!^in  ift: 

n)        a  —  (b  —  c)==a'^b'\-c, 

^ud  ben  Sformeln  I)  unb  II)  ge^t  l^erDor,  bag  bie  l^lammern  beim 
©ubtral^ieren  me^rglieberigcr  ^uSbrüde  üon  entfc^iebener  »ebeutung  finb 
unb  nidjt  unbcbingt  weggelaffen  werben  bürfen.  Saßt  man,  Wie  in  I)  unb 


*)  Sfür  bad  @rgebnid  ber  Sled^nung  finb  bie  klammern  in  ben 
beiben  allgemeinen  S9ei{pielen  überflüffig. 
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II)  gefd^el^en,  bie  klammem  fort  unb  nimmt  mit  bot  gal^Ien  innerhalb 
berfelben  bie  nottoenbigen  IBetAnberungen  bot,  {o  fagt  man,  bie  klammem 
finb  auf  gel  oft.  %üx  bai»  prahifd^e  9led^nen  merfe  man  ftd^  folgenbe 
^lammerregeln: 

1)  Stellt  baft  geid^en  +  üor  bet  klammer,  fo  bleiben  bie 
umfd^Iojfenen  ©Hebet  nac^  äBegfall  bet  l^lammetn  unüet^ 
&nbett.  @te]^t  bot  bet  ftlammet  baft  fHüttf-Seid^en,  fo  etl^ält 
jiebei^  01ieb  innetl^alb  bet  filammetn  be*i  SBegfall  betfelben 
haf^  entgegengefe^^te  Sled^ensei^en. 

2)  @e(t  man  nad^  bem  geid^en  +  ftlammetn,  fo  bleiben 
bie  9led^en$eid^en  allet  ein^ufd^Iiegenben  3<^^I^it  unbetün^ 
bett  (Umleitung  bon  l).  SBitb  nadi  bem  VHnui-S^id^tn  eine 
stammet  gefegt;  fo  mug  man  fdmtlid^en  ©liebetn,  meiere  bie 
S^Ummet  umfagt;  bad  entgegengefe^te  Sted^enjeid^en  geben.  (2)ie 
9Hd^tigfeit  biefet  Stegein  etgiebt  ftc^  au^  anf^  ben  gotmeln  §  3,  5;  §  6, 
I,  n  unb  IV.) 

a^  finb  jtoei  Sfotmen  bon  klammem  in  ®ebtau(^,  bie  tunbe  (  unb 
bie  edPige  [.  ^ei  bet  iBeted^nung  eined  bon  beiben  ^lammetfotmen  um« 
fd^Ioffenen  tludbtucld  beginnt  man  entmebet  mit  ben  inneten  obet  mit 
ben  anbeten  ßlammetn.    @o  ift  5.  IB.: 

16  —  [8  —  (2  +  1)]  =  16  -  [8  —  3]  =  16  —  6  =  11 
16—    8  + (2  +  1)    =.16—    8  +  3    =    8  +  3«  11. 

Um  an^ubeuten,  ha^  mel^tgliebetige  ^wihxMe  muItipUjiett  ober 
bit)ibiert  toetben  foQen,  f daliegt  man  fte  ebenfaüd  in  ^lammetn  ein. 
@ott  bie  ©umme  (SJiffctenj)  a  ±  6  mit  c  multi^jliäiett  obet  butd^  c 
biüibiett  toetben,  fo  f(^teibt  man  (a  ±b)c,  bejto.  (a  ±b) :  c,  SJeftel^t 
bet  a)'hiIti|)Ufatot  ebenfalls  an^  mel^reten  (SUebetn,  fo  fd^Uegt  man  beibe 
2fa!toten  butd^  Älammetn  ein.  Um  anjujeigen,  baft  a  ±  &  mit  c  ±  d 
multiplijiett  wetben  fott,  fc^teibt  man  (a  ±b)  {c  ±:  d).  ©inb  a)ibibenb 
unb  ^iDifot  mel^tglieberig,  fo  n^etben  beibe  in  klammern  gefaxt.  @oII 
a  ±h  hnxä)  c  +  d  bioibictt  toetben,  fo  Bejeid^net  man  bieg  bntd^ 
(a±6):(c  +  d).     öefeteren  STuSbrud  fann  mon   aud^   fo   fd^teiben: 

^^.    getnetift: 

a  —  (ö  +  c  —  d)  :  m  =:^  a ■ 

tn 

ipietaud  folgt,  bag  bei  Ouotienten  mit  mel^tteiligem  ^iüibenben 
ober  2)ioifot  bet  ^iDifioni^-  obet  S3tud^ftti(^  bie  klammer 
oetttitt  unb  umgelel^tt,  an  ©teile  be8  Duerpti(öiJ  Älammetn 
gefegt  koerben  lannen.  ^et  ^tud^ftti(^  l^at  alfo  eine  $toei^ 
fad^c  83ebeutung:  et  ift  gcid^en  bet  2)it)ifion  unb  betttitt  bie 
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ftlantiRertt.  ^a^er  er^ftlt  jebeft  &lxih  eines  fdxn^ti  mit  htm 
Sotaei^ett  —  tttib  mit  mel^tteiligem  ga^Ur  nac^  auSgefül^rtet 
@ttbttaItioit  unb  nad^  Sßegfall  beft  9rud^ftrid^e9  ba9  entgegen« 
gefegte  IBor^eid^en.  ^iefe  Siegel  f^ai  ber  £emenbe  mof^l  p  beachten. 
(IBetgleid^e  §  89,  l.) 

TU)  8tt  C  809,  I  97.  3)ie  Stuflöfung  eine«  linearen  (S^Ieid^ungd^ 
f9fiemi»  mit  n  Unbelannten  befielet  (nad^  bem  IBorl^ergel^enben  unb  §  98) 
barin,  unter  ben  un§A^Hg  üielen  Sbfungen  ber  einzelnen  (3)leic^ungen 
bie  il^nen  0e«et«fi|«ftHi|e  9[uf(öfung  5u  finben.  ii&^t  man  biefer  du 
tlärung  gemä^,  toit  ed  meidend  gefd^iel^t,  nur  ein  befiimmted,  enb« 
lid^ed  3<^^I^npaar  als  Kuflöfung  gelten,  fo  mug  bod  gegebene 
(S^Ieid^ungi^f^ftem  §ur  IBered^nung  bed  einen  S3erte))aared  bie  unter  a) 
unb  b)  gegebenen  (Sigenfd^aften  erfüllen.  (Einige  äRatl^ematifer  (5.  Sd. 
iBaI|er,  ©d^Iegel)  betrad^ten  bie  ^ebingungen  unter  a)  unb  b)  nid^t 
gerabeju  all»  ^tudnal^mefäüe  beft  ^Begriffe«  ,,9[uf(öfung''.  @ie  fagen: 
IBefel^t  bai»  (Softem  aud  abl^Angigen  ®Iei(^ungen,  fo  genügen  bemfelben 
mtsftl^Iig  Diele  9[uf(öfungen.  Unb  n^iberf^ired^en  bie  01ei(!^ungen  ein- 
anber,  fo  »irb  baftfelbe  burd^  unenbli^e  Sßerte  ber  Unbefannten 
befriebigt.    (Ttan  üergleic^e  bie  9[nmertung  @eite  328.) 

YIII)  g«r  ttttüeultnig  bet  DoHflilttlige«  i|iialr«tifi|eti  0(eiil|nn0. 

S)ie  ftenntnii^  ber  9[uf(öfung  gemifd^ter  quabratifd^er  01eid^ungen  fe^t 
und  inßanb,  ben  mittleren  S^^^ungMermin  t)on  unDer^inftlic^en 
ßo^italien  rid^tig"")  p  bered^nen. 

lBeift)ieI.  A  lauft  toon  B  ein  tieined  Sanbgut  für  22  800«/«:  Saut 
SSertrag  l^at  ber  Änfäufer  12  000  (=-  a)  «/^  mö^  1^  (—  0  3ö^>^en  unb 
htn  9ie{t  10800  (=  üi)  JC  nad^  6  (»  u)  S^^^i^^n  unb  jmar  beibe  ßa^itolien 
ol^ne  3tnf^ii  5U  salbten.  S^bod^  fielet  A  bad  9ied^t  p,  bie  l^auffumme 
auf  einmal  abzutragen  unb  ed  foHen,  faUd  ber  ^nlöufer  l^ierüon  d^ebrauc^ 
mod^t,  ber  ©ered^nung  be»  ^au^tterminiS  6  (— !>)  ^rojent  8in|en  p.  a. 
pgrunbe  gelegt  »erben.  %Bann  mug  bie  ganje  ^auffumme  an  B  ^yxl^ 
gejal^lt  tt)erben? 

1)  ^uflöfung.  2)er  mittlere  SBerfaHtag  fä0t  offenbar  ati'ifc^^^n 
1^  unb  6  Saläre.  SBejeic^net  man  bie  gefud^te  3^^^  ^it  ^/  fo  ^f^ 
li  <  a:  <  6.  gal^It  ber  ^nMufer  12000..^  nad^  x  Salären,  fo  ftel^cn 
bem  d^lAubiger  taut  SSertrog  bie  ginfen  toon  biefem  ta|)itaI.9U  6  ^ro^ent 
für  Ä  —  1^  Saläre  ju,  nämlid^: 

1)  H22öi^-=ili)^_i20.5(«-H)^ 


*)  %^l  im  9ied|enunterrid^t  gekoöl^nlid^  geleierte  SSerfal^ren  ^ur 
^eftimmung  bed  mittleren  SBerfaQtagei»  Sindfreier  ßa:pitaUen  berul^t  auf 
falfd^en  Unterlagen  unb  liefert  ein  5U  groged  Q^rgebnid. 
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S)a  bet  Sd^ulbner  10  ^00  JC  ß  —  x  3a!§re  üor  il^rem  gäQigteitdtetmine 
entrichtet;  fo  mug  il^m  ber  &ilinUqtt  tonttcdttlx^  für  biefe  gelt  ehten 
9lb5ug  an  ginfen  ^u  6  ^ro^ent  auf  100  gemähten,    ^iefe  Vergütung 

beträgt:  6(6  —  a:) 

2)     10800-— ,     V,^^     .JC 
^  100  +  6(6  —  «) 

^a  bie  SBerte  unter  i)  unb  2)  einanber  gleich  fein  milffen,  fo  beftel^t  bie 

Olei^ung;     ^^^    ^,         ^^^       ^^^^  6(6  —  a;) 

120  .  6{x  —  1^)  —  10800  ^  ^ 


100  +  6(6  —  X) 
^teraui^  folgt: 

«  —  H  •=  ^  »1^  ~  ^^     ober     «•  —  464a:  +  147  —  0  . 
*  26  —  a:  '      ' 

a^itl^in: 

X  —  1(91  ±  77);        a?!  =.  42  ,    x,  ^  3^. 

^a  laut  ^ebingung  ber  $lufgabe  ber  gefud^te  3^it^unlt  x  größer  aU  l^ 
unb  Heiner  ali  6  fein  ntug,  fo  ift  für  bie  $lufgabe  nur  ber  ^toeite 
SBur^elmeit  a;  »  3^  )u  bertoenben,  obgteid^  aud^  ber  erpe  eine  tjofttibe 
Sai^I  beaeid^net.  ^ie  0efamtfc^uIb  lann  alfo  na^  3^  S^^^^n  ol^ne  ^a^- 
teil  für  ben  ©laubiger  unb  ben  @d|ulbner  abgetragen  toerben. 

2)  ^ufföfung.  ^eaeid^net  ntan  ben  gef netten  ^aupttermin  mit  x\ 
fo  muffen  bie  nad^  9)laggabe  ber  ^ebingungen  bed  SSertraged  auf  biefen 
3eitpun(t  bered^neten  Siedete  (gforberungen)  bon  ©laubiger  unb  ©d^ulbner 
fid^  mit  ber  ©efamtfd^ulb  22  800  JC  au§gleid|en.  ^er  SSerlüufer  l^at  nad^ 
X  Salären  an  ^itol  unb  S^^\^^^  (nad^  SoJ^wicI  1)  @cite  246,  2): 

1)  12  000  .   -    ^  ^J^ ^  JC 

ffVi   beanfpruc^en    unb    ber   ©d^ulbner    brandet   ftatt   lOSOOJC   (gemäg 

gormel  2)  ©cite  246): 

100 

2)  10 800  .  ^^^    ,    ^^^ r  JC 

'  100  +  6  (6  —  x) 

5u  jal^ten.  %(x  ber  ©löubiger  bie  ßauffumme  22  800  JC  unüerhlrjt  }U 
f orbern  l^at,  fo  muj: 

100  4-  6(a;  —  U)  .  100 

12000  . ^Ht^ ^  +  10800  .  — ,  ,  ^,^ r  =  22  800 

100  '  100  +  6(6  — a;) 

fein,    ^ud  biefer  ©(eid^ung  ftnbet  man  tt)ie  tiocl^in  a;j==42  unb  a;,-»3^* 

^e^eid^nen  a  unb  a^  jtoei  t)or  bem  ^aupttemüne  fällige  ^a))itaUen; 
%  unb  i^  bie  pgelgörigen  SBerfanjetten,  h  eine  nac^  bem  mittleren  3<il^tungd^ 
termin  fällige  ©d^ulbfumme,  u  il^re  ISerfaU^eit,  fo  l^eigt  bie  allgemeine 
©leid^ung  nad^  ber  erften  ^uflöfung: 

j     a-pipu  —  i)       Ol  •  jp(a;~<i)  _     &-i>(w  — a;) 


100  '  100  100  +  ^(ti  — ä) 
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1  n 

5)ttr4 p  biöibiett,  bcn  gaftor  tzt^  ^etauÄgefcftt  unb  .^^— *  gejeftt,  giebt: 


ober: 


100  ^        »^  '  *  100 

100*-     ^  /-T-      IV  1/J  l+ifc(w_a;)       100 

n)      a(«  — «)  +  ai(«  — <i)  ~      ^(<*-^) 


1  +  A;(u  —  a;) 
9htn  i^,  tote  man  bitrd^  ^otfion  finbet: 

b ^     5A:(ti  —  05) 

1  +  it(i*  —  «)  ■"  1  -f  F(ü'~  x) ' 

8e|t  man  biefe  Cuottenten  rec^td  in  bie  ©(eid^ung  11)  ein,  fo  entfte^t: 

^tetauft  folgt: 

x{a  +  Ol  +b)  +  k'  ;— r^.T"        N  —  at  +  ttj  ^  +  2»m  . 

S)iefe  <8Iei(^ttng  burc^  a  -f  o^  +  ^  bioibiert  liefert  bie  allgemeine  2^ermin= 
gleid^ung,  bejw.  Sormel  für  ben  mittleren  Verfalltag  ber  l^apitalien  a, 
Ol  unb  b,  nftmlid^: 
im     Ä  -4-  ^  5(m  —  a;)'  a/  +  a^  t^  +bu 

^        "^a  +  a^  +6' 1 +  Ä;(w  — a:)""      a  + a,  +  6 

3)iefe  ©leid^ung  Ie!§rt,  »ie  fid^  ber  rid^tige  ©ert  für  ben  mittleren 
Sal^Iungfttermin  $u  bem  im  fRt^ntn  miüM  ber  ^urd^fd^nittSregel 
ermittelten  dhcgebnii»  oerl^AIt.  ^a  bad  jtoeite  ©Heb  ber  (i)Iei(^ung  III) 
ßetd  einen  pofttioen  SBert  liefert,  fo  folgt,  bag  bie  ^erminjal^f  in  III) 
ftetd  üeiner  aU  hai  9{efultat  ber  ^urd^fc^nittdred^nung  ift,  meines, 
toie  etfid^tlid^  ift,  erl^alten  toxxh,  toenn  man  bad  jmeite  ®Iieb  ber  ftrengen 
gformel  III)  untecbrüdt.  ^ie  d^nbgleid^ung  5ur  iSfufftnbung  bei»  mittleren 
J^erfaQtaged  iß  Oom  jtoeiten,  britten,  oierten  0rabe,  je  nac^bem 
eine  Sal^Iung,  stoei  ober  brei  @(^ulbfummen  nad^  bem  ^aupttermine 
fäHig  finb.  3)er  <3)rab  ber  (Snbgleid^ung  (9lormaIform)  ift  ftetd  um  1 
gröger  ald  bie  ^n^al^I  ber  nad^  bem  gefud^ten  ipau))ttermine  f&IIigen 
ßa|)itaUen.  2Slan  lann  inbeft  bie  ]^5!^ere  ®(eid^ung  umgel^en,  n^enn  man 
5unft(^ft  ben  mittleren  S^^IungStermin  )toi|c^en  allen  t>ox  bem  gefud^ten 
^aupttermine  fftlligen  Kapitalien  unb  ber  erften  nad^  bemfelben  föHigen 
Sa!§Iung  berechnet  unb  mit  $ilfe  bei»  gefunbenen  SBertei»  v  ben  mittleren 
SJerfatttag  jtoifc^en  (a  +  Ui  +  -  -  -  +  b)JC  unb  6i  JC  beftimmt  u.  f.  f. 

IX)  3ttm  8lei|tte«  mit  !oiii)iIe|en  Stilen  (^tiit  427 --429). 

SDluttipUjiert  man  jtoei  lomple^e  ^udbrücfe: 

a  -f  &»  BS  r(co8  «  +  »  siJi  «)    unb    Oj  +  6jt  —  fj  (cos  «^  +  *  »in  cc^) 
miteinanber,  fo  entftel^t: 
1)    (a  +  6t)  (ttj  +  dl»)  —  rr^  [coB(a  +  a^)  +  t  sin(a  +  «i)]- 
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^a  bte  ^otenjierung  ein  ^nltipli^mtn  gleid^er  Saftoten  iß  (§§  14,  28), 
fo  erl^&It  man  aud  @)Iet(!^uiig  1),  loenn  a  +  hi  '^  (i^  +  b^i,  r  '^  fi 
unb  a  »  ttj   gefegt  toirb: 

(a  +  6t)'  =■  r*(co8  2a  -f"  *  Bin  2«), 
unb  allgemein: 

2)     (a  +  6t)'*  «=  r*(cos  na  +  t  ain  n«). 

^iefe  01ei(!^ung  ift  bie  fogenannte  Wloit>xt\d^t  ober  ttigonomehrifd^ 
^inomial'gormel.*)  9lud  berfelBen  ergiebt  fid^,  bag  bie  SRobuIe  bet 
^ßunlte  Bi,  B^,  B«,  •  •  •  B^  bet  ©attjifdjen  gal^Ienebene  gleidj  r,  r', 

r',  •  •  •  r^,  unb  bie  ^m^Utuben  btefer  !ßunlte  gleid^  a,  2a,  da*  •  »n« 
ftnb.  ^ie  SRoiürefd^e  S(>tmel  liefert  olfo  ben  atigemeinen  IBeteeid 
filr  bie  Stitt  428  au|  inbuftit)em  SBege  abgeleitete  Sal^tl^ett:  ^ie 
$otensierung  einer  burc^  $unlt  B^  bargeftellten  3<^^I  ift 
gleid^bebeutenb  mit  SRuItipUIation  bei^  SBinleld,  toeld^en  ber 
radius  vector  OB^  mit  ber  ))ofiti))en  reellen  ^albad^fe  OA 
(Sfig.  54)  bilbet.  ^a  nun  bie  logaritl^mifc^e  QpixaU  ald  eine 
lhtrt)e  befiniert  toixh,  beren  radien  vectoren  nad^  einer  geometri^ 
fd^en  ^rogreffion  p^  ober  abnel^men,  toenn  bie  juge^rtgen^  Slrgu- 
mente  eine  fteigenbe  ober  faHenbe  aritl^metifd^e  $rogref{ion  bilben, 
fo  ift  flar,  bag  biefe  £inie  aU  geometrifd^e  Serfinnlic^ung  bed 
9Roit)refd|en  @a(ed,  be^to.  ber  ^otenjierung  unb  fRabi^ierung 
lom^Iejrer  S^^^^^n  bienen  tann,  toit  @eite  429  oben  gefagt  morben  ift. 
^ie  S3enu(ung  ber  Iogaritl^mi|d^en  @pirale  jur  Seranfd^aulic^ung  biefer 
SRed^enoperationen  mar  fd^on  ®aug  belannt. 

X)  3fl  eine  femete  ^rtoeiternng  bf9  S^u^tuU^tifff^  wilgliill? 

(3u  @eite  432.)  9^ad^bem  bie  urfprünglic^  auiSreid^enbe  S<^t^^^nlinit 
(Seite  392—393)  fid^  afö  notmenbige  fjolge  unfereS  S)cnlen§  ju  ber 
unbegrenzten    ©augifd^en  S^W^^^^^^  (@eite  422)   audgebe^nt   l^at, 


*)  9lad^  Oüntl^er  finben  fid^  in  SWoitjre«  (1667  —  1764)  ©d^rift 
„Miscellanea  analytica  de  eeriebas  quadraturis,  Londini  1730,  folgenbe 
beiben  ©(eid^ungen: 

(cos  X  +  %  sin  xY  +  (cos  x  —  t  sin  x)^ 


2 

(cos  x  4-  *  si^i  ^y  —  (cos  ^  —  *  fiiJi  ^y 


cos  xy 


SB  sm  xy 


2t 

Leiter  ^at  äRoiDre  biefe  ©leid^ungen  nid^t  umgeformt.    @uler  abbierte 
unb  fubtral^ierte  biefetben  unb  fanb: 

(cos  X  +  %  sin  xy  =  cos  xy  +  *  »iJi  ^V  r 
(cos  a;  —  t  sin  x)^  =*  cos  xy  —  t  sin  rcy . 
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mug  ftd^  iebem  benfenbea  Hnt^netiltT  bte  ^age  anfbtdngen,  oh  ntd^t 
bai»  Sebftrfnift  eintreten  fdnae,  bad  S^^^^^nd^^iet  in  bei  briften 
2)imenftün,  in  ben  Xaum  ^n  enDettern.  Sd^on  0auB  ^atte  bie  aber« 
aengung,  ba|  ed  in  btr  allgemeinen  «rit^meti!  feinen  oOgemeinetn 
^ftbmif  atd  a  +  bi  gicbt,  »el^er  f  Amt  liefen  9}e(^ngefe|en  ber 
(Saugifcl^n  3al^Ienebene  nntetttorfen  »eiben  fann.  3n  ben  „^bt- 
tinger  gelehrten  «njeigen"  18S1,  64.  Stncf  dugert  fic^  Q^au% 
folgenbermofeen:  ,.S)er  »erf offer  («an 6)  ^t  ft^  borbcl^alten,  ben 
(^en^nb  tflnftig  boHpdnbiger  ^u  bearbeiten,  wo  bann  auö)  bie  Srrage, 
ttyarnnt  bie  9leIation  siinf(^  fingen,  bie  eine  ^Dtonnigfaltigteit  t>on 
me|r  «U  §lMi  ^iimriU«en  barbieten,  ni^t  noc^  onbere,  in  ber  aU-- 
gemeinen  ^Irtt^metit  ftuIAfftge  Wirten  Don  (»ib%en  liefern  lönnen,  il^re 
S3eantmortung  ftnben  nnrb."  Sßil^elm  aRa|(a,  $rof.  in  $rag,  l^at 
in  feiner  Sil^ft:  .^SSerfuc^  einer  richtigen  Seigre  Don  ber 
ffiealität  ber  Dorgeblic^  imaginären  ^rö^en  ber  Algebra 
ober  einer  (Srnnble^re  Don  ber  9[b(enfung  algebraifd^er 
drögenbe^iel^ungen''  ($rag  1850)  bettiefen,  bag  bte  für  tompU%t 
Salden  gültigen  (ikfe^  ber  9[bbition  auf  ga^Ien  im  9)  a  u  m  e  an« 
gettenbet,  ju  Ungereimtl^eiten  führen,  ^efonberd  toürbe  bad  gfun« 
bamentalgefel  ber  9tbbition:  „®(eid^e9  ju  (S^Ieic^em  abbiert,  giebt 
«leid^d",  für  biefe  gal^Iart  nic^t  beftel^en.  S3ei  ben  bon  bem 
englifc^en  9]llatl^ematifer  Hamilton  gefd^affenen  „£tnaternionen''  ift 
bad  fiommutationdgefel  ber  ai>htIti|)UIation  aufgel^oben,  t^  ift  nic^t 
mel^r  ab  ^ba.  $rof.  Dr.  8t ol^  in  Snn^brud  fprid^t  fic^  in  feinen 
,,IBorlefungen  über  allgemeine  ^ritl^metil"  über  bie  borliegenbe 
grage  fel^r  !lar  aui»:  ,,^ie  tompUitn  3^^^^"/  »eld^e  unter  ftd^  ald 
befonbere  Sfftlle  bie  reeQen  unb  bie  imaginören  S^¥^^  enti^alten,  ftnb 
bie  eittiige  Saifitnaxt,  meldte  in  ber  allgemeinen  ^rttl^metil  berücffld^tigt 
itt  merben  brandet.  <Sd  lägt  p4  nämlic^  Seigen,  bag  ed  auger  il^nen 
fein  @^ftem  bon  3<t4^^ii  QiM,  mit  benen  genau  in  berfelben 
%3eife  gered^net  werben  fann,  tote  mit  ben  reellen.  %n  eine 
fernere  (grmeiterung  beg  ga^lenbegriff»  ift  ntd^t  ju  benfen" 

XI)  0ef i|i4tli4e9  anm  erflen  «Bf 4nitt.  3n  frül^erer  Seit  bezeichnete 
man  in  granfreid^  unb  Italien  bie  ^bbition  unb  ©ubtraftion  burc^ 
bie  ÄnfangSbuc^ftaben  ber  SBörter  plus  (piu)  unb  minus  (meno).  SWan 
bermutet,  bag  bie  9led|enaeic^en  +  unb  —  au8  htn  Söud^ftaben  p  unb  m 
l^erborgegangen  pnb.  a)ie  fRec^cuaeid^en  erftcr  ©tufe  erfd^eiuen  au«P  i« 
ben@d^nften  ber  beutfc^en SRatl^ematif er  @::^riftop:^9lubolpl^  aud Sauer 
0,(£og",  1624)  unb  SWid^ael  ©tifel  au8  (gglingen  („3)ie  (Kog  (Kl^r. 
9lubol|)]^8",  1671).  3)a«  8ei(^ett  x  ift  öon  Dugl^treb  (1681),  ber 
$unft  Don  Seibnia  (1646  —  1716)  in  bie  ^rit^meüf  eingeführt  morben. 
^er  S)iDifiond^  ober  ^rud^ftrid^  gelangte  mal^rfd^einlic^  mit  (Sinfül^rung 
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bet  inbifc^en  Sfiec^enmetl^obe  (^Igontl^mud)  ^ur  9[nkoenbung;  et  flnbet  ftd^  bei 
£eonarbo  üon  $i{a  (1202).  Seibnij  loenbete  1690  petjl  ben  ^oppeU 
pnntt  aU  3^i4^n  bet  S^iüifiott  an.  %ai  Sßut^el^eid^en  ift  aui^  bem 
9[nfang9bud^ftQben  bed  loteinij^en  SSottei»  „radix*'  (Sßut^I)  entftanben. 
SRuboIpl^  bejetd^nete  petfl  bte  Cuabrattout^el  auf  bie  l^eute  üblid^e  ^tt; 
für  bte  britte  unb  t)ierte  SButsel  benu^te  et  befonbere  gelegen,  (ßtlüqtl, 
,Mcit^'  SSöttetbud^^  1.  S3anb,  @ette  40.)  ^ie  ie|t  üblid^en  Sled^en^^en 
tt)utben  (nie  bie  inbifc^  ^  atabifc^en  3iff^  ^ttt(^  bte  IBud^btucfetlunp 
ft^ett  unb  gelangten  babutc^  allgemein  ^ur  Ö^infül^ntng.  S)et  ftan^dfifci^e 
aRatl^ematifet  SSteta  (1640  —  1603)  jog  jum  geid^en  bet  Bufammen« 
gel^ötigleit  üon  gal^Ien  einen  n)ageted|ten  Sttid^  ühtv  biefelben,  toie 
e9  no4  ^eute  bei  bet  !Rabi}ietung  ^ufamntengefe^tet  ^ui^btücle  gebtftuc^Iii^ 
ift.  ^ie  l^Iantmetn  fomnten  suetft  bei  bem  niebetlänbifd^en  äyiatl^etnatifer 
®itatb  (1629)  üot,  il^te  ^nmenbung  i{t  feit  bem  18.  ^al^tl^unbett  all- 
gemein, ^ai»  ^leid^l^citdseid^en  l^at  bet  d^glönbet  !Robett  SRecotbe 
in  feinet  „flxitf^rnttiV'  (1652)  mit  bem  ©emetlen  eingefftl^tt,  „baft  feine 
iioei  ^inge  gteid^et  fein  fönnten,  ald  ein  $aat  gleid^  gtoge  paxaUtU 
^etaben''.  (I^Iilgel,  1.  IBanb;  Seite  42.)  (Sein  Sanb^mann  Sl^omad 
^attiot  menbete  juetfl  bad  Ungleic^l^eitdjeid^en  an.  ^ie  ßeime 
bet  ^otenjbeieid^nung  finben  fid^  bei  @tifel,  bet  niebetlänbifc^e 
SDlatl^ematilet  Simon  'Btttiin  fd^uf  (1586)  bie  93enennung  bet  ^oten^ett 
nadi  i^ten  (Ssponenten.  Srtül^et  maten  nämUd|  füt  bie  l^ö^eten  ^oten^en 
aufammengefe^te  ^amtxi  mie  ,,£luabtatO'Ouabtat",  „Äubos^bu8"  im 
^ebtaud^.  Unfete  l^euttge  ^oten^bejeid^nung  gelangte  im  Saufe  beS 
17.  S^l^t^unbettd  befonbetd  butc^  ^etigogne  (1634)  unb  ^edcatteS 
jut  ^etbteitung. 


^■^ 


»  ftebente  (üntnbrei^nnnjsart:  fogantj^mtentng* 

§  1.  (Eittleitttttg:  8ebetttttng  ber  Sogarit|iiien. 

SHe  Sied^nungdart,  tpeld^e  ben  Spanten  Sogaritl^mi er ung  fü^rt,  tfl 
in  crftet  Sinic  für  bic  SEBijfenfd^aft,  bcfonberä  für  bic  Irtgonomctric  unb 
9[ptonomte  erfunben  toorben.  ^xe  Srffnbung  entfprang  aud  bem  S3es 
fbrebett/  bte  trtgonometrifd^en  S9ered^nungen  abjulür^en  unb  ju  erleid^tem. 
^«^  fttt  Seiten  beS  großen  fte^Icr  (1571—1630)  erforberte  bte  «ug^ 
fftl^rung  mannigfad^er  Sied^nungen  mel^rere  Sage,  ja  äBod^en,  unb  ntand^e 
$[nfgabe  blieb  tHeUeid^t  toegen  ber  überaus  mü^eboQen  unb  jeitraubenben 
Sied^nung^arbeit  ungelöft.  ^ie  Kenntnis  ber  Sogaritl^men  bagegen  er- 
mdglid^t  ed  bem  !Red^ner,  berartige  arbeiten  auf  fel^r  leidste  llrt  in 
fötseffcer  geit  au^^ufül^ren.  ^ber  aud^  für  bie  pxafti\ä)t  ^Ltitf^rnttil  Ttnb 
bie  Sogaritl^men  bon  l^erborragenber  iBebeutung,  inbem  SRed^enf>|)erationen, 
beren  ^udfül^rung  auf  getpöl^nlid^em  SBege  biet  3^t  in  ^nf|)rud^  nimmt 
unb  bie  baburd^  ben  SSerlauf  einer  lluflöfung,  ben  ^en!pro§eg  l^emmen,  — 
mit  i6enu^ung  bon  Sogaritl^men  fd^neU  unb  bequem  audgefül^rt  toerben 
lönnen.  ^ie  iBered^nung  jufammengefe^ter  3^^^^^^^^^^^^^  in  itiefd^en 
mel^rere  äl^ulti^Iifationen  unb  3)ibtftonen  größerer  (befabifd^er)  S<^W^  ^^ 
^erbinbung  borlommen,  $.  S3.  beiS  ^rud^fa^ed 

16  768,76  X  4,25  X  273  ,^.   ^^     ' 

^ 100  X  366 (8tn8bere(^nung) 

^efd^iel^t  mittel  Sogaritl^men  toeit  leidster  afö  auf  getoöl^nlid^em  Sßege. 
SBelc^er  Sjilatl^ematifer  toirb  nod^  bad  läfHge,  fd^merfäQige  Serfal^ren  bed 
^bilmur^elaudjiel^end  nad^  ber  go^^^I 


}/o*+  3a*6  +  Sab*+  6*  =  a  +  6 

bei  mel^rftelligen  SBurjeln  anttenben!    Unb  wie  jeitraubenb  gehaltet  ^' 
bie  ^otenjierung  größerer  Saluten  unb  bie  Sered^nung  l^öl^erer  SBup 
fOtit  Siedet  l^ebt  bal^er  ein  (Snglänber  bilblid^  ben  SBert  ber  £ogari 
mit  ben  SBorten  l^erbor:  „®ie  ßogaritl^men  finb  U 
ba^,  toa^  bie  ^ampfmafd^ine  in  ber  äyied^an- 

@(^filler,  «tit^metil. 
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§2.  8egri{f  eines  8ogfirit|mitS. 

Setrad^tet  man  in  ber  ^otensgleic^ung 

1)  8»  =  512 ,    aKöcmctn    I)  6"  =  a 

bie  gal^Ien  8  unb  512,  bejto.  a  unb  6  ald  be!annte,  bagegen  d^  oE? 
gemein  n  ald  gefud^te  ®röge,  fo  entfielet  bie  Srtage:  SRit  koeld^er  gal^l 
muB  man  bie  ©runbja^I  8  (p)  potenzieren;  bamit  ber  ^otenitoert  612  (a) 
^eraudfommt?  SSejeid^net  man  ben  gefud^ten  d^ponenten  mit  x,  fo  mirb 
bie  SBejiel^ung  stoifd^en  x,  nnb  ben  befannten  g^l^Ienburd^  bie  Sfleid^nngen 

2)  X  =  «»log  612 ,    attgemetn    II)  «  =  *log  a*) 

audgebrüdt.  liefen:  „^  gleid^  h  Ji^ogaritl^u^  üon  a,  ober  x  gleid^  bem 
Sogaritl^mui^  üon  a  für  bie  93aftd  &''.  ^er  ^oten^toert  612,  allgemein  a^ 
zx%^\i  nun  ben  neuen  9^amen  9^umeruS,  Sal^I  ober  Sogaritl^manb, 
unb  ben  (Sjponenten  x  nennt  i^an  Sogaritl^muS**).  3)agegen  mirb^ 
ber  9{ame  IBaft^,  ^runbsa^I,  für  h  beibel^alten.  %(3^  ^'d6^tix  für  Soga= 
rit!§mud  i{l  log,  lg  ober  I;  bie  getoAl^Ite  S^aftd  totrb  biefem  geid^eu  obea 
(infd  atö  SRarfe  üorgefe^t. 

2)eftnition  eineft  Sogaritl^mu^.  Sogarit!§mttd  einer  Z<x^l  a  ^ur 
93afi^  h  l^eigt  ber  (Sj^ponent  n,  mit  toelc^em  man  h  potenzieren 
muß,  um  a  ju  erl^alten.  3)a  8*  =  81,  6*  =  126,  fo  tft  um* 
gefe^rt:  4  =  *log8l,  3  =  *logl25.  (Scfet  man  bie  fBerte  red^t»  in  bie 
Urgleid^nng  ein,  fo  l^at  man: 

S^iogsi  ^  81 ,    3^i<>8  "*  =  125 , 

unb  fe^t  man  in  ber  ^otensgleic^ung  &"  =  a  für  w  ben  SEBert  log  a  in 

gormel  II),  fo  entfielet  bie  3)efinttioni^formeI:  6*»oBa=  a. 

®ie  ^otenjierung  einer  Söafi»  h  mit  il^rcm  §ugel^örigen  Sogaritl^muS- 
(log  a)  liefert  ben  Sogaritl^manben  a. 

3)o8  9lcd^nung3öerfal^ren,  §u  einer  gegebenen  ^runbjol^I  unb  htm 
jugel^örigen  ^otenjioert,    S^htmeru^,    ben  unbelannten  Sogaritl^mug   jn 


*)  3)ie  S^ejeid^nung  fiogoritl^mnä  ift  bem  ©ried^ifd^en  entlel^nt  unb 
aug  ben  SBörtcm  lögos  =  SSerl^ältniS  unb  aorithmös  =  Sö^^^  jufammcns 
gefefet.  S)er  ^amt  Sogaritl^muS  U\>tviiti  im  S)eut{d^en  fo  öiel  als  „S5er- 
l^ältnigjal^r',  „SSerl^ältniSanjetger".  SBie  eä  ber  !Rame  befagt,  l^aben  bie 
©rfinber  ber  Sogoritl^men,  Sürgi  unb  9'ieper,  bie  ßogaritl^mierung 
nid^t  alg  ^toeite  Umlel^rung  ber  ^otenjicrung  aufgefaßt.  3)ie  $cr= 
leitung  ber  Sogaritl^mierung  auS  ber  ^potenjrcd^nung ,  il^re  ^(uffaffung. 
oIS  Ztoeite  Umfel^rung  ber  ^otensierung  rül^rt  öon  (guter  l^er. 

**)  2)ie  ©leid^ungen  6"^  =  a  unb  rc  =  *log  a  bebingen  fid^  gcgenf eitig^ 

e^  ift  *Jog  a=^  X,  totm  b*  —  <*  i^. 
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ftnbett/  l^etgt  £ogartt^mieren.  Xa  man  ju  ben  gegebenen  trögen 
I3aftd  unb  Sogarit^niud  and^  mieber  bie  jttgel^drige  3<^^I  fuc^en  lann,  fo 
i^t  bie  Sogatii^enttf^nung  auc^  eine  umgele^rte  fUtd^invmq,  totld^  nad^ 
SRatt^ieffen  Xntilogarit^mieren  genannt  mitb.  Xte  £ogatit^» 
Qtienmg  ift  bie  ftebente  bet  oritl^metifc^en  (Sttunbred^nungikirten  unb  bie 
btitte  ber  l^dl^eren  Operationen,  ober  ber  Sled^nungi^arten  britter  @tufe. 
»ieberl^ole  §  28. 

§  3.  ®titttkgefe^e  ket  Sugarit^mietttttg. 

92a(^  ber  gfefife^nng  Seite  118:  ^ebe  $oten§  mit  enblid^er  (Urunb^ 
jal^I  unb  bem  (S||mnenten  9ht0  ift  gleid^  1,  mug 

40  =  10*  =  60^    allgemein    a«  =  &<>  =  c* =  1, 

alfo  umgelel^rt: 

«log  1  =  %g  1  =  ^og  1 =  0 

fein.    3n  SBorten: 

1)  2e|tfa$:  S)er  i^ogarit^muS  üon  l  ift  0. 

92ad^  ben  £e^ren  ber  ^otenared^nung  ift  femer 

Salier  umgelel^rt 

^og  a  =  *log  &  =  *log  c  •  •  •  •  =  1. 
3n  SBorten: 

2)  2e|r{a$:  2)er  £ogaritl^mni$  ber  (Srunb§a]^I  beträgt  1. 

®ic  aus  ben  ^otenaglcid^ungen  5"  =  126,  allgemein  5"=  a  abges 

leiteten  Sogaritl^mengleicSungen   *logl26==3,  ^loga  =  n,  fann  man 
auä^  in  fotgenber  <$orm  barj^eHen: 

»log  (58)  =  3 ,    allgemein    %g  (5")  =  n. 

3)  2e|r{a$:  2)er  £ogarit^mui^  irgenb  einer  ^otenj  ber 
(Srunb^a^I  ift  bem  dipontnten  ber  ^otenj  gleid^. 

S)ie  iRid^tigleit  üorftel^enber  Formel  berul^t  auf  bem  allgemeinen 

(S(§Iuffc:  ciJ  ift  hoga^x,  totm  Jf"  =  a  ift  (§2,  guftnote);  eg  muft 

^og  (b*0  =  n  fein,  tocil  ft'*  =  5". 

aSenn  ^  «  5,  fo  ift  aud^  "*log^  =  "*log5;  in  ©orten: 
4)2e(ir{a$:  (S^Ieid^eSal^len  für  biefeIbeS3afid  logaritl^miert, 
liefert  gleid^e  Logarithmen. 

§  4.  SurlSttfige  Setattf ^auH^ung  bei^  9Itti^ett0  bet  Sugatitl^ntett. 

Um  bon  bem  in  ber  Einleitung  ongcgebenen  9lu^ctt  ber  Sogaritl^men 
üorläufig  einen  SSegriff  ju  geminnen,  finb  in  nad^ftel^enber  Tabelle  bie 
ganjcn  ^otcnjen  ber  5BofiiJ  2  bis  2"  enttoidelt. 

29* 
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£ogatitl^tnifd^e  Sabelle. 


ober 
9^metuS 

ober 
Sogorit^en 

^otenaen 

ober 
9^meru9 

({())onetiten 

ober 
Sofloritl^eii 

^otensen 

ober 
9hnneru9 

Sspotieitten 

ober 
Sogari^nten 

1 

0 

1024 

10 

1048576 

20 

2 

1 

2048 

11 

2097152 

21 

4 

2 

4096 

12 

4194304 

22 

8 

3 

8192 

13 

8388608 

23 

16 

4 

16384 

14 

16777216 

24 

32 

5 

32768 

15 

33554432 

25 

64 

6 

65536 

16 

67108864 

26 

128 

7 

131072 

17 

134217728 

27 

256 

8 

262144 

18 

268435456 

28 

512 

9 

524288 

19 

536870912 

29 

SRit  $ülfe  biefet  %ahtUt  tarn  man  aUt  Aufgaben  ber  aRttlti))Ii!ation, 
2)it)ifton/  ^oten^ierung  unb  beS  fB^x^lau^kl^tra ,  fa0S  bie  gegebenen 
gal^Ien  in  ber  %ahtVit  entl^olten  ftnb,  anf  leidste  ^eife  beted^nen. 

a)  WtuUipliiation.  begeben:  256  x  8192.  ^uflöfnng.  ^a^ 
ber  %aUUt  gel^ört  au  256  ber  Sogaritl^mui»  8,  p  8192  ber  Sog.  13;  ed 
ift  256  =  2«  unb  8192  =  2^8.  3)al^er  256  x  8192  =  2«.  2^8;  nun  ift 
2«.  2"=  2"  (8  17,  1.  Sel^rf.).  8u  Sogaritl^muiJ  21  gcl^ört  aber  nad^ 
ber  Tabelle  bie  Sal^l  2  097  152;  mitl^in  ift  256  x  8102  =  2  097 152. 

b)  a)i>ifion.  Aufgabe:  8  388  608  :  128.  —  fllaö)  ber  Tabelle  ift 
8  388  608  ==  2"  uub  128  =  21  Sfhin  ift  2"  :  2^  =  2"  (§  17,  3.  Sel^rf.). 
Sieben  bem  Sog.  16  ftel^t  bie  S^l  65  536  unb  biefe  ift  ber  gefud^te  iQuotient. 

c)  ^otensierung.  SBie  biel  ift  256»?  8u  256  gehört  ber  Sog.  8, 
es  ift  256  ==  2«;  bal^er  256»=  (2«)»=  2"  (§  17,  8.  Se^-).  8^  Sog-  24 
gel^ört  aber  bie  8o]^I  1 677  726,  meldte  bie  gefud^te  ^otenj  ift. 


d)  SBuraelauSaiel^en.    SBie  biel  ift  V16777216  ?  —  3)ie  Xobeße 

o   o  

giebt  ju  bem  SRabilanben  ben  Sog.  24  an;  eg  ift  yi67772l6  =  1/2" 
.=  2  8  (nad^  §  26, 5)  =  256.    mfo  ift  bie  gefu(§te  aBurjel  256. 

^u^  üotftel^enben  ^uflöjungen  ergiebt  ftd^,  bag  burd^  S3enu^ung 
einer  log.  Tabelle  bie  aRuItipIifation  in  5lbbition,  hie  SHbipon  in  ©ub^ 
trainieren,  bai^  potenzieren  in  3]>lulti))li5ieren  unb  bai^  äBurjelaudZiel^en 
in  3)ibtbieren  übcrgel^t.  3)ie  Sogaritl^menrec^nung  erfejt  alfo  ein  SSer- 
fal^ren  l^öl^eren  9langeS  burd^  eine  um  eine  ©tufe  niebere  Operation. 
Unb  gerabe  barin  liegt  ein  großer  9^u|en,  meldten  un3  bie  Sogaritl^men 
gemäl^ren. 
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§5.  Sugarit^menfti^ent. 

Sßir  l^aben  borl^in  gefeiten,  bag  bie  S3enu^ung  eines  ^otenjf^ftetnS 
bie  9le(!^arBeit  in  mand^en  %äUtn  er^eBUd^  etleid^tert.  ^Hein  fobalb 
eine  üotgelegte  Aufgabe  üorftel^enber  ^rt  ga^Ien  entl^ftlt,  bie  in  ber 
XabeHe  nid^t  üorfommen^  mirb  (entere  üoHftänbig  ^toecfloi^.  Soll  ein 
$oten§f9ftent  aHgenteine  praltifd^e  S3rauc^batleit  erlangen,  fo  mug  eS  t)on 
1  an  bis  ^n  einer  getoiffen  ®ren§e  ber  natürlid^en  gal^Ienreil^e  a0e  ganzen 
3al^Ien  in  natürlicher  Sleil^enfolge  nebft  ben  ^ngel^örigen  (S^ponenten 
(iBogaritl^nten)  entl^alten.  Sine  georbnete  3itf<(ininenfteUung  Bieter 
belabifc^er  üai^ttn  in  natilrlid^er  ^ufeinanberfolge  unb  ber 
^ngel^örigen  £ogaritl^men  filr  eine  beftimmte  S3a{iS  ^eigt 
in  ber  aritl^metifc^en  ^nnftfprad^e  ein  fiogaritl^meni^ftent. 
Weiteres  trägt  feinen  Flamen  nad^  ber  ju  ©rnnbe  gelegten  iBaftS  nnb 
toirb  in  fog.  Sogarit^mentafetn*)  ^ufammengefteHt. 

(Es  fragt  fid^  nun:  meldte  3<^^I^n  lönnen  als  (Srunbjal^I  eineS 
)8ogarit]§ntenf9ftentS  gefegt  merben?    Sie  9htll  ntug  als  ^aftS  auSge- 

fd^Ioffen  werben,  weil  0"  =  0  ift  (§  41,  2).  5lud^  barf  bie  »afiS  feine 
negatit)e  ^afjil  fein,  toeil  bie  ^ugel^örigen  £ogarit]^manben  teils  ))ofitit)en, 
teils  negativen  @:^ara!tcrS  ftnb  (§  41,  3).  3nt  übrigen  lann  jebe  natür- 
liche S^V^  —  «lit  5luSfd^Iu6  ber  1  —  als  ©ofiS  eines  logaritftmifdjen 
@9ftentS  aufgefteüt  merben.  ®S  ftnb  beSl^alb  unjdl^Iig  Diele  Sogaritl^men- 
f^ftente  ntöglid^.  Wtan  ^at  nun  a0e  abfoluten  3^^^^'^  <^Id  ^otenjen  üor- 
)ttgStoeife  ^meier  ©runbjal^Ien  bargefteHt.  Sem  einen  liegt  bie  (Sfrunb- 
)al^I  unferS  befabifc^en  S^V^W^^^  h^  (S^runbe  unb  eS  fül^rt  beSi^alb 
ben  ^amtn  ^el^nteiligeS  Sogaritl^menf^ftem.  3^  Sl^ren  beS  erften 
JBered^nerS  ber  lO^Sogaritl^men,  beS  SO'iatl^ematiferS  ^enr^  ^riggS, 
nennt  ntan  biefelben  üielfad^  ^riggSfd^e,  unb  mei(  fie  am  meiften  im 
^»altifd^en  ©ebraud^  finb  aud^  gemeine  £ogaritl^men**).  Sf^  bie  S3ap 
eines  iSogaritl^menf^flemS  nid^t  bejeid^net,  fo  werben  ftets  bie  lO^l^ogaritl^men 
angenommen. 

SaS  SriggSft^e  Sugatitl^menftiftent. 

Sie  befannteflen  unb  gebrftud^Iid^ften  fiogaritl^men  finb  bie  S3riggSs 
fd^en,  beren  S3afis  bie  ®runbjai§I  unferS  bcfabifd^eit  3Ä'^'t«if^ftciwS  ift. 

*)  ^ir  em))f elften  für  ben  Sd^ulgebraud^:  Sünfftellige  logaritl^mifd^e 
unb  trigonometrifd^e  Xafetn  üon  Dr.  jD.  @d^(ömi(d^.  S3raunfd^toeig^ 
SSiemeg  &  ©ol^n. 

**)  SaS  anbere  log.  ©Aftern  i^at  bie  nad^  ©uler  ftcts  mit  e  be« 

seid^nete  3trationaIäa^l  i  +  i  +  ^  +  ^^^3  +  •  •  •  •  =  2,71828 

jur  ©afiS.  Siefe  Sogaritl^men  l^eijen  natürlid^e  ober  esßogaritl^men. 
£e|tere  merben  burd^  log  nat  (logarithmus  naturalis)  ober  burd^l  be^eid^net. 
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(£g  ift  übUd^,  bie  lO^Sogatitl^men  ol^ne  fda[i^  anzugeben,  ftatt  ^<>log25 
obet  ^^loga  fd^reibt  man  fur^  log  25,  logo.  9{ad^  betn  ^griffe  eine^ 
Sogoritl^muS  berflel^t  man  atfo  unter  log  a  bie  ßa)^!  ((^ponenten),  mit 
meldtet  10  ))oten5iert,  a  giebt.  Seber  lOsSogaritl^mni»  iß  nid^tS 
anbereS  a($  bet  (Exponent  berjenigen  $oten}  bon  10,  uield^e 
bem  Sogaritl^manben  gleid^  i|t.    fHa^  ben  (Sfmnbgefe^en  (§  3)  ift 

im   ©tiggdfdjen   Softem    logl  =  0,    log  10  =*  1,    log  10*=  n, 

3ttr    SSetanfd^attli^mtg    biefet   SBoJ^l^eiten    biene 


—  n 


=  —  n. 


log  10 

folgenbe  $oten$rei]^  mit  il^ren  §ttge]^ötigen  SBerten. 


> — « 


10* 


•  •  0,001 


IQ-» 10"      , 

1 


10-«, 

10-S 

10», 

10+S 

10+*, 

10+» 

0,01 

0,1 

1 

10 

100 

1000 

10' 


^ieraui»  folgt: 

log       1  =  4-0 

log     10  =  +  1 

a)         log   100  =  +  2 

log  1000  =  4-3 

log  10**    =  +  n. 


log       0,1  =  -  1 

log     0,01  =  —  2 

b)    log   0,001  =  —  3 

log  0,0001  =  —  4 

log    ==  —  n. 

lO'» 


^iefe  S3eifpie(e  leisten: 

1)  Xie  fiogaritl^men,  totlä^t  burd^  ganje  3<^^I^it  be^eid^net  totxbtn, 
ergeben  ftd^  aud  ben  ganzen  (|)oftti))en  unb  negatiben)  ^oten^en  Don  10. 

2)  Me  natürlid^en  Saluten  über  1  l^aben  pofitit^e  Sogaritl^men, 
bagegen  ftnb  bie  Sogaritl^men  aller  ga^Ien  unter  1,  atfo  aller  tdjittti 
©rüd^e,  negatib*). 

3)  9^ur  menige  Sogaritl^men  ftnb  gan^e  3^^^^;  ^^^  £ogaritl^men 
aller  S^W^f  toeld^e  ^mifd^en  $mei  aufetnanber  folgenben  ganzen  ^oten^en 
t)on  10  liegen,  fallen  jtotfd^cn  bie  @j<)onenten  berfelben.  @o  j.  ©.  fmb 
bie  £ogaritl^men  ber  S^V^^  10^99  ^toifd^en  1  unb  2  entl^aUen,  unb  bie 
JBogatitl^men  aller  3<^^^^^  101—999  liegen  gmifc^en  2  nnb  3.  ^ie  meiften 
£ogarit]^men  lönnen  nur  annä^ernb  aU  unenblid^e  un|)eriobifd^e  ^tiimah 
brüd^e  bargefteHt  merben  unb  finb  atfo  ^^ationatjal^len.  @o  ift  $.  S3. 
log  15  =  1,1760918  =  1  +  0,1760913.    (S$  finb  je^t  öier^  fünf=  unb 


*)  3ii  jebem  ©Aftern  mit  |)ofitiber  83ofiä  finb  hxt  Sogaritl^mcn  ncga= 
tiöer  3Äl^^«n  nid^t  reell,  fonbem  imaginär,  eg  ift  log(—  a)  =  i.  S)cr 
£ogaritl§mug  öon  (—  a)  iann  1)  nid^t  ^)ofttiö  fein,  »eil  ju  einem  po\u 
tiüen  Sogariti^mug  aud^  ftetd  ein  :pofitit)er  £ogaritl^manb  gel^ürt;  2)  nid^t 
negatib  fein,  toeil  ein  negatit^er  £ogarit]^mu^  immer  einem  ))ofttit)en  ed^ten 
Sßtü(!^e  jufommt. 
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ftebeRfleSige  ^ogarttl^mentofetn  im  CS^ebrauc^.  ^ie  aUgemetne  ^otm  ber 
irratbnateit  10«8ogar{t]^men  tft  ^  +  m;  baS  geid^en  A;  bebeutet  eine  be- 
lieMge  gatt§e  algebraifd^e  gal^I  dnfd^IieBUd^  ber  9htn.  Sfn  iebem  htatto^ 
iHifen  Sögütitl^muft  nennt  man  bie  gan^e  S^^lftl  k  bieftenn§iffer  ober 
Hj^l^tafteriftt!,.  toeil  man  bon  berfelben  fofort  onf  bie  flnjal^I  S^ff^^ 
bed  ^ttgel^dngen  9htmeru8  fd^Iiegen  !ann.  ^eigt  §.  S9.  bie  ftenn§iffer  %, 
4  •  •  •  •  W;  fo  l^at  ber  jugcl^örige  fiogaritl^manb  8,  6  ••••(»+  i)  ©teilen. 
fHe  ßenn^iffer  xm%  natürlid^  ftets  eine  gan§e  gal^l  fein,  ^er  burd^  m 
Ibeseid^nete  ))ofltibe  ed^te  2)e)tmalbrud^  l^ei^t  SRantiffe  (gugabe). 

§6.  Sigentttntlit^teiten  ber  belokift^en  &iigaHtl|men. 

2)ie  ©runbjal^t  10  bietet  hen  SSorteil,  bag  man  bie  ftennjiffer  einer 
Sa^l  aus  ber  ^n^al^I  il^rer  giffem  fofort  angeben  lann.  2iUt  einfteHigen 
dan§en  gal^ten  l^aBen  bie  ^enn^iffer  0,  alle  jtoei^ifferigen  1  u.  f.  m.  2iu^ 
ben  ®Ieid^nngen  unter  a)  §  5  folgt: 

1)  ®efe$:  ^ie  l^enn^iffer  einer  g^l^I  mit  n  ganzen  ©teilen 
t{l  fieti^  ))ofitio  unb  um  1  Keiner  aI8  bie  9In§ai§I  giffern  i^rer 
®anjen  beträgt,  alfo  n  —  i. 

2)  0efe$:  ^He  ed^ten  2)ejtmalbrü4e  l^aben  eine  negatine 
€l^aralteriftil  mit  fo  oiel  (Sinl^eiten,  aU  ben  geltenben  gi^f  ern 
Skullen  (einfd^IiegUd^  ber  9{uII  üor  bem  ftomma)  üorauf  ge^en. 

9{egattt)e  ^ennsiffern  ipflegt  man  red^tS  neben  bie  pofitioe  SJlantiffe 

^tt  fejen,   J.  ©.  log  0,476  ==  0,67669  —  1;    log  0,0736  =  0,86688  —  2. 

^ad  jtoeite  dtefel  folgt  aus  ben  (^leid^ungen  unter  b)  §  6. 

3)  ®efe$:  2)ie  Logarithmen  aller  gal^Ien,  meldte  burd^  bie- 

telben  giffern  in  bcrfelben  9leil^enfoIgc  bargcftcllt  toerbcn, 

^aben  bei  oerfd^iebener  ^ennaiffer  ftets  biefelbe  IVlatttiffe.    3)ai» 

^e^imalfomma    l^at    alfo   nur   (Sinflug   auf   bie   (3t'6^t   ber 

<S^^araIteriftiI. 

JBeifpicIc: 

log      82  =  1,91381 

log     820  =  2,91381 

log      8,2  =  0,91381 

log    0,82  «=  0,01881  —  1 

log  0,082  =  0,91381  —  2. 

3n  ben  SBai^rl^eiten  unter  1)  unb  2)  liegt  ein  wefentli(!^er  SSorteil 
t>er  lOsßogaritl^men.  3)a  n&mlid^  ber  9led^ner  felbft  leidet  bie  S^nn§iffcr 
beftimmen  lann,  fo  entl^alten  bie  Sogaritl^mentafeln  ber  9laumerf))arniiS 
l^alBer  nur  bie  ^jofitiöen  SRantiff en  ber  Sogaritl^men.  8luf  bem  8.  Ocfeft 
Berul^t  ein  ^ti^^iter  iSorteil  ber  beTabifd^en  £ogaritl^men:  fie  brandeten  nur 
ftr  bie  ganzen  ga^len  bered^net  ju  merben.  SBeiter  ergiebt  fid^  l^ieraud 
<in  bequemer  (Hebraud^  ber  log.  S^afeln. 
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^at  man  in  einet  Xafel  ben  £ogatitl^mui»  einer  gan^  gal^l  auf« 
gefttd^t,  fo  lennt  man  aud^  bie  SRantiffen  bet  IBogaritl^n  oHet  gal^Ien^ 
meiere  burd^  a^Iti))Iifation  ober  ^bifion  mit  nner  ©tufenaal^I  (^otenj 
t)on  10)  aus  ber  urfprünglid^en  S^V'  g^bilbet  toerben  lönnen.  2Stan 
braucht  alfo  beim  ^uffud^en  bed  9htmem$  nur  für  bie  B^ffernreil^e 
bie  SRantiffe  aufpfd^Iagen  unb  fc^Iieglid^  bie  sugel^örige  ßennaiffer  §u 
fefeen  (§  7). 

^ud  ber  ^ennjiffec  einei?  £ogarit]^muS  lann  man  umgeiel^  immer 
auf  bie  %xt  ber  ^ugel^örigen  So^V^  un^  ^te  fixi^afjH  i^rer  S^ff^^  f daliegen. 

4)  ®efe$:  $at  ber  £ogaritl^muS  eine  püfiHut  ßennjiffer  n,  f o 
mui  ber  ^ugel^örige  IBogaritl^mud  Sause  enthalten,  beren  Sin- 
jal^I  um  1  größer  ift  a(S  bie  @:i^aralteri{lil;  alfo  n -f  1. 

So  gel^ört  j.  ».  ju  log  2,91645  bie  8a]^I  826,  ju  1,91645  ber 
9htmerui»  82,5.  2)ie  ^ennsiffer  2  beutet  nämlid^  an,  bag  ber  ^ugel^örige 
£ogaritl^mui»  ^mifd^en  10'  unb  10>,  bie  Sil^arahetiftif  1  jeigt  an,  ha%  bie 
gal^I  ^mifd^en  10  unb  10'  liegen  mug. 

5)  0efe$:  3ft  bie  ^enn^iffer  negatiben  (S:i^arafterS,  fo  ift  ber 
^ugel^örige  9tnmtxn^  ein  ed^ter  2)e5ima(brud^.  £e^terer  ent^ 
l^ält  gerabe  fo  üiel  S'^uIIen  bor  htn  geltenben  giff^tn,  aU  bie 
ä^l^aralteriftif  negatibe  (Sinl^eiten  l^at. 

^d\pkl  log  X  =  0,93651  —  8.  3)te  geltenben  Siffern  beS  Sihtmeru^  x 
l^cijen  864;  mitl^in  ift  ic  =  0,00864. 

§  7.  Knloeifttttg  junt  ^elitatt^  Hou  Sugaritl^inentafeln. 

2)ie  Sogaritl^mentafeln  entl^alten  bie  Sogaritl^men  aller  belabifd^en 
Sollten  bon  l  bis  ju  einer  gewiffcn  ©rcnje  beS  S^'^Ißngc^ictcS.  günf« 
ftcHige  Tabellen  geben  bie  Sogaritl^mcn  ber  gal^len  öon  1  hi^  10  909 
an.  3n  fiebenfteffigen  3:ofeIn  finb  bie  Sogaritl^mcn  öon  1  bis  100  000 
angegeben.  Um  bie  @inrid^tung  unb  ben  (Sebraud^  öon  log.  Safein  ju 
jeigen,  laffcn  toir  l^ier  an^  ben  3:afeln  öon  ©d^Iömild^  einen  2:eil  ber 
Tabelle  (Seite  26  folgen,    (©icl^c  ©.  455.) 

A.  Kttfftt^en  bei  Sugatitllntui^  einet  Qü^L 

S)ie  Saluten  in  ber  mit  N  (^bfürjung  für  Numerus)  übcrfd^riebenen 
erften  Spaltt  finb  bie  Sogaritl^manbcn  öon  820—840.  SRed^tS  baneben 
(unter  L.  0)  pelzen  bie  fünffteüigen  SUlantiffen  ber  jugel^örigen  ßoga- 
ritl^men^  beren  ^ennjiffer  öom  9led^ner  ben  SRantiffen  l^in^ujufügen  ift. 
3)ie  beiben  öorgebrudten  ßiffem  unter  L  (Sogaritl^muS),  nömlid^  91,  finb 
bie  erften  Steffen  ber  SWantiffe,  bie  übrigen  ^egimalen  Pelzen  in  ber  mit  0 
bcacid^neten  „fcnfred^ten"  SRcil^e.  @o  ift  j. ».  log  820  =  2,91381 ;  log  821 
==  2,91434.    3)ie  öorgebrudten  3iffem  91  gelten  für  alle  SUlantiffen  ber 
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^ 

L.  0  1   2 

3   4 

5 

6  7  8  9 

P.  P. 

820 

91  881  887  892 

397  408 

408 

413  418  424  429 

821 

134  440  445  450  465 

461 

466  471  477  482 

822 

487  492  498 

603  508 

614 

519  624  529  635 

823 

540  646  651 

566  661 

566 

672  677  682  687 

0,5 

624 

593  698  603 

609  614 

619 

624  630  685  640 

1,0 

826 

645  661  656 

661  666 

672 

677  682  687  693 

a^o 

826 

698  703  709 

714  719 

724 

730  736  740  746 

827 

751  756  761 

766  772 

777 

782  787  793  798 

»',& 

828 

808  808  814 

819  821 

829 

834  840  845  850 

4,0 

829 

866  861  866 

871  876 

892 

887  892  897  908 

9  »,D 

830 

908  918  918 

924  929 

934 

939  944  960  955 

831 

960  966  971 

976  981 

986 

991  997*002 '007 

832 

92  012  018  023 

028  033 

088 

044  049  064  069 

6 

833 

066  070  076 

080  086 

091 

096  101  106  111 

834 

117  122  127 

1S2  137 

143 

148  153  158  168 

1.8 

83& 

169  174  179 

184  189 

196 

200  206  210  216 

»,0 

83G 

321  226  231 

236  241 

247 

252  257  262  267 

»,8 

837 

S7S  278  288 

288  293 

298 

304  809  314  319 

1;| 

838 

824  330  336 

340  846 

350 

355  361  366  371 

839 

876  381  387 

392  397 

402 

407  412  418  423 

840 

4S8  438  438  443  449 

454 

469  461  469  474 

In. 

L.  0   1   2 

3   4 

~5~ 

6   7   8   9 

p.  p. 

bi:etfte{(tgen  8<^W^  "O"  820—881;  bagegen  ^a6en  bie  ßogarit^men  bet 
Qa^Xtn  tion  832—840  fämtlid^  bie  uorgebnidten  Siffexn  92  als  et|le  unb 
iweite  SteMe  b«  smanttRen.  Wm  i)at  log  832  —  2,92012,  log  833 
=  2,92066  U.  \.  a. 

1)  SJeiSogant^monblflBieipdlifl.  gut  aufpnbung  befl  £oga= 
Ttl^muS  Dtn^eniger  galten  bcnugt  man  ffir  bie  bteite  S^ffn:  ble  mit  ben 
Siffrai  0, 1,  2,  8  ....  9  &ba\ä)tititxKn  (unb  unt«(i^rie6enen)  "Slwllen, 
3um  %n[tanbnis  W\a  <£inii(^tung  bei  Xafeln  bienc  {olgenbeS. 

Xiiid)  BSeigIei<^ung  bei  baa^ntttn  Sogarit^men  giöfleter  Sai)ltTi,  bie 
nni:  in  ben  Sinein  um  1  abmeiifien,  eigab  fi^  augenft^einlii^,  ba%  (im 
altgemeinen)  bie  jttei  ttffen  Sejimalen  bei  Slantinen  übetdnihnmieii. 
®o  ^ben  j.  S.  bie  SoaanttfmtTi  attet  gn^Ien  oon  646—661  bie  Ziffern  31, 
lämtlid&e  8a*l'"'  »on  832—861  bie  Siffein  92  ali  erfte  uub  jmeite 
Sejimole  (bet  aBantifle)  gemein Ii^oftlii^.  3Knn  benugle  bitfe  tSriQ^ninfl, 
um  ben  fttnffteffigen  iafeln  folgenbe  jWedmäöige  unb  rnumcripatenbe 
lEinrit^lung  )U  geben,  ^a  bie  Sogaiitl^nten  einer  ieben  brci^cUitten  Qülfl 
unb  i^rea  lOfai^en  genau  biefelbemüntiffe  ^aben,  j.  B.  log  820  =-- -2,91381, 
log  8200  =  3,91381,  ]o  ip  |Ür  Beibe  nut  eine  ©patle  ettortetric^.  Ititt 
1  in  btt  oiexäifftigen  S^V,  i-  SB-  8200  an  SteKe  bei  0  einer  eine 
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bei  giffertt  1—9,  fo  önbern  fid^  nur  bie  8  testen  S)e}tmatett. 
£e^tere  finb  be^l^alb  in  biefelbe  iQuer^eile;  in  toetc^et  bie 
brei  etften  SMf^^^  ^^^  £ogatitl^ntanben  {leiten,  befonberd  ein? 
getragen.  Um  btefe  brei  legten  ^^imaUn,  meldte  ^nr  tHerten  S^ff^ 
einer  S^ff^^nreil^e  gel^ören,  leidet  flnben  ^n  fdnnen,  trägt  bie  bejügüd^ 
fenfred^te  ^tUt  oben  unb  nnten  bie  Qi^tt  ber  (SinerfteSe. 

^ittnadi  flnbet  man  ben  Sogaritl^mud  einer  bierjiffrigen.  ga^^l  auf 
folgenbe  SBeife.  ^an  fud^e  ^un&d^ß  bie  brei  erflen  giffem  bei»  ge- 
gebenen 9htmeruj&  unb  notiere  bie  beiben  erften  Stellen  ber  ^ugel^örigen 
^antiffe;  bie  brei  übrigen  ^ejimalen  aber  nel^me  man  in  berfelben  Duer^ 
5 eile,  meld^er  bie  brei  erften  3^ff^nt  beS  Sogaritl^manben  jugel^ören,  unb 
aui}  berjenigen  fenlred^ten  Utii^,  toeld^e  burd^  bie  ietoeilige  bterte 
Ziffer  (beS  gegebenen  9htmerui»)  oben  unb  unten  gelenn^eid^net  iji.  @o 
ift  j.  85.  log  8256  =  8,91677,  log  8375  «  8,92298.  @inb  bie  brei  legten 
(BteQen  ber  SRantiffe  mit  einem  @temd^en  berfelben,  fo  gel^dren  $u  ben^ 
Reiben  bie  ^mei  fotgenben  t^orgebrudtten  2)e$imalen;  fo  ift  5.  S3.  log  8318 
=  3,92002. 

^eim  ^uffud^en  bei»  Sogaritl^mui»  t>on  3<k^ten  mit  fftnf 
unb  mel^r  ßiffern  benu^t  man  bie  mit  P.  P.  (partes  proportionales 
=  ^oiportionalteile)  überfd^riebene  @))atte,  bereu  @tnrid^tung  mir  junftd^ft 
erläutern  moOen.  SSergteid^t  man  bie  flebenftelligen  Sogaritl^men  einer 
fReil^e  aufeinanber  folgcnber  fünfjiffriger  S^^tcn  miteinanber,  fo  ergicbt 
fid^,  ba6  il^re  £ogaritl^men  (im  allgemeinen)  nur  in  ben  brei  (be^U).  ^toei) 
testen  @teQen  unb  jtoar  um  ben[etben  betrag  toad^fen.  (Bi  ift  5.  93.  nad^ 
bem  logaritl^m.  ^anbbud^  Don  SSega: 

3)ifferenä  3)ifferenj 

log  28500  =  4,454  8449 


log  28501  ==  4,454  8601 
log  28502  =  4,454  8753 

U.  f.  to. 


152 
152 


log  82000  =  4,913  8139  | 
log  82001  =  4,913  8191 }      ^ 
log  82002  =  4,913  8244  j  ^^  ^ 
log  82003  =  4,913  8297  }  ^ 
U.  f.  to. 


SBir  f daliegen  nun  fo;  SWmmt  ber  Sogaritl^manb  um  l  ju,  fo  toäd^t 
ber  Sog.  in  ben  beiben  legten  Steffen  um  53.  Qu  einem  SBac^fen  be^ 
SfhimeruS  um  2,  3  ....  9  (ginl^eiten  gcl^ört  aud^  eine  2,  3  ... .  9raal 
fo  große  S)ifferen5,  unb  biei»  ^obuft  ift  gu  ben  legten  Steffen  il^reS  Sog. 
ju  abbieren. 

3)ieg  gleid^mägige  Steigen  beg  Sog.  gilt  natürlid^  befonberi»  für  ein 
fteted  äBad^fen  beS  9htmeru3  um  S3ruc^teile. 

SBirb  nun  bie  5)ifferen5  (53)  auf  W  Sogaritl^men  affer  jtoifd^en  jwei 
um  1  öerfc^iebene  Sogaritl^manben  berteilt,  fo  gel^ört  gum  Steigen  be§ 

*)  S)ie  5lbtoeid^ung  in  ber  testen  Steffe  nm  eine  ©tnl^eit  !ann  nid^t 
auf f äffen,  »eil  bie  Sogaritl^men  abgefürjte  S^ejimatbrüd^e  finb. 


üie  nc&eaxE  '8i.Lini.rfliinim»lu":  ^lo^ictäwnerung.  ^v]^ 

^figx  5l1u  lt.#.  -    -    ^*  **•     ^«KSSittfr  rl 

Sei  Soiftfei  aö  Ämera*  a»  rr^  7TT  "  "  t  • .  *^"**  **«* 
ftMmgL  (EO^  est  3sat)He  Ä«*  i*jytnT»Birt  sat  —     ^^  ^^^ 

3fl|Ies  üftA^cs  ssle;x  ss  »teielb«  #r^%e    tttt:  Hc  j^x«^^«it 
ber  £«§Arit^iBeB  ift  htm  VLuttz^^ieh  i^xtx  ^i'$<Tti>«^«>t)( 

2)  Sei  fliiKcrsf  tft  fsnf^  anb  mrbr^tMri^.   fti:  ;^)V  H^^ 

31t  bcPimiRfiL. 

Aufgabe.    Sie  hn^t  bcr  Sc^aritbiiittil  CH>a  ;^^7^^ 

^980. 

«OH  83  ddO  i{k  ber  S09.  4»:)4l$ 

SHffeo}  btr  3ablen  10.  Untericb.  ber  ^^09.  6. 

Der  ünterfi^eb  t)on  83  975  unb  83  970  betr^i^t  «V 

Stax  ga^Ienunterfc^ieb  10  gebbrt  ber  X^09.'Untttj<bi<rb  (( 

Sjßn  ^ßrot^ortion  att^ebrücft:  10  :  6  =k  6  :  j*;  x  ^  3, 
iHefe  3  ber  legten  2)eatmale  bed  l^og.  83  970  bii^MAeiAAl»  AifM 
log  83  976  »  4,92415.    ^e  S3ere(bnttng  be«  a»  «^<t^v  j^iff^v  gi^bi>ltn^^n 
logorit^mifc^eit  giUDad^fed  l^eigt  Snterpolieren  ^(]^ini(baUni\ 

^antit  ber  Sht^en,  toeld^en  und  boraug^iodie  bic  XSogoritbnitu  \K' 
toäljrc«  foKen  —  Settcrfpamtd  —  bur^  bie  iebe*inrtllQf  W^^vt^Aiunia  ^'^ 
einer  Ziffer  entfpred^enben  $ro))ottionatteiU  feine  Vinbufkc  tx\t\U,  (|l  (n 
neueren  fanffleSigen  %a\ttn  jtnter P.  P.  iebe  logavitbuiifcbc  l^ifjevf im 
unb  ber  Sumad^S  für  iebe  fünfte  fiiffer  be«  Wumaui^  ^vov- 
tftttfig  aU  ßel^ntel  betrachtet)  eingetragen,  ffommt  no(t)  eine 
fed^lte,  fiebente  Ziffer  )um  SRumeru»;  fo  abbiert  man  auHi  Vogavlt^ninti 


•)  2)lefe  proportionale  finb  für  l ,  a,  3 \)  ,»|ebntel        bie 

fedjfle  3tffcr  be8  N  wirb  üorläuflß  aW  ilet)ntel  anfleht)?»  i»  ^t*» 
fteben|leEigen  Xafeln  unter  P.  P.  einfjetranen,  nnb  j\iüar  |tel)t  «eben  leber 
Stffer  ber  jugel^örigc  ^ot)ortionaUei(  (für  bie  fecöpe  rtifler)- 
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bad  )n:afttfd^e  fütä^ntn  W  inbed  baS  Sntetpolieren  fftr  bie  fed^fle  Siffer 
fd^ott  feinen  Stoed,  toeti  fünffteflige  Xafeln  nnr  für  eine  fünfeiffrige  S^^ 
ein  genaues  d^gebnid  liefern*). 

K  u  f  g  a  b  e.    3Bie  l^eigt  ber  log  82  465  ? 

log  82  460  =-  4,91624     (3Hfferen§  6) 
gfir  bie  5.  3tffer  6 8,0  (yrot)ortii)nttIteü) 

log  82  466  »=  4,91627. 

3)  £ogarit]^mni^  eines  2)esimaIbrttd^eS.  SD^on  kffe  baS 
2)esimaIIontma  auger  ad^t  unb  beftimnte  ben  Sogaritl^muS  ber  Si^tttiL' 
leitet  (§  6, 3)  nad^  bent  t)or]^in  geleierten  SSerfal^ren.  2)em  erl^altenen  Soga« 
ritl^mud  füge  man  (nad^  §  6,  2)  fd^Ueglid^  bie  bent  ttrf))rünglideen  9htnterttS 
entfpred^enbe  negatibe  ^enn^iffer  bei. 

»eif t)iel.  log 0,08325  =  x;  log8325  =  3,92038;  mitl^n  logO,08325 
=  0,92038  —  2. 

B.  Kttfftt^en  beS  9htntetitS  ju  rinent  Sugarit^ntuS. 

^eim  praltifd^en  iRed^nen  mit  Sogaritl^men  ift  eS  nötig,  ^u  einem 
Befannten  fiogaritl^muS  bie  ^ugel^örige  S^^^  h^  fuc^en.  2)iefe  Arbeit  tt)irb 
burd^  SSorfc^ung  eines  N  (ober  num)  tjor  bcnßogaritl^muS  angezeigt,  alfo  fur^ 
burd^  N  log  a  auSgebrüdft  unb  man  tieft:  „iRumeruS  Dom  Sogaritl^muS  a'\ 
3)a  log  820  =  2,91381  ift,  f o  l^at  man  biefer  ge|lfe|ung  infolge  um= 
gefeiert  bie  ©leic^ung  N  log  2,91381  =  820. 

@olI  5u  einem  fiogaritl^muS  bie  ^ugel^örige  3^^^  gefud^t  n^erben,  fo 
muß  bie  9Rantif[e  ftets  <)ofitiü  unb  bie  Äcnnjiffer  eine  ganje  S<^^  \^^' 
2)aS  ^erfal^ren,  ben  9^umeruS  ju  einem  fiogaritl^muS  5U  fud^en,  ift  auS 
bcm  öorl^ergel^enbcn  A  erfid^tlid^:  eS  toerben  l^ierbei  biefelben  Siegeln,  nur 
in  anberer  Drbnung,  Befolgt. 

1)  2)er  Sogaritl^muS  ift  in  ben  2iafeln  genau  entl^alten. 
(£S  fei  a.  83.  N  log  1,92298  ju  fu(§en.  SJlan  fcl^e  öorläuflg  üon  ber  Äenn- 
jiffer  ab  unb  ftt(§e  jucrft  in  ber  mit  L  uberfc^riebenen  spalte  bie  beiben 
erften  ©teilen  ber  SJlantiffc,  l^ier  92;  l^ierauf  in  einer  ju  92  gel^örigcn 
magerec^tcn  geile  bie  übrigen  3)e5imalen  beS  Sogaritl^muS.  3Ran  flnbet 
Untere  in  ber  jum  Sf^umeruS  837  gel^örenben  Ouerjcile.  3)a  bie  giffem  298 
in  ber  mit  5  überfc^riebenen  fenfrec^tcn  Seile  ftel^en,  fo  muffen  toir  ben 
Siffcm  837  red^tS  nod^  eine  5  beifügen  unb  mir  erl^altcn  8375.    3)er  gc- 


*)  Slufeinanbcr  folgenbe  fed^Sjifferige  S^^^^^  Werben   burd^  fünf== 
^eilige  ßogaritl^men  nid^t  mel^r  öon  einanber  unterfd^ieben. 
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\udfit  9htmerttiS  tnu^  abet  5toei  gan§e  @te0en  f^ahtn,  mci(  bte  ftennjiffer 
ieinti»  Sogaritl^iimS  1  ifi    mtffin  i^  N  log  1,92298  »  83,75. 

2)  fiu  einem  nid^t  in  ben  tafeln  Der^eid^neten  Sogaritl^mu^ 
bie  Sal^I  5tt  finben.  ^ie  Sogaritl^men/  meldte  [lä^  beim  )n:aftif(^en 
^led^nen  exgeben,  finb  feiten  in  ben  2:afe(n  genau  enthalten.  ^aS  bann 
^  befolgenbe  SSerfal^ren  werbe  an  einem  S3eif|)iet  erl&utett.  N  log  3,91728 
anzugeben. 

Vtan  fttd^t;  toie  t)otl^n,  in  ber  @))alte  L  ^unfid^ft  ben  erftenSleil  91 
ber  atottiffe  unb  $n  ben  übrigen  Siffem  728  bie  nfid^ft  Ileinem  ^eji- 
moUn.  Se^tere  finb  724,  man  l^at  bann  N  log  3,91724  «  8265.  ^er 
gegebene  IBogaritl^nrnS  ift  in  ber  testen  @teQe  um  üier  (Sinl^eiten  größer 
aU  ber  in  ber  2;abelle  t^orl^anbene  3,91724,  3ur  n&d^ft  l^öl^eren  3al^I  8266 
gel^  ber  Sogaritl^ui»  3,91730,  beffen  niebrigfle  ©teile  6  (Sinl^eiten  mel^r 
M  ber  Sogoritl^mud  üon  8265  entl^ält.    9htn  f (fliegen  toir: 

Svaa  (og.  Unterfd^ieb  6  gel^ört  ber  3<^^Ienttnterfd^ieb  1 
//     //  //         *      tf      ff  it  *• 

3n  $ro<)ortton:  6  ;  4  «  1  :  ic;  ic  =  0,66  . .  . 

»er  gefttd^te  Shtmeru^  l^ciftt  alfo  8265  +  0,66  =  8265,66. 

©d^eHer  fommt  man  burd^  ^enu^ung  ber  ©palte  F.  P.  §um  giele. 

N  log  3,91728  =  X       (aHfferenj  6) 

N  log  3,91724  =  8265 

3)ifferena  6 
8tt  $roJJortionoUeiI  3^  gel^ört  6  (5.  giffcr) 

0,4 
Zvi  ^rojjortionalteil  0,36*)  gehört  6  (6.  3iffer) 
mifo 

X  =  8266,66. 

%ci  bie  ^fferens  stoifd^en  ben  gegebenen  unb  bem  nftd^fl  l^öi^eren  fioga« 
ritl^muS  ber  Xafel  (in  ber  legten  @te0e)  6  betrftgt,  fo  benu^t  man  bie 
unter  ber  3iffet  6  angegebenen  ^o))ortionaIteiIe. 

3P  ber  5Rumeru8  ju  einem  ncgatiöen,  ober  einem  Sogaritl^mu» 
mit  gebrod^ener  ftennjiffer  anzugeben,  fo  mug  berfelbe  fo  umgeformt 
loerben,  ba|  bie  Slantiffe  ))ofitiü  unb  bie  ^enn^iffer  eine  gan§e  3^^ 
loirb.    §  92,  a)  unb  c). 


♦)  a)a  8ur  fedjften  3iffer  be8  SfhimeruS  —  beiJ  entf<)red^enbcn  ^o= 

^>ortlottalteil8  gel^ört,  fo  ift  umgelel^rt  —  be3  $ro<)ortionaIteil8  §u  nel^men, 
um  bie  fed^fle  3iffeT  5U  fhtben. 


I) 

a"'-a»=o'"+". 

11) 

a""  :  a* '•^  ci^~ '^ 

m) 

(a"")"  -«"•" 

IV) 

y'a™    =a'»-". 
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§  8.  ^aiMitgefe^e  vAtt  bii9  We^neii  mii  Stgtritl^itteit. 

%i£^  bem  SSegriffe  bed  Sogaritl^imt^  ifl  berfelbe  nid^id  onbeiei^  ald  ein 
^titttiyt:i^ontttX\  leitetet  etl^&lt  ben  Flamen  £ogatit]§tmt9;  toemt  dtxunb^al^t 
imb  ^oten^mett  (Sluntetitd)  befamtt  fütb.  ^ietoiti^  exgiebt  ^,  bofs  bie 
9{e(|engefe|e  übet  baS  Siecl^nen  mit  ^oten^en  attd^  filt  iSogatitl^meu 
gelten  muffen,  ^e  üiet  ^au^tgefe^e  füt.  ba$  logatitl^mifd^e  'Sttäpxeti 
l^ben  folgenbe  in  §  17  nntet  1,8,8  unb  §  26,  6  betniefesen  S^tmetn 
5Ut  (SltunbUtge.  ^efe  tnet  2el^tfä|e  mögen  bei^i^alb  l^iet  in  b»  oti^p 
metifd^en  Sei(i^enf))tad^e  jufammengefleHt  toetben. 

Sfl  bie  SBafi»  a  ==  10,  fo  l^at  man: 

1)  10"*  .  10**=  10'"+'*. 

2)  10*":  10'*=  10"*"^ 
8)     (lO"*)"     =  10"*^ 

4)     yW"       =  10"*=  ^ 

^ie  S3tiggf(l^en  £ogatitl^en  finb  nnn  infolge  ftül^etet  ^tfldtungen 
S^iponenten  bet  Sltunb^al^I  10,  beten  $oten§en  ben  pgel^ötigen  natüt- 
lid^en  ^cAiitn  (Sogatitl^manben)  gleid^  ftnb.  Siebenten  nnn  in  gfotmel  l) 
bie  Seid^cn  m  nnb  n  bie  Sogatitl^men  bet  gal^Ien  Z  nnb  ;&,  fo  ift 

1)  z=^  10*",    2) ;?  =  lo^ 

S)ie  SDlttltipIifation  biefet  Gleichungen  liefett: 

3)  ^  .  ;?  =  10"*  .  10"  =  10"*+^ 

fie^tete  ©(eic^ung  logatitl^mifd^  batgeftetft,  gtebt: 

4)  log(^-  z)  =  log  10"*+*=  m  +  n  =  logZ+  log^r. 

2)iefe  ©leid^nng  lautet  in  S93otten: 

1)  Seirfat«  ^et  £ogatitl^mni$  einei»  $tobufte$  ift  gleid^ 
bet  ©umme  bet  Sogatitl^men  feinet  gaftoten. 

SHöibiett  mon  ©leid^ung  l)  butd^  2),  fo  entfielet: 

Z :  2  =  10"* :  10**  =  10"*- ^  obet  log.  gcfd^ticBen 

log(^:  z)  =  log  10"*-"=  m  —  n  =  log Z  —  logz. 

2)  Se(it{al^.  ^et  fiogatitl^muS  eines  Ouotienten  (^tud^eS) 
ift  gleid^  bet  3)iffetenj  bet  Sogatitl^men  feineiJ  ^iöibenben 
(Säl^IetS)  unb  2)ibifotg  (S^Jcnnetg). 

Slnmetfung.  S)ct  Setnenbe  üettocd^fele  log  (a  ±  b)  nid^t  mit 
log  a  ±logb.      . 
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^otenaiert  man  We  (Ulcid^unö  Z  «  10"*  mit  c,  fo  cntftcl^  (§  16,  2) 
^c  ^  iQcm^  p^g^  jjjgjjy  attSgcbrüdt 

logZ'^  =  log  10^  =  c  .  m  =  c  .  logZ. 

a5cif|)icl.  log  25  =  1,39794,  log  26*,  aljo  log  625  =  2  •  1,39794 
=  2,79588;  log  25«  ober  log  15  625  ==  3  •  1,39794  =  4,19382.  §ierotti> 
folgt: 

3)  Se(irfal^.  %^^  2)oppelte  (^reifad^e)  bed  Sogatitl^ntui^ 
einer  3^^^  if^  ber  £og.  il^re^  iQuabrate^  (J^ubud).  Überl^au);)t 
ift  ber  £og.  einer  ^oten^  gleid^  bem  $robnIte  aud  bem  (^^^ 
:ponenten  unb  bem  Sog.  ber  %afii^. 

58eif<)iele  {^ym  folgenben  Se^öle).  log784  =  2,89432;  log|/784 

3 


ober  log  28  =  2,89432  :  2  =  1,44716.     log  5832  =  3,76582,  log  |/5832 
ober  log  18  =  3,76582  :  3  =  1,25527. 

3Birb  aus  ber  Q^Ieid^ung  Z  =  10*^  bie  nte  SBurjel  gebogen,  fo  ent^ 
ftel^t  V^=  yio"»  =  10"*=*».    3)iefe  ©leid^ung  logarit^mtert  giebt: 

logV^Z  =  log  10"*="  =  m:n  =  -logZ. 

* 

4)  ^t^viaf^.  ^er  £ogaritl^mud  einer  SBur^el  ift  gleid^  bem 
Sogaritl^mud  beS  9iabifanben  biDibiert  burc^  ben  äBurjel? 
ejponenten. 

§9.  ^taltif^eS  Wedelten  mit  Sogaritl^men. 

5)ie  SSorteile  beS  SRed^nen»  mit  Sogaritl^men  finb  in  ber  (Einleitung 
(§  1)  angebeutet  unb  in  §  3  beranfc^aulid^t  toorben.  Tlitttl^  ;Bogarit]^men 
bered^net  man  ^robufte,  Quotienten,  ^otenjen  unb  SBurjeln  mittelbar, 
inbem  man  bie  Sogaritl^men  ber  3<4^^nberbinbungen  fud^t,  mit  ben  Sog. 
in  §  8  geforberten  ^eränberungen  t)omimmt  unb  fd^Ue^Ud^  )u  bem 
neuen  Sogaritl^mui^  bie  ^ugel^Mge  3^^^  angiebt.  ^er  )Bemenbe  bead^te 
folgenbe  SBinfe:  1)  (Sntl^ält  ein  mittel«  Sogaritl^men  ju  bered^nenber 
3a^lenau§brudC  (Bummttt  ober  Differenzen,  fo  mni  bie  ^bbition  unb 
@ubtraftion  auf  getoöl^nlid^e  SBeife  auiJgefäl^rt  werben;  benn  log(a  ±  b) 
ift  nid^t  gleid^  log  a  ±  log  h.  ©eseid^nen  a  unb  h  ^otenjen  ober  SBurjel^ 
großen,  fo  l^at  man  fie  üorl^er  ein^ln  5U  bered^nen. 

2)  Umformung  eines  Sog.  ol^ne  SBertänberung  beSfelben. 
2)aS  9led^nen  mit  Sogaritl^men  erforbert  in  mand^en  gäHen  eine  gtoedf« 
magige  Umformung  biefeS  5luSbrudCS.    Sejtere  grünbet  fid^  auf  folgenbeS 

@efe^:  ©in  Sogaritl^muS  bleibt  feinem  SBerte  nad^  unge- 
änbert,  »enn  man  feine  Äenn^iffer  um  eine  Slnjal^l  pofitiöer 
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(Sinl^eiten  n  t>txmt^xt  utib  sugleid^  bet  Slanttffe  ted^td  bie> 
felbe  Änjal^I  ncgattüct  (gtnl^cttett  (— »  Beifügt. 

@0  tft  5.  ».  1,91645  =  2,91646  —  1  =  4,91646  —  8. 

a)  9{egatibe  Sogaritl^men  formt  man  bet  bequemen  Sied^nung 
toegen  bielfad^  fo  um,  ba|  bie  Slontiffe  ))ofitit)  toitb  unb  bie  negative 
C^ataftetijHI  —  10  beträgt    ©0  ijl  j.  ».  —  1,81954  =  8,18046  —  10. 

b)  Um  bei  ©ubtraftion  eines  größeren  Sogaritl^mud  üon  einem  Heineren 
als  Sieft  eine  ))ofitiüe  SO^antiffe  p  erl^alten,  üermel^  man  bie  ßenn^iffer 
bed  SDhnuenben  um  eine  ))ofttit)e  3«^^^  unb  ^iel^t  benfelben  betrag  bom 
ganzen  Sogaritl^muS  ah. 

@0  ift  J.  SB.  0,62325  =  8,62826  —  3 

2,62989        2,92689 

0,69686  —  3. 

c)  3laä)  gefd^el^ener  älihtltiplifation  eines  Sogaritl^muS  mit  einem 
lBru(l^e£))onenten  mug  baS  ^obuft  fo  umgeformt  toerben,  ba^  an  ©teile 
ber  gebrochenen  ^ennjiffer  eine  gan^e  gal^I  tritt,  §.  ^. 

0,58629    —  1         ^    .  0,268145  —  0,6 

0^    Umformung:    +0^5  ^0^5 

0,268146  —  0,6.  0,768146  —  1. 

d)  SBenn  bei  2)iüifton  eines  £ogaritl^muS  mit  negatit)er  ^ennjiffer 
ber  2ieiler  in  le^terer  nid^t  aufgellt,  fo  forme  man  ben  Sog.  fo  um,  ba^ 
bie  @:^ralterifti!  beS  Ouotienten  eine  gan^e  3^^^  ^^^^/  h-  ^* 

(0,81426  —  1)  :  6  ==  (4,81426  —  6)  :  5  =  0,96286  —  1. 

e)  2)efabifd^e  (Srgdnaung.  BO^an  nennt  bieienige  S^^^f  todä^e 
einen  fiogaritl^muS  p  10  ergänzt,  feine  belabifd^e  ^rgftnjung  unb 
be^eid^net  fte  burc^  Sßorfe^ung  ber  ^ud^ftaben  D.  E.  üor  ben  Sogaritl^muS. 

@o  iji  j.  ».  D.  E.  log  2,91646  =  7,08356.  3)te  D.  E.  ergiebt  fidj 
fd^nell  unb  leidet,  wenn  man  bie  niebrigfte  ©teile  beS  Sogaritl^muS  üon 
10  unb  feine  übrigen  S)ejimalen  (im  ^op\t)  öon  9  abjiel^t.  ©ine  borteil? 
l^afte  5lntoenbung  flnbet  bie  D.  E.  bann,  toenn  öon  ber  ©umme  mel^rerer 
Sogaritl^men  ein  ober  mel^rere  Sogaritl^men  fubtral^iert  toerben  muffen, 
alfo  hei  ber  logaritl^mtfd^en  S3erec^nung  eines  Quotienten,  beffen  ^ibibenb 
unb  2)it)ifor  ^robufte  finb.    (©ie^e  »eifpicl  2  unter  SHöifion  (II). 

I)  2JluIti<)li!ation.  ^Tufgabe.  3)cr  SRabtuS  eines  ÄreifcS  ift 
46,78  cm;  toeld^eS  ift  fein  gldc^eninl^alt? 

^Uflöfung.  J  =  45,78«  X  3,1416      qcm 

log  46,78  =  1,66068 
flog  45,78*  =  3,32136 
bog  3,1416  =  0,49715 

3um  Sog.  bcS  ^robttfteS  3,81861  gel^ört  bie  3a]^I  6684,20. 
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n)  3)iüifion.     1)  Aufgabe.    3)ct  Umfang  einet  ÄtciSfläd^e  bc^ 
trögt  40,07  cm;  toie  groft  ip  bcr  2)ur(i^meffet? 

Sluflöfung.  d  =  40,07  :  3,1416 

log  40,07    =  1,60282 
log  3,1416  =  0,49715 

gum  Sog.  be^  Ouoticnten  1,10567  ge)^.  bet  SfhtmeruS  12,754. 
2)  31  uf gäbe.    3)en  ?[uiJbrud 

21,30  X  76,55 
314,50  X  71,80 

5U  berechnen. 


Sluflöfung. 


log  21,30  =  1,32838 
log  76,55  =  1,88395 


log  314,5  =  2,49762 
log  71,80  =  1,85612 


Sog.  beä  5)iütbenben  3,21233,  be8  2)iötforg  4,35374 

3,21233  =  5,21233  —  2     (©iel^e  2,  b) 
4,36374        4,35374 

Sunt  Sog.  beg  Quotienten  0,86859  —  2  gel^örtbie8a]^I  0,07221. 
3Rit  ^ntoenbung  ber  befabifd^en  ©tgänjung  (2,  e)  i^at  man: 

log  21,30  =  1,32838 

log  76,55  =  1.88395 
D.  E.  öon  2,49762  ift  7,50238  —  10 
D.  E.  öon  1,85612  ift  8,14388  —  10 

18,85869  —  20  =  0,86859  —  2. 

(Statt  toie  öorl^in  juerft  bie  Sogaritl^men  beS  2)ibibenbcn  unb  3)iöiforS, 
l^ierauf  il^re  3)ifferenä  ju  fuc^en,  abbiert  man  bie  befabifd^e  (grgänjung 
tint^  leben  f^aftord  be^  ^üi(or^  5U  ben  Sogaritl^men  ber  t^aftoten  bei^ 
3)it)ibenben  unb  jiel^t  öon  icber  D.  E.  10  ab.  3)ie  SRid^tigfeit  beS  SSer= 
fal^ren^  beruht  auf  ber  l^Ieid^ung 

■  A  —  B  ==-  Ä  +  (iO  -^  B)  —  10, 
III)  ^ßotenjierung.    3)en  SluSbrud  1,435"  ju  bered^nen. 
Sluflöfung. 

X  =  1,436";  loga;  =  17  X  log  1,435 

=  17  X  0,15685  =  2,66645 

a;  =  N  log  2,66645  =  463,93. 
2)  SBie  groB  ift  0,745«'»? 

5ruflöfung.  x  =  0,745*'5 

log  X  =  2,5  log  0,745 

=  2,5  X  (0,87216  —  1) 
=  2,18040  —  2,5  =  0,18040  —  0,5  (©iel^e  2,  c) 

+  0,6  —  0,5 

8u  log  0,68040  —  1  gel^ört  bie  ga^t  0,47907. 
Sd^üircr,  Sfrit^mctif.  30 
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IV)  »urjcIauJaic^cn.    1)  90Bic  gro6  tjl  1/61629876? 

SCuflöfung.  X  —  1/61629876 

log  o;  »  log  61629876  :  3 

=.  7,78979  :  8  —  2,696697 
a;  =:  N  log  2,696697  =  896. 

2)  Ä  =  y0,07366. 

Sluflöfuttg.  log«  =  log 0,07366  :  6 

=  (0,86717  —  2)  :  6 
aJlit  Srntocnbung  öon  2,  d        =  (3,86717  —  6)  :  6  =  0,778484 

rc  =  N  log  0,773434  =  0,69352. 

^ie  bel^anbelten  $Beif4)ieIe  bürften  bent  Setnenben  gezeigt  l^oBen,  ba^ 
mit  $ülfe  t)on  i^ogaritl^nien  fel^r  mül^etiolle,  ^eitrattbenbe  died^nungen  in 
leid^teie  unb  füttere  t)ertoanbelt  toetben.  IBefonbetd  ^otenjtening  ititb 
äButjelauSjiel^en  gtögetet  3^^^^"  geflalten  ftd^  bei  logarit^mifd^et  i3e^ 
red^nung  erl^eblid^  einfädlet,  aI8  butd^  Senu^ung  bei  bejüglid^en  gfotntelit. 
Mein  bie  Sogatitl^men  ftnb  nid^t  nur  t)on  großem  Slu^en,  fonbetn  in  ber 
^llgebra  gerabeju  nottoenbig  unb  unentbe^rlid^.  Sn  folgenbem  fo0  gezeigt 
toetben,  toie  getoiffe  Wirten  t)on  (Sleid^ungen  jtd^  nur  mit  $ülfe  ^syx  l'oga^ 
ritl^men  löfen  laffen. 

V)  5luflöfung  einer  (Sj^onentialgleid^ung.  Sine  @Ieid^ung, 
in  weld^er  bie  Unbefonnte  al8  ©j^onent  einer  ?ßotenj  ober  SBurjel  er* 
fd^eint,  alfo  eine  ©leid^ung  öon  ber  fjorm 


X 


1)  a^J=  h    ober    2)   )/a  =  5 

l^cigt  @j|)onentiaIgIeid^ung.    ©leid^ungen  oorftel^enber  gorm  laffen 
fid^  mittels  Sogaritl^men  in  algebroif^e  oerwanbeln. 

Sluflöfung  1). 

a*  ==  &;    X  '  log  a  =  log  5;    aj  =  ,— ^  • 

'  log« 

3al^Ienbeif^ieI.  16^=612. 

3luflöfung. 

1      .^        1      ..«  log  512        2,70927 

o;  •  log  16  =  log  512 ;     x  ==  -^ =  — • 

^  ^        '  logl6         1,20412 

liefen  Quotienten  logaritl^mifd^  bered^nct,  giebt: 

log  2,70927  =  0,43285 
log  1,20412  =  0,08067 

3u  log  0,35218  gel^ört  bie  8o^I  2,25. 
5lIfo  x  =  %\' 
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§  10.  ^ef^i^ili^e»  uUt  bie  Sogatii^mett. 

1)  ^te  Sogatitl^men  t)on  8Jtr0i,  fUtptt  unb  fte)i(er.  92ad^ 
beftimmtcn,  juöcrWffiöen  »etid^tcn  »ramer 8*)  (1688  —  1660)  unb 
Sol^anneS  ^e^Ierd  finb  bie  Logarithmen  Don  bem  (Bä^toei^tt  3oo9 
©ötgi  (1562—1632)  erfunben  toorben.  Scfetcrer  toar  in  Sid^tcnfteig  ge^ 
boren  unb  UUe  \pattx  al^  5ljtronom  unb  SRat^ematiler  beS  Sanbgrafen 
SBil^elm  oon  Reffen  in  Äaffel.  ^Jeranlaffung  jur  (grfinbung  ber  Soga« 
ritl^men  gab  bie  »ergleid^ung  ber  arit^metifd^en  unb  geometrifd^en  9iei^e 

1)  0,  d,  2d,  3d  .  ,  .  md  ,  ,  .  nd  .  ,  . 

2)  1/  9'/  2*.    2' 2^  .  .  .  g*  .  .  . 

^ie  »ejiel^ungen  beiber  Sieil^en  ju  einanber  toaren  jtoar  fd^on  feit 
Slrd^imebeg  befannt^  aber  nod^  bon  feinem  SRat^ematifer  ^raftifd^  er- 
f^rieglid^  benu^t  n)orben.  iBürgi  bagegen  gab  biefen  merltoürbigen  »e« 
giel^ungen  praltifd^e  ®eftalt,  inbem  er  in  ber  erften  9lei^e  bie  ©ifferenj 

d  ==  10,  ben  Quotienten  (@j|)onenten)  ber  jtoeiten,  alfo  2  ==  ^  +  ttw 

=  1,0001  fejte  unb  l^iemad^  bie  numerifd^en  SBerte  ber  Sleil^en  bcred^nete. 
35ie  allgemeinen  gormein  für  bie  S^^Tf^ntoerte  pnb  rc^  =  10  •  n  unb 

Vn  =  108 .  1^0001**.  Um  bie  aritl^metifd^en  unb  geometrifd^en  ^ßrogreffton^s 
jal^Ien  ju  untcrfd^eiben,  bejeid^nete  er  erftere  (Sogaritl^men)  burd^  rote, 
leStere  (9'iumerug)  burd^  fd^  toar  je  giffem,  unb  nannte  fie  fd^Ied^tweg 
rote  unb  fd^toar^e  3<^^I^n*  ^^  @rftnber  bered^nete  bie  gal^Ien  nad^ 
folgenbcm  einfad^en  ©cfeft:  jebe  folgenbe  rote  S^f)l  toirb  au8  ber  borl^er= 
gel^enben  burd^  5(bbition  ber  10,  bagegen  jebe  fd^toarje  au^  ber  öorl^er* 
gel^cnben  burd^  ^injufügen  beS  10  OOOften  XeileS  berfelben  gefunben.  3)ie 
folgenbe  Tabelle  1  möge  bie  ©ntfte^ung  ber  „Slritl^metifd^en  unb  geo^ 
metrifd^en  ^rogregtabulen"  öeranfd^aulid^en.  3)ibibiert  man  bie  roten 
Sal^Ien  SBürgig  burd^  10»,  bie  fd^toarjen  burd^  10»,  fo  entfielet  bie  Tabelle  2, 
toeld^e  jetgt,  bog  bie  Sogarit^manben  S3ürgi^  bon  1  an  über  bie  »afi^ 


*)  ©ramer,  ein  ©d^toager  ©ürgiS,  berid^tet  öom  S^^re  1630,  „hai 
er  öor  20  unb  mel^r  3al^ren  3ooft  ©ürgi  eine  fd^öne  ^rogreßtabul  mit 
il^ren  2)ifferenäen  oon  10  ju  10  in  9  giffern  !alfuttert,  aud^  in  $rag 
1620  brudfen  laffen,  ha^  alfo  bie  S^oention  ber  Sogaritl^mcn  nid^t  be^ 
9^e|)iri,  fonbcm  öon  genonntem  S3ürgi  (toie  fold^e^  öielen  toiffenb,  unb 
il^m  aud^  ^err  Äe^Ieru^  S^ugni^  gicbt)  lange  juöor  erfunben".  Äe^Ier 
toar  toegen  ber  öerjögerten  SSeröffentlid^ung  ber  Xafeln  SBürgiS  ungel^alten 
unb  nannte  i:^n  in  feinem  Unmut  einen  ©el^eimniSfrämer. 

30* 
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fht^ng. 


1.  X( 

ibelle. 

2.  Tabelle.  (3 

Kobente  5Dar^dIini0.) 

1 

Gkometr.  Rf ük 

!     Hrit^.  ffttifte.    . 

Rote  Raffltn 
1      £ogartt^niul 

■           X  =  10     M. 

Rnmmti 

£ogarit^n< 

n 

""lo*- 

RsmcntS 

0 

100000000 

100000000 

0 

1 

10 

lOOOlOOOOoooo 

100010000 

0,00010 

1,00010000 

20 

1000200010000 

100020001 

0,00020 

1,00020001 

30 

1000300030001 

10008000S 

0,00030 

1,00080003 

40 

1 

1000400060004 

100040006 

0,00040 

1,00040006 

50 

1000500100010 

0,00050 

1,00050010 

5000 

106126407 

0,05000 

1,05126407 

10000 

110516539 

0,10000 

1,10516539 

50000 

164868006 

0,50000 

1,64868006 

100000 

271814595 

1 

2,71814693 

230270022 

1000000000 

2,30270 

10 ' 

bc8  natörlid^en  ©^ftcmS  big  10  fortfd^rciten.  2>ic  un^  fieloufiöe,  oon 
@uler  gefd^affene  S^eotie  ber  Logarithmen  toar  ^ürgi  t)olIfommen  nn- 
befannt:  i^m  etfd^ienen  biefelben  nur  aU  bebeutfame  unb  merhoilrbige  „SSer- 
l^ältni^ja^Ien",  ber  ^Begriff  „SBafig  eines  ßogoritl^ntcnf^ftcntS"  toax  il^m 
böKig  fremb.  ^ad)  unferer  STuffaffung  ift  bic  SBafiS  ber  ©ürgifd^en  SSer« 
l^ältniSja^Icn  2,71814593,  bercn  Sogarit^mug  1  i|i.  3)tcfelbe  ftimmt  alfo 
no^cju  mit  ber  dJrunbaal^l  beS  notürlid^en  @^jtem8  c  =  2,7182 . . .  überein. 
©ürgi  benuftte  feine  „^rogreg^^abulen"  beim  Slcci^nen  in  ber  SBeife,  ba6 
er  Don  ben  f^n^ar^en  S^W^  ^^^  gegebenen  auSgel^enb,  bie  i^nen  ^ugel^örigen 
roten  auffuti^te,  mit  benfelben  bie  nöd^ft  niebere  Operation  boHjog  unb 
fd^Iieglid^  ju  bem  ©rgebniS  bie  entfijred^enbe  fd^toarje  gal^I  aufjd^Iug*). 
fllaä)   bem  S^ugniffe  Äe^Ier^  unb   SBramerS  :^atte  SBürgi  feine  Xofeln 


•)  ®r  fd^Iug  alfo  baSfelbe  SSerfal^ren  ein,  toeld^eS  toir  heim  ®ebrau(^ 
einer  £ogarit:^mentafeI  befolgen. 
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^tDetfelloS  t)or  1610  üoHenbet.  SBegen  SBetufdatbeiten  unb  bet  burd^  ben 
SOjäl^tigcn  Äricg  gefd^affencn  ungünftigcn  SSerl^ältniffc  lonntc  ©ürgi  feine 
„$rogre6=2:abuIen"  erft  f^öter  oeröffentUd^en.  3)tcfelben  erfd^ienen  unter 
bem  Xitel:  „5lritl^metifd^e  unb  geometrifd^e  ?ßrogre6-2:obulen, 
famt  grünblic^em  Unterrid^t,  toie  folc^e  nü|Hd^  in  allen  ^t^^ 
nungen  ju  gebraud^en  unb  oetjtanben  loerben  fol".  ?ßrag  1620. 
60  @.  in  4.  2)urd^  biefe  Verzögerung  ift  IBürgi  um  bie  @l^re  ber  (Sr- 
finbung  gefommen. 

Unabl^ängig  öon  83ürgi  erfanb  ber  (Sd^otte  Sorb  3otitt  fHapitt*)  — 
in  2)eutfd^Ianb  meiftenS  ^tptx  genannt  —  bie  Sogaritl^men.  3)iefer 
Oelel^rte  oeröffentlid^te  jeinen  bered^neten  logaritl^mifd^en  (£anon  bereits 
im  Saläre  1614  unter  bem  Xitel:  ,,Mirifici  logarithmorum  canonis  De- 
Bcriptio'*  u.  f.  tD.  (Sine  Erläuterung  über  hit  SBered^nung  ber  Sogaritl^men 
tDurbe  nad^  ^eptx^  Xobe  einer  oon  feinem  ©ol^n  9iobert  beforgten  neuen 
Sluflage  1619  beigegeben. 

^apiex  ging  t)on  i^m  eigentümlid^en  finematifd^en  ^etrad^tungen 

aus,  bie  aber  aud^  auf  eine  SSergleid^ung  ber  beiben  oben  angefül^rten  Sieil^en 

hinausliefen,  nur  mit  bem  Unterfd^iebe,  ba^  er  \>it  3)ifferenj  ber  aritl^s 

metifd^en  9leil^e  c?  =  1,  ben  Quotienten  (Sj^onenten)  ber  geometrifd^en 

1  /         1  \» 

2  =  1  —  -jö?  f^Ö^ß/  ß^f«>  ^iß  »ejie^ungen  a;^=  w  unb  y^  =  10^  •  (1  —  —A 

feinen  9led^nungen  ju  ©runbe  legte.  3)ie  QafiUn  ber  erften  Slcil^e  nannte 
^eptx  „Artificiales"  (^nftäa^Ien),  \p&tex  ßogarit^men,  bie  ber  ^loeiten 


10» 


„Naturales".     Xie  ©afiS    be«  9fie|)erfd^en  ©^flemS   ifl    (l  —  -^j 

=  0,367879,    toeld^e  S^V'  ungefähr  mit   bem  umgefel^rten  SBert  ber 

©runbja^I  beS  natürlid^en  ©^ftemS  —  =  ^^-.q,, —  übereinftimmt. 

3n  3)eutfdf)Ianb  fanb  bie  neue  Sied^nungSart  (Sogaritl^menred^nung) 
feitenS  l^erborragenber  ^at^ematüer  Slnüang  unb  totQige  $(ufna^me. 
Sm  Vorbergrunbe  ftel^t  3otiattned  $ttpUt  (1571—1630),  toeld^er  [lä)  um 
bie  SSegrünbung  unb  ^Verbreitung  ber  S^ieijerfd^en  Sogaritl^men  l^erbop 
ragenbe  SSerbienfte  ertoorben  ^at.  3)a  bie  erfte  ^luSgabe  ))on  9^e^erS 
Xafeln  feine  Erläuterung  über  hit  Vered^nung  feiner  fiogarill^men  entl^ielt, 
fo  erfann  er  ein  neues  ^Jerfal^ren  unb  oeröffcntlid^te  feine  Xl^eorie  mit 
einer  öon  i^m  beredftneten  fiogaritl^mentafel  in  einem  eigenen  SBerl 
(äRarburg  1624),  toeld^eS  1626  burd^  eine  jtoeite  @d^rift  oon  il^m  ergänzt 
tt)urbe.  ^tpUx  benu^te  feine  Sogaritl^men  bei  aftronomifd^en  S3ered^nungen. 


*)  Geboren  1650  auf  (Sd^Iog  SRerd^ifton  Ui  Ebinburgl^,  geft.  1617 
am  3.  Sl^ril  auf  feinem  ©tammfd^Ioffe.  Sein  ^au|)tftubium  toar  SRatl^e^ 
mati!. 
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2)  2)te  SStiggSfd^en  Sogatttl^tnen.  ^etienige  Vttü^emaiXtn, 
toeld^er  am  meifien  baju  Beigetragen  l^at,  bag  bie  ü^gantl^tnenced^mom 
balb  Gemeingut  aller  ^atl^ematiler  ber  gebübeten  9lationen  toutbe,  t^ 
ftevrl  IHriggd,  erft  ^rofeffor  ber  (Geometrie  in  Sonbon,  \p&tn  in  O^^rb. 
9IS  biefer  bie  @(!^rift  9^et)er8  lennen  lernte,  berfiel  er  auf  ben  glüAid^ 
^ebanlen,  bag  ein  Sogarit^ntenf Aftern  mit  ber  IBajli»  10  für  bad  loga;: 
rit^mifd^e  Sied^nen  ^medmöfrig  fei.  9tad^\>tm  er  borerft  mit  ffUpex  über 
feine  SD'leinung  in  iBriefmed^fel  getreten  toar,  befud^ie  er  ben  aj^latl^atüer 
im  @ommer  1616  in  ^binburg^.  $ier  blieben  beibe  (Selel^rten  einen 
Vortat  l^inburc!^  in  gemeinfamer  ^Beratung  nnb  SCrbeit  jufammen.  9Upn 
erllärte  fi(!^  mit  ber  ga^I  10  ald  SafiS  ber  p  bered^nenben  iBogoritl^men 
einberftanben,  unb  e8  tourbe  aud^  baS  ^erfal^ren  für  bie  IBered^nung  ber^ 
felben  bereinbart.  Se^tere  fd^Iog  f^d^  toieber  an  bie  belannten  9lei!^en  an, 
weld^e  nun  für  d  =  1  unb  g'  =  10  in  bie  Sß^Tfcnwl^wi 

0,  1,     2,      3,      4,      5     n 

1,  10,    10«,    10»,    10^    10» 10" 

übergingen.  3)ie  IBejeid^nung  „Sogaritl^mud''  tourbe  beibehalten,  ben 
«Kamen  „©l^arafteriftil"  l^at  »riggS  gefd^ffen.  3)ie  SluSfül^rung  ber 
^(rbeit  nal^m  nun  93riggd  felbft  in  bie  $anb.  ^U  tiorjüglid^er  unb  un« 
ermüblid^er  9ied^ner  toar  93riggS  fd^on  im  näd^ften  @ommer  in  ber  Sage, 
9le^er  einen  erl^eblid^en  2^eil  ber  fe^r  mü^famen  Arbeit  fertig  borlegen 
5u  lönnen.  ^m  folgenben  S^^l^re  t)eröffentUd^te  93riggS  }ur  $robe  bie 
ad^tfteHigcn  fiogaritl^men  ber  3^^^^  1— lOOO  unter  bem  %ittl:  „Loga- 
rithmorum  Chilias  prima".  Londini  1617.  ®r  fanb  in  Vbtian  8$(ai!, 
SDiJat^ematiler  unb  SBud^^änbler  in  dJouba,  einen  tüd^tigen  unb  eifrigen 
SWitarbeitcr,  fo  ba^  SSriggS  in  feiner  „Arithmetica  logarithmica", 
Londini  1624,  bie  öierje^n^cKigen  Sogöritl^meu  aKcr  gal^Ien  bon  1—20  000 
unb  bon  90  000  bis  100  000  oeröffentlid^cn  fonnte.  3)urd^  biefe  toa^r^: 
l^afte  SRiefenarbeit  l^at  93riggd  bie  neue  Sled^nung^art  jum  Gemeingut 
ber  ^Iturt)öl!er  gemad^t  unb  fid^  in  ber  ^a6)todt  ein  »ol^IüerbienteS, 
unoerge^Iid^cS,  banfbareS  einbeulen  gefid^ert.  —  ^lad  füllte  bie  bon 
S3rigg8  gelaffene  SüdCe  auS  unb  gab  1628  unter  bem  Xitel  „Editio  se- 
cunda  aucta"  bie  Sogaritl^men  aller  gal^Icn  öon  1  — 100  000  auf 
10  2)ejimalftellen  ^erauS  —  ^ieS  SBer!  ift  bie  erffe  bottff&nbige  ISoga« 
titImentafeL  —  ißifoland  ftanfmann  (Mercator,  geb.  1620  in  ^olftein, 
geft.  1687,  oeröffentUd^te  in  feiner  ©d^rift  „Logarithmoteclinica", 
Londini  1668,  ein  neueS  SSerfal^rcn  jur  genauen  unb  bequemen  SSered^nung 
ber  natürttd^en  Sogaritl^men.  @r  jeigte  barin  femer,  ba^  bai8  öon  dmm 
S3ogen  einer  gleid^feitigen  ^^perbel  (belogen  auf  il^re  ^f^m^toten  afö 
Sld^fen),  ber  5lbfciffenad^fe  unb  jwei  iDrbinaten  begrenzte  glöd^enftüd 
einem  Sogaritl^muS  gleid^  ift  unb  ^niar  in  bemjienigen  @Qfteme,  toel^em 
i>k  83af iig  2,71828  . . .  jufommt.  2)a]^cr  fam  berSf^ame  „l^^|)erboIifd^er" 
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ober  ,,natürltd^er''  Sogaritl^mud  auf.  Mgemein  üBUd^  toutbe  biefe 
^e^id^nung,  toie  an^  ber  ^ud^ftabe  e  füt  bie  ga^I  2,71828...,  butd^ 
(SKler*),  ber  aud^  bie  @tgen(d^aft  ber  iBogarit^tnierung  aU  smeite  Um- 
lel^rung  ber  ^otenjierung  erfannte  unb  nid^t  tninber  ^uerft  ben  Ü^amen 
,,SWantiffe"  (Introductio  I  83)  gebraud^te. 

Son  neueren  Logarithmentafeln  ift  tiorjüglid^  hai  ,,Sogaritl^mifd^' 
trtgonometrifd^e  ^anbbud^''  bed  Srtei^erm  Hott  Sega**)  ju  erto&l^nen,  totl^e^ 
lange  S^t  in  2)eutfd^Ianb  faft  auSfd^Ue^Iid^  im  ^ebraud^e  tt^ar  unb  ^eute 
nod^  ein  fel^r  gefd^ä^teS  unb  t>itl  t)erbreitetei^  Sud^  ift.  3n  ben  ©d^ulen 
toerben  j[e|t  t)ielfad^  fünf«  unb  DierfteQige  Logarithmentafeln  (@d^Iömi(d^^ 
SBittftein  u.  a.)  Benu^t. 


xm. 

^aä)  bem  Lel^rfa^e  bed  $^tl^agorai^  ift  in  jiebem  red^ttt)in!eligen 
^reiedE  baS  Ouabrat  über  ber  $^|)Otenufe  gleid^  ber  ^nrnrnt  ber  £kuabrate 
über  hext  ^atl^eten.  (Sd  ift  mo^I  un^meifet^aft/  bag  bie  $t)t^goreer, 
tueld^e  fid^  t)iel  mit  ben  ^igenfd^aften  ber  gal^Ien  bef(^&ftigten,  burd^ 
SSerfud^e  mit  3a(i(ettreiliett  jur  (Sntbedhtng  biefeS  Lel^rfa^eS  gelangt 
finb***). 


•)  „Einleitung  in  bie  Slnal^fii?  be«  Unenblid^en",  beutfd^ 
t>on  aJlafer,  ©erlin  1886,  Seite  91:  „5)ie  auf  Orunb  ber  ©aftS  2,71828 . . . 
Bered^neten  Logarithmen  toerben  gemö^nlid^  natürlid^e  ober  f^t^ptt- 
BoUfd^e  genannt,  toeil  bie  £kuabratur  ber  ^\)ptxM  burd^  fold^e  Loga^ 
ritl^men  ouSgefül^rt  »erben  fann.  SQ5ir  toerben  nun  in  ber  gfolge  ber 
ftürje  :^alber  filr  biefe  ga^I  2,71828  . . .  ftetS  ben  ©ud^ftaben  e  gebraud^en, 
f 0  bag  alfo  e  bie  ©afis  ber  natärlid^en  ober  ^^perBoIifi^en  Logaritl^men  Be- 

beutet,  ober  eS  foK  c  bie  ©umme  ber  unenblid^en  Sleil^e  1  +  —  +  — —  -| 

BejeicBnen." 

**)  ®eorg  ©ega  lourbe  1756  (nad^  anbem  1754)  im  3)orfe  8<^Öori|a 
im  ^er^ogtum  ^ain  geboren.  ^\%  armer  ©auernjunge  trat  er  in  bie 
öfterreid^ifd^e  §lrmee  ein  unb  brad^te  eS  %vim  §lrtilIerieoBerften  (nad^  anberer 
OueKe  jum  Dberftlieutenant)  unb  ^rofeffor  ber  SDiJatl^emati!  in  SSien.  2i^t 
^nerlennung  feiner  !^ert)orragenben  Leiftungen  afö  %z\z%xiti  unb  @oIbat 
tourbe  er  1800  in  ben  greil^ermftanb  erhoben;  »arb  am  26.  ©ept.  1802 
otld  Dpfer  eines  9iaubmorbed  in  ber  ^onau  gefunben. 

***)  %Ci  bereits  belannt  toar  —  Slrnet:^  erblidft  l^ierin  ein  geiftigeS 
@)emeingut  aud^  ber  ölteften  ^ulturDötfer  —  \>a^  in  einem  red^ttoinfeltgen 
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^n^ng. 


Bejetc^en  a,  b  unb  c  bie  ratumalen  Tta^f^fjUtn  bei  Seiten  enteil 
Te^ttuiitleligeit  ^xtitdi,  fo  iß  a'  -|-  6'  »  c'  unb  man  nemtt  bie  3<^^Ieii 
a,  b  nnb  c  ^^t^agoteifci^e.    ß^^I^nd^t^cn  biefer  Sit  ftnb  j.  IB. 


1) 

2) 


6,        8, 


5 

j  6,        b,      10 
l  9,      12,      16 
U.  {.  to. 

I)  8il^nn§«§efe|: 


7,    U,    25 

14,     48,     50 
21,     72,     76 

u.  f.  to. 


5,    12,    18 

10,     24,     26 
15,     36,     39 

U.  f.  to. 

9Ran  ge^e  and  bon  einer  beliebigeu  uit' 
geraben,  natürlichen  ga^I  n  (1  andgenontmen),  ctl^ebe  biejelbe 
ini^  Ouabrat,  n*,  unb  ^erlege  biefed  in  ^n^ei  S^1)Uu,  bon  benes 
bie  eine  um  1  größer  ift  ald  bie  anbere.  Sic  jjal^len  ^aben 
alfo  bie  gform: 

n, 

(Sd  ift  n&mlic^ 

»eif^iele  ju  H). 


i(n»-l),    i(»»'+l)- 


2 


2 


!)■_  (-1+i)- 


8,    16,    17 

16,     30,     34 

u.  f.  to. 
n)  »ilbnngdgefel^. 


20,    21,    29 

40,     42,     58 
U.  f.  to. 


16,    12,    20 

32,     24,     40 
U.  f.  to. 

9Ran  bilbe  3<t^^^n  bon  ber  ^orm: 

in  loelc^en  5lugbrürfen  bie  3eid^en  p  unb  q  natürlid^e  Saluten 
bejeid^nen  unb  i?  >  a  getoäl^It  toerben  mug. 

«etoei^.    @g  ift  (2i)g')«  +  (p*-^  q*)  =  (;>•+  g«)*. 

@e(t  man  5.  9. 

3  =  1,  fo  erl^ält  man    8,  15,  17. 

g  =  2,   „       „         „     16,  12,  20. 
3  =  3,   „       „         „     24,     7,  25. 


P 


S)reierf  mit  ben  Äatl^cten  3  unb  4  Sängeneinl^eiten  bie  ^^ijotcnuje 
5  biefer  2:eile  l^at,  fo  lag  eS  noc^  Söfung  ber  aiitl^metifd^en  §lufgabe 
(öon  feiten  ber  ^^tl^agoreer)  über  \i\t  ^Vi\(3immtv\t%vin^  einer  rationalen 
jQuabrat^al^I  aud  jtoei  rationalen  Ouabratjal^Ien  na^e,  burd^  ^t\6:ßwx% 
ju  öerfuc^en,  ob  aud^  bie  \>tTX  neuen  ^oi^Uxi  entfpred^enben  ©treden  M 
ju  einem  red^twinfeligen  2)reied  pfammenfe^en  ließen.  SSergleid^e  ben 
lel^rreid^en  SluffaJ  öon  ©üntl^er:  „3)ag  gefd^id^tttd^e  ©lement  beim  mat^e- 
matifd^en  Unterrid^t"  in  ber  S^itfc^i^ft  „®^mnafium"  I.  S^^tgang, 
©eite  278  u.  f.  f.  unb  AI ü gel:  „aWatl^ematifd^eg  SBörterbud^"  britter  Seil 
(Seite  932. 
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XIV. 

abgekarrtes  IDttrjelattsjtelien* 

(^crgleid^c  btc  ^aiaQtap^tn  20,  24,  61  unb  Seite  399,  VI.) 

^ie  SBeted^nung  ber  £kuabrattout$e(  mirb  baburd^  abgelürjt,  bag  man, 
tote  ©eite  73,  81  utib  163  bemcrft  t^  bie  bcn  ^anq  ber  Stff^^w  ^^' 
je'j^Tienbcn  9'iuIIcn  —  alfo  bie  beiben  Silunen,  mit  benen  hai  $ro5 
bt'ft  a*  enbet,  fotoie  bie  eine  ^nU,  mit  toeld^er  bie  butd^  a,  2a  unb  2a& 
bejeid^neten  S^^^^cn  enben  —  toegläBt/  J>ic  anbetn  3^ffcttt  aber  auf  bie 
i^nen  jufommenbcn  ©teilen  (e^t.  (Sine  toeitere  ^blür^ung  befte^t  barin, 
bai^  man  ju  ben  tieften  jebeSmal  eine  klaffe  fe^t  unb  bie  $robu!te  2ab 
unb  &*  mit  einem  33laU  fubtra^iert.  9^od^  (ürjer  geftaltet  fid^  bai^  Sd^ema 
ber  Sled^nung,  toenn  man  ben  SluSbrudC  2ab  +  h*  in  ber  gform  (2a  +  &)  & 
bered^net.  ^a  ha&  $robuft  2a  immer  mit  einer  92un  enbet  unb  6 
ftets  eine  einfteHige  3<^^^  bejeid^net,  fo  lann  man  ben  9Bert  für  b  on 
@te0e  ber  9ht]I  im  $ludbrudE  2  a  fe^en  unb  hit  erl^altene  3^^^  ^^^  ^ 
t)ert)ielfad^en.    @o  ergiebt  fid^  bie  jtoeite  ^arfteQung. 

I)  gontt:  a-\-b-\-c 

yi4|82|26  =  886 


n)  gotm: 


a«- 

9                        a'         ft' 

2a  =  6    • 

5  82 

2a5  —  6-8  — 

48    \ 
64 

6«  =  8«  = 

2a'  =  76    • 

38  25 

2a' 5'  —  76-6  — 

38  0 

5'«  -  5«  - 

25 

0. 

a-\-b-\-c 

yu  82  25  =  3     8     5 

a* 

__     9              "7^    7 

2a  =  6  —       5  82 
(2a  + 6)&  =  68-8  =       5  44 


2a' =  76—  38  25 

(2a'  +  &')  6'  =  765  •  5  =  38  25 

^ad  ^bütourjelau^jiel^en  geftaltet  ftd^  lürjer,  toenn  man  5um  er- 
l^altenen  9lefte  jebeSmal  eine  Älaffe  fd^reibt  unb  bie  $robufte  8a* 6, 
3a6*  unb  6*  auf  einmal  fubtra^iert.  SBei  ber  ©ubtraftion  bebient  man 
fid^  atoedfmagig  ber  fübbeutfd^cn  SRctl^obe  (Seite  436).  3)ie  Summe  ber 
abjujiel^enben  ?ßrobufte  lann  man  aud^  in  ber  fjorm  (ßa*  +  ^ab  +  b*)b 
ober  [8a'  +  (8a  +  b)b]'b  bered^nen,  toie  gorm  TL)  jeigt: 


i 
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a  +  64-c 
6 


^  8W*'  >^7e|766|625  =  42^ 


a»  =  4»  = 

64 

3a*  — 48-- 

12  766 

8a*6  — 482  = 

96     \ 

3a6*--3.4.2*  — 

48 

^8  _  2«  = 

si 

Sa'*  =  5292  — 

• 

2  677  625 

3a'*&'  =  8.42*.6  — 

2  646  0 

8a'6'*—  3-42.6*  — 

3150 

5'«  -  5»  - 

125 

0. 

n)  gorm: 

8, a  +  6  +  c 

y76|765|625  =  426^ 

a»  =  4»  =     64 ^^     7 

12  765  48      =  3a* 

(3a*+ 3a6  + 6*)&  =     10  088  a)    24    =  3a5 

2  677  625  (3) 4  =  &* 

(3a'*  +  3a'5'  +  5'*)6'  =   2  677  625  y)   5044  =  3a*  +  3a5  +  6* 

0.  d)  5292  =  3a'* 

2)ic  3a:^l  unter  y)  mit  &  =  2  ocröiclfad^t,  giebt  (3a*  +  3a5  +  6»)  •  &. 
S)cn  SBcrt  für  3  a'*  erhält  ntaU;  inbcm  man  bic  Sohlen  unter  a)  bis  y) 
abbtert  unb  noc^  fe*  =  4  ^inaufügt.  @8  ift  nämlid^  3a*  +  6a5  +  3  6* 
=  3(a  +  6)*  =  3a'*. 


9ll:|)]^abetif^e«  ^a^oerseid^niö* 


«bbübung  bcr  gal^Icn  12,  94,  156, 

390,  393,  410,  422. 

5(bgcfüratc8  SHed^nen  mit  3)cjimals 

brüd^en  436. 
^bßcfürjtc  Sluflöfung  linearer  ®Ieis 

(^ung^^fteme  318. 
^bgelünte  ^uSjiel^ung  ber  Ouabrat- 

unb  Ättbiftourjel  400,  401. 
mbl^ängigfeit  jioeicr  OJrögen  808, 

310,  315. 

Slbfciffe  311. 

SCbfoIutc  Sa^Ienrcil^c  96. 

TOfoIuter  »etrag  424. 

Slbfolutglieb  363. 

Slbbition,  »cgriff  13,  102,  426. 

Slbbition^metl^obe  316. 

mgcbra  268-385. 

3llgebraifc^e  ©ummc  102, 121—139. 

Algorithmus  337,  446. 

VlmplxttLht  425. 

Anal^fig  8. 

Anfat  t)on®Ieid^ungen28l,337,338. 

Argument  425,  444. 

Aritl^metü,   allgemeine  unb  befon= 

berc  8. 
Aritl^metif,  Aufgabe  berfelben  2. 

,  »egriff  2. 

,  ©runbfäje  10. 

,  Sf^ufeen  11. 
Aritl^metif^eS  treied  138. 
Aritbmetif^eg  aJlittel  207. 
Aritl^mettjd^e  «Proportion  §  70. 
Affociatiottggefefee  17,  27. 
Aufgaben,allgemeincunb  befonbere  7. 
Auflöfung    ber  ©leid^ungen  burd^ 
Verlegung  §  88,  ©eite  350,  c,  376. 
Audbrudf  9. 
Augenglieber  einer  $ro|)ortton  206, 

210. 

AuStoertung  ber  2)etermtnante  330, 

333. 


ff 


8aftS  einer  ^oten^  50. 
»ap  eines  dal^Ienf^ftemS  7. 
SebingungSgleid^ungen  261. 
^tnannie  Qa^  3. 
SBeftimmungSgleid^ungen  261,  322. 
SBcftimmungSgrögen  321. 
iB^joutfd^e   (SliminationSmet^obe 

322. 
©inom  9,  56,  136,  396. 

SBinomiarioefPjientcn  137,  138. 
»inomialtafel  137. 
©inomifd^er  Sel^rfafe  138. 
«rud^begriff  141,  156. 
IBrud^^otenjen  166. 
©rud^ftrid^  39,  142,  445. 
SBrüd^e,  gletd^namige,  ungleid^namige 

142;  ed^te,  une^te  142. 
lBu(^ftabenred^nung  2. 
^ud^ftaben  aU  ga^Ijeid^en  8. 

«l^arafterifti!  453,  468. 
©artefifd^e  Seid^enregel  354. 
Conto  correnten  244. 
®ramer*id^e  Siegel  337. 

^efabifd^e  ©rgän^ung  462. 
3)elabt|d^eS  3ablenf^ftem  6. 
3)eterminonten-S3egriff  333. 
Deutung    ber    ^urjeltoerte    einer 

©leid^ung  291,  292. 
S)ejimalbrüd^e  152. 
2)ifferena  18. 

2)io|)l^antifd^e  ©leid^ungen  308. 
3)iSfontred^nung  248—252. 
2)iSfontteiIer  250. 
2)i8h:iminante  349. 
2)iftributit)gefe6  28. 
3)ioibenb,  3)it)ifor  40. 
3)it)ibuu8  134,  183. 
a)it)ifton,  »egriff  berfelben  38;  SSor= 

bereitungberfelben  87;  burd^  einen 
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IBrud^  161;  bnrd^  3luU  113,  114; 

burA    algebraifd^e  gal^Ien   111; 

butq  alaebraifd^e  ©utnmen  126; 

®tunbgeie|e  40. 
2)rete(lS5a4l6n  4. 
a)rctfaS  286,  240. 

rCöCl  207,  208,  267,  443. 

Cingefleibete     (Sletc^ungSaufgoben 

§§93,  94,  96,  96,  102,  112. 

(Sinbat  2. 

(Sinfe^ungSmetl^obe  320. 

(Sintetlung  ber  Gleichungen  260. 

(Einfd^alten  457. 

(Elemente  einet  Determinante  333. 

(Sliminationdntet^oben  316. 

(Eliminieren  316. 

(Sntl^altenfein  39. 

(SnttDideln  einer  (iJIeid^ung  265. 

(Ergänjen,  ^rgängungSmet^obe  lOl, 

433. 

(Erweiterung  bed  IBrud^begriffeS  156. 
(Ertoeiterungen  be^  ^otenjbegriffeS 

116,  166. 
(Ertt^etterungen  beS  9Bur$eIbegriffed 

119,  172. 

(grtociterungen  beS  S^^^^^Q^fi^^  ^1^ 

140,  380,  403,  444. 

(£j|)oncnt  cincS  SSerl^ältniffeS  203; 
einer  ?|?otenj  50;  einer  SBurjel  68. 
(Sjr^onentialgleid^ung  267. 

gaftoren  26,  27. 

gaftoren  -  S^i^^cgung  algebraijd^er 
Summen  130—134;  olgebraifd^er 
Gleichungen  272—274,  350,  376. 

galfired^nung  283,  284,  285,  §  96. 

§Iäci^ensa:^Ien  29. 

§olge  (3eid&enfoIge)  354. 

gormel,  93egriff  berfelben  9 ;  loid^tige 
gormein  52,  55,  57,  58,  61,  62, 

66,  87,  138,  348. 

gunftion  308. 

(i)augifcl^e  ^a^ltmUm  422. 
dJemeinjd^aftlic^eg  SSielfad^e  183. 
Generalnenner  146,  183. 
Geometrifd^e  3lbbition   unb    @ub= 

traftion  419—422. 
Geometriic^eg  aKittel  227. 
Geometrifd^c  ^ro^ortion  208. 
Georbncte  fjorm  einer  algebraifc^en 

(Sflei^üiiQ  266. 


Georbnete  gform  einer  algebraifd^en 

@umme  126. 
(SkfeUfd^aftdrec^nung  253. 
Gleic^^eitdaeu^en  9,  446. 
Glei^fe^ungSmet^obe  320. 
GleidQungen,  (Einteilung  berfelben 

260. 
Gleichung  ber  (Skroben  313;  beS 

^eifed,  ber  @IIipf e,  ber  $axabel, 

ber  $t)t)erbel  381. 
GIeid^ungdft)ftem  309;  ^nforberun- 

gen  an  badfelbe  309. 
GnomoU/  Gnomon^len  54,  55. 
&iapf)i]dit   ^arfteHung    ftel^e   fO)- 

bilbung  ber  S^W^- 
Grenjtoerte  231,  388. 

Größe  1,  92,  229,  231,  234,  238, 
388. 

Größter    gemeinfd^aftlid^er    Steiler 

177,  178. 

Grunb{&|e  ber  ^Iritl^metil  10. 
Grunbja|l  einer  ^otenj  50;  eine^ 
gal^Icnf^ftem^  7. 

ftarmonifd^eS  SJlittel  206,  207. 
^armonifd^e  ^ro^ortion  225. 
Hauptnenner  146,  183. 
^thtn  ber  SBtüd^c  (Ouoticnten)  135, 

145. 

^ilfSgröße  239. 
$öl^ere  Gleid^ungen  358. 
Homogene  Gleid^ungen  308,  363. 
H^ljerbel  381. 

3bentifd|e  Gleid^ung  260. 
imaginäre  ^a^tn  405 — 417. 
3nIommenfurabIe  Größen  231,  389. 
3unenglieber  einer  $ro^3ortion  206. 
3nter^3oliercn  457. 
3nt)erfe  D|)erationen  87. 
grrattonale  SSerl^ältniffc  230. 
3rrattonaljol^Ien  231,  386—401. 
3foIierung    ber  Unbefannten,    ber 
SBurael  265,  277. 

Äanonifd^e  gorm  ber  Gleid^ungen 

363. 

^anonifd^e    gorm    ber    lompltitn 

8a^I  425. 
Äennjeid^en  ber  3^eilbar!eit  190. 
Äenn^eid^eu  ber  SBurjeln  einer  qua= 

bratifd|en  Gleid^ung  353. 
Äenn^iffer  453. 
[  ^ttteute^el  C^ettenfat)  242,  243. 


%ip^ahtix]d)t^  @ad^t)er5eid^nid. 
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Älammcm  122,  439,  446. 

ÄOCfpäicnt  136,  137,  138. 

Äolonne  333. 

Äommenfurable  ®rö6en  231,  389. 
^ommutationSgefe^e  15,  26. 
Stompaxat\onmtif)ot>e  320,  321. 
Äontpieje  Sal^Icn  418—432. 
Äonprueitä  bcr  Säulen  193—201. 
konjugierte  Iom|)Ieje  gol^Icn  419. 
Äoniugierte  {urbijd^e  S^W^  ^97. 
Äoorbinaten  312. 
Äör<)eräal^Ien,  ^bifjal^len  49. 
^buS  einet  3^^^^^;  einer  @umme 

62. 
Ihirje  SHüifion  400,  435. 
Äürjen  ber  ©rüd^e  fiel^e  ^eben. 

ßaterale  Qa^ltn  404,  407. 
fiincare  ©Ici^ungen  267. 
Sittcralc  ©leid^ungen  261. 
Sogoritl^mifcl^e  ©virale  429,  444. 
Sogaritl^muS  88,  448. 
Sogari^mifd^e  ©efefec  449,  460. 
Sogiftif  2. 


SRantiffe  453,  468. 
3Jia6  jweier  Sal^IengröJcn  176. 
aRaläal^Ien  176,  229. 
aJiotl^ematif,  ©egriff  bcrfelben  1. 
aWeffen    l,    38,    39,    176,    179, 

202. 

aRetl^obe  bcr  Umfcl^rung  283,  288, 

298. 
9Kifci^ung8recl^nung  256. 
muttl,  arit]^metif(|e8  207, 208, 227 ; 

geometritd^eS  209,  227;  ]§omioni= 

fd^eS  226,  227. 

SDilittlerer  gö^IungStermin  441. 

aßobul  424,  425. 

multxpmation,  »egriff  betfclben  23 
algebraifd^er  gal^Ien  108,  109 
algebraijd^er  ©ummen  124,  128 
ber  ©rüd^e  146—149. 

aRuIttplifanb  24. 

multxplifatox  24. 

Slatürlidbe  gaMen  2. 
S^atürlid^e  Saf^enbüber  4. 
S'Jegatiöe  ^potenjen  163. 
9?egatit)e  Qa^l  98. 
S'Jenner  142. 
S'Jeuner^robe  200. 
S'Jenniocrt  6. 
S'iomt  ber  foniplejcn  gol^I  424. 


Sfiormalformcn  bcr  ©Icid^ungcn  268, 

308. 

Si^ormalf  orm  ber  Iom|)Iejen  gol^I  419 ; 

ber  furbifd^ctt  Sal^I  396. 
9ftnU  7,  21,  93,  112—114. 
9fiu%otena  116. 
Üfhimcrifd^c  ©leid^ungen  262. 

O|)erationcn  erftcr  (Stufe  10,  13; 

jtociter  (Stufe  10,  23,  89 ;  britter 

©tufe  10,  49,  89. 
Orbinate  312. 
Drbnen  einer  algebraifd^en  @untme 

126. 

Orbnen  einer  (^leid^ung  265. 
Orbnungggröge  127. 
DrbnunggfoeffLjient  189. 

ipadcalfd^eS  ^rdedf  137,  138. 

^ol^norn  62. 

$ofition8toert  7. 

$otenj,  ?ßotenjierung  49,  80. 

^oten^bejetd^nung  446. 

^mfaltoren,  ^rintjal^Ien  180, 186, 

887,  388,  401. 

?Probe  einer  Sled^nung  292. 
$robuIt  24. 
$ro^ortion  206. 
$ro5entred^nungen  244. 
$^t:^agoretfd^e  8^^^^^  ^70. 

Cuabratifd^e  (Sraän^ung  348,  359. 

Ouabratifd^e  ©leid^ungen  267,  342. 

Ouabratttiurjel  and  SBrüd^en  161; 
aus  Srrationalja^Ien  386,  399; 
aus  lompUim  3<t^^en  429;  aus 
natürlid^en  gol^Ien  69—74;  au8 
negatiöen  3^^^^"  403;  aus  fur= 
bifd^en  SBinomen  398. 

Ouabrotttjurje^öegriff  67, 119, 394, 
404. 

Ouabrat^al^len  39,  386. 

Ouolität  256. 

OuanHtät  256. 

Cluerfuntme  189. 

itabifanb  68. 
Radius  vector  428,  429. 
SRationalaal^Ien  231,  388. 
9leAenäeid^en  9,  10,  445,  446. 
9led9nungSt)erfa^ren,3uJammenl^ang 
berfelben,    birefte,   inbire!te  87, 

88    89 

SRed^tedfföje  30—36,  61—61. 
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9)ebu$ente  278. 

9)ebiutexte   fjorm    bet    fom^Ie{en 

3abl  426. 
9lebumon  einet  ^leid^ung  268, 266 ; 

einer  alaebraif(!^en  @umme  122. 
?fiet\i\6)t  wegcl  243. 
Siegel  bc  tri  235. 
Regula  falsi  284,  285. 
Regula  lancium  307. 
aUelatiöe  3a^Ien,  go^Ientoerte  96. 
9{efolt)ente  322. 
9left  40. 

9ie$i^tofe  (SJIeicI^ungen  365. 
»H^tunflgfoftor  109,  408,  413. 
diidItungSfumme  421. 

Cd^Iugred^nung  235,  240. 
©tammbruc^  142. 
(öteKentoert  6. 

©tufc  ber  D^jerotionen  10,  89. 
(&ubjtituttongmetl^obe  320. 
©ubttamongs^egriff  18. 
©ubtraftion^metl^obe  317. 
@umme  ber  natürlid^en  S^fjilen  14; 
aug  algebraifd^en  Sagten  102, 121. 
©urbifd^eg  mmm  (3a]^I)  296,  402. 
©^mmetrifd^e  ©leid^ungen  355,  367, 

368. 

©^ftcntbrüd^e  153. 

^eilborfeit  ber  gal^Ien  189. 
teilen,  2:cilcr  38. 
SCcrminrcd^nung  441,  Vlll. 
S^rangcenbente  ©leid^ungen  267. 
S^tanSponieten,       ^ranS|)ofition§= 

regeln  269,  270. 
Xrinom  9. 

ttmfomtung  ber  GJteid^ungen  262. 
Umgefc^rte  aWuIttplifation  435, 437. 
Umgefe^rte  9iecl^nung8artcn  87—89. 
Umfel^runggoerfal^ren  283,  298. 
Unabl^ängige  (Gleichungen  309. 
UnauSfül^rbar,  loeil  »iberfinnig  108, 

116,    147. 

Unenblic^  groß  114. 
Unenblid^  flein  115. 
Ungleid^ung  6. 

Ungleic^fieitggeic^en  9,  17,  446. 
Unmöglid^e  OJrößen  (3a!|ren)  404,430. 


Sariable  392. 

Seränberltd^e  @r5ge  114,  808. 

Ser^ältnid  202,  203,  229,  288—270. 

Serteüungj^rec^nung  268. 
Sielfac^ed  188. 
S^el^eit  2. 
Sor^eid^en  96. 

ttertbeftönbtgfeit  einer  Determinante 
334;  einer  SHfferenj  20;  eine» 
Cuotienten  43;  einef^  f&n^älU 
niffed  204;  einer  Sur§el  84. 

SBiberf^mc^  bei  (üleic^ungdf^flemen 
809. 

SBurjelauSaiel^en  69—82,  138,  139, 

161,  399,  471. 

SSBurjelgleid^ungen  277,  356,  378. 
SBurjeln  67. 
SSuraeltafel  401. 
äBurjeljeici^en  68,  446. 

IsSld^fe  311,  381. 

9=5rd^fe  312,  380. 

Säulen  3. 

Saldier  eineg  58md^eg  142,  166. 
äal^Ibegriff  2,  95,  156,  171,  172, 
388,  404,  419. 

aal^Ibe^eici^nung  4,  8. 
ga^Ibilber  4. 
Sal^leus  (Einteilung  3. 
gal^Ienad^fe  410,  414,  432. 
Mlenebene  422,  432. 
Sablenfongruenjen  §  68,  ©eite  193. 
Saglenlcl^re  2. 
gal^Icnf^ftem  6. 
äa^tentl^eorie  2,  176. 
Sabloerbinbungen  9,  10. 
ga^Itoörter,  giffem  3. 
Sal^Iäeid^en  4,  8. 
Scid^enfolge  354. 
Seid^ennje^fel  354. 
geile  333. 

Siffern,  3a^Iloörter  3. 
3iffernarit^mett!  9. 
SinSred^nung  244. 
Sin^a^kn  245. 
3toeigbrürf)e  142. 


SltlJl^abetif^cö  Sflamenücrjctd^niö. 


«Id^toariami  268,  307,  887,  846, 

362,  363. 
SCffard^i  363. 

SCrd^^taS  t)on  2:arent  228. 
mröanb  406,  420,  42ö. 
STr^abl^atto  82,  298,  362. 

8al(er  441. 

gSarbc^  11,  215,  283,  285. 

SSajcboto  241. 

a3c^a=@bbin  298. 

»enebetto  341,  342. 

SBcringcr  XIV. 

SSäjout  322. 

SSl^aSfata  58,  114,  801,  302,  362, 

363,  402. 

fdxa^maQUpta  114,  362,  430. 
©tanter  465. 
SBranbi  XVI. 
©riöö^  468. 
©ürgi  465. 

Kantor  3,  82. 
©arbano  342,  363. 

^aud)t)  337,  419,  425. 

©ramer  337. 
eribl^ara  362. 
©Ulmann  310. 

^'mtmhtxt  430. 

2)egcarte8  354,  363,  430,  446. 

2)io|)l^antu8  308,  362. 

3)iefterloeö  253. 

2)re6Ier  XIX. 

3)robifci^  11. 

3)ur^ge  420. 

«Ufitb  29,  361,  401,  420. 

©Uler  316,  322,  430,  444,  466,  468. 

Sfibonacci  (Seonarbo  oon  $ifa)  402, 

446. 

gleifd^l^auer  248. 
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